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Kapitel 1 — Einleitung

1. Der Verbindungszusammenhang der drei Netzwerke von links nach rechts ist 3, 3 und 2
und der Knotenzusammenhang ist 3, 3 und 1.

2. Die farbig gezeichneten Linien bilden das System der Geradensegmente fiir den ge-
suchten Weg. Der kiirzeste Weg von s nach z fiihrt iiber die Segmente auf der unteren
konvexen Hiille, die entsprechenden Geradensegmente sind rot dargestellt.

3. Die optimale Reihenfolge der Produktionsauftrige ist 1-3—2—4 mit einer Gesamtumriist-
zeit von 5.5.

4. Im Folgenden ist zunédchst der Konfliktgraph und dann die Dispatchtabelle fiir die gege-
bene Klassenhierarchie und die angegebenen Methoden dargestellt.

ms
m; my
m,
ms
Methode mi my ms3 my ms
Zeile 1 2 3 2 3
A B C D E F G H I

1 m |A m|B m|C m|D ml|A my | F m; | G
2 my | B my | B my | B my | E my | E my|E my|H my|H
3 ms3 | C m3 | C m3 | E m3 | E m3 | E ms | I

5. Esgilt

> PRW) =M1 -d)+d Y > e
WeM WeM DePL(W)
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Da jede Web-Seite W aus M genau LC(W)-mal in der rechten Doppelsumme vorkommt,

gilt:
P
Z PR(W) = [M|(1 -d) +d Z LC(W) R(W)
wWeM WeM LC(W)
und somit ist
> PR(W) = |M].
WeM

D. h., die Summe der Werte des PageRank aller Seiten ist gleich der Anzahl der Seiten.
Fiir die Menge aller existierenden Web-Seiten gilt diese Aussage nicht.

6. Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem

PR(A) = 0,5 + 0,5 (PR(B) + PR(D)/2)
PR(B) = 0,5 + 0,5 PR(C)

PR(C) = 05 + 0,5 (PR(A)/2 + PR(D)/2)
PR(D) = 05 + 0,5 PR(A)/2

mit dieser Losung:

PR(A)=6/5 PR(B)=1 PR(C)=1 PR/D)=4/5.

7. Die Dichte des Netzwerks betrigt 1/3. Die Werte der Zentralititsmale sind in der fol-
genden Tabelle enthalten.

A B C D E F G H 1
Degree 0,375 0,375 0,25 0,25 0,5 0,5 0,375 0,25 0,125
Betweenness 0,07 0,07 0 0 0,29 0,29 0,43 0,25 0
Closeness 2,25 2,25 2,63 2,63 1,88 1,88 1,63 2,25 2,63

8. Fiir jede Ecke e von G gilt: Cg(e) =0, Cp(e) = 1 und Ce(e) = 1.

9. Fiir das soziale Netzwerk mit den Akteuren {e,ej,ez,...,e,—1} und den dazugehdrigen
Kanten {(e,e1), (e,e2),...,(e,en—1)} gilt Cp(e) = 1.
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1.

10.

11.

Uber die Anzahl der Ecken geraden Grades kann keine allgemeine Aussage gemacht
werden. Als Beispiel betrachte man die Graphen C,,.

Es sei G ein ungerichteter Graph mit n Ecken und m Kanten. Nach Voraussetzung gilt
3n = 2m. Somit ist 2 ein Teiler von n.

Es sei G ein bipartiter Graph mit Eckenmenge E; U E; und |E;| = n;. Dann gilt m <
ni(n — np). Die rechte Seite nimmt ihren grofiten Wert fiir ny = n/2 (n gerade) bzw.
ni = (n+ 1)/2 (n ungerade) an. In beiden Fillen folgt 4m < n?.

Ist A der Grad einer Ecke, so gilt A|E; | = A|E;| bzw. |E1| = |Ez|.

Es sei e eine Ecke mit g(e) = A(G) und e’ ein beliebiger Nachbar von e. Dann gilt
n > A(G) + g(e’) = A(G) + 5(G). Fiir einen vollstindigen Graph mit n > 2 Ecken gilt
AK,) +8(Kp) =2(n-1) > n.

Es sei W = <ey,...,es> mit s > 3 ein einfacher Weg maximaler Linge in G. We-
gen g(e;) > 2 gibt es eine Ecke ¢/ € N(ej)\{ez}. Da W maximale Linge hat ist
e’ € {es,...,es}. Somit enthilt G den geschlossenen Weg <e’, ey, .. ., ej, e’>.

Offensichtlich ist Gp bipartit. Aus der Maximalitédt von P folgt gg,(e) > gg(e)/2 fiir
jede Ecke e von G. Die Aussage ergibt sich nun direkt aus der in Kapitel 2 bewiese-
nen Beziehung zwischen der Summe der Eckengrade und der Anzahl der Kanten eines
Graphen.

Es sei G ein ungerichteter Graph mit m > (n — 1)(n — 2)/2. Angenommen, die Ecken-
menge von G lésst sich so in zwei nichtleere Teilmengen E| und E; zerlegen, dass keine
Kante Ecken aus E; und E, verbindet. Ist |E; | = n, so gilt

2m <ni(np—-1)+(n—-n)(n—n;—1)

(Gleichheit gilt genau dann, wenn beide Teilgraphen vollstiindig sind). Die rechte Seite
dieser Ungleichung wird maximal fiir n; = 1 bzw. n; = n—1. Dies fiihrt in beiden Fillen
zum Widerspruch.

Die Graphen K,,_; U K| haben die angegebene Anzahl von Ecken und sind nicht zusam-
menhingend.

Kpn, UKp,.

Fiir jede Ecke e aus G gilt g(e) + g(e) = 5, wobei g(e) den Eckengrad von e im Kom-
plement G von G bezeichnet. Somit kann man annehmen, dass es in G eine Ecke e mit
g(e) > 3 gibt. Sind die Nachbarn von e paarweise nicht benachbart, so enthilt G den
Graphen C; und ansonsten gilt dies fiir G.

Es sei W = <ey,...,es,e;> ein geschlossener Weg. Von e aus startend, verfolge man
W, bis man zum ersten Mal an eine Ecke e; kommt, an der man schon einmal war, d. h.
ej = e; fiir i < j. Da W geschlossen ist, gibt es auf jeden Fall eine solche Ecke. Dann ist
<ej, ..., ;> ein einfacher geschlossener Weg.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Es sei e eine Ecke mit Eckengrad A(G) und L die Menge der Ecken von G, welche nicht
zu e benachbart sind (einschlieBlich e). Dann ist nach Voraussetzung jede Kante von G
zu einer Ecke von L inzident. Nun folgt:

m< > g(a) < AG)ILI = AG)(n - A(G)).

acl

Die Bestimmung des Herzens erfolgt in zwei Phasen. Die erste Phase bestimmt eine
Teilmenge F von E.

Fi=0;

while G.E#o do

Wihle eine Ecke e aus G.E und fiige e in F ein;
Entferne e und alle Vorginger von e in G aus G.E;

Von jeder Ecke e € E\F kann mit einer Kante eine Ecke in F erreicht werden. Man
beachte, dass es fiir eine neu in F eingefiigte Ecke keine Nachfolger in F geben kann. In
der zweiten Phase werden nun die Ecken von F in umgekehrter Reihenfolge, in der sie
in F eingefiigt wurden, betrachtet.

H:=02;

while F#o do

Wihle aus F die zuletzt eingefiigte Ecke f aus;
Fiige £ in H ein und entferne £ und alle Vorginger von f in G ausF;

Zwischen den Ecken von H gibt es keine Kanten und von jeder Ecke e € E\H gibt es
einen Weg mit hochstens zwei Kanten zu einer Ecke in H.

Angenommen die Aussage ist falsch. Dann gibt es eine Aufteilung der Eckenmenge in
disjunkte Teilmengen E; und E;, so dass nur eine einzige Kante k zwischen E; und E;
existiert. Es sei k = (e,e’) mit e € E; und e’ € E. Nach dem Entfernen von k haben die
von E; und E, induzierten Graphen genau eine Ecke mit ungeradem Eckengrad. Dies
steht im Widerspruch zu den Ergebnissen aus Abschnitt 2.1.

Die Adjazenzmatrix, die Adjazenzliste und die Kantenliste sehen wie folgt aus.

1-2
24,6
354
4 -5
553
6 — 1,4,5

—_ o O O OO
[ elle e e
SO = O O OO
—_o O = = O
_0 = O O O
(=N eleleil e

1 2
(@) 3 4

6 5

(b) Die Aufteilung der Eckemenge in E; = {ej,e3,ec} und E; = {er,e4,e5} zeigt, dass
der Graph bipartit ist.

Die Funktion nachfolger(e;, ej) iiberpriift, ob es eine Kante von e; nach e; gibt.
(Zuerst folgt die einfache, danach die verbesserte Version)
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function nachfolger(e; : Ecke, e; : Ecke) : Boolean
var 1, obergrenze : Integer;

1:=N[i];
if i =n then
obergrenze :=m;
else
obergrenze:=N[i+1]-1;
while 1 <obergrenze do
if A[1]=j then
return true;
1:=1+1;
return false

function nachfolger(e;j : Ecke, ej: Ecke) : Boolean

var 1 : Integer;
1:=N[i];
while 1 <N[i+1]-1 do

if A[1]=j then

return true;

1:=1+1;

return false;

Die Funktion ausgrad(e;) bestimmt den Ausgrad der Ecke e; (zuerst folgt die einfa-
che, danach die verbesserte Version).
function ausgrad(e; : Ecke) : Boolean
if i=n then
return m+1-N[i];
else
return N[i+1]-N[i];

function ausgrad(e; : Ecke) : Boolean
return N[i+1]-N[i];

Die Funktion eingrad(e;) bestimmt den Eingrad der Ecke e;. Hier fiihrt die Einfiih-
rung des zusitzlichen Eintrags zu keiner Vereinfachung.

function eingrad(e; : Ecke) : Boolean
var grad, 1 : Integer;

grad:=0;
for 1:=1 to m do
if A[1] =1 then
grad:=grad+1;
return grad;

18. Es sei B das Feld der Linge (n> — n)/2 und A die Adjazenzmatrix des Graphen. Fiir
natiirliche Zahlen i, j setze:

fa,j)=0G-Dn—-i(i+1)/2+].

Dann gilt A[i,j] = B[f(i,j)] fur i < jund A[i,j] = B[f(j,i)] fiiri > j. Isti > j, so sind
die Ecken e; und e; genau dann benachbart, wenn B[ f (i, )] # 0 ist. Der Eckengrad g(e;)
einer Ecke e; bestimmt sich wie folgt:

—_

i— n

gles) = Y BIf(k.i)l+ . BIf(i,k)].

1 k=i+1

kel
1l



6 — Kapitel 2 — Einflihrung

19. Um festzustellen, ob zwei Ecken e; und e; benachbart sind, muss fiir den Fall j > i die
Nachbarliste von e; und im anderen Fall die von e; durchsucht werden. Die Bestimmung
der Anzahl der Nachbarn von e; erfordert das Durchsuchen der Nachbarlisten der Ecken
el, ..., ¢;. Gegeniiber der normalen Adjazenzliste dndert sich der Aufwand fiir die erste
Aufgabe nicht. Fiir die zweite Aufgabe ist der Aufwand jedoch hoher. Fiir Ecke n miissen
zum Beispiel alle Nachbarschaftslisten durchsucht werden, d. h., der Aufwand ist O(n +
m) gegeniiber O(g(n)) bei normalen Adjazenzlisten.

20. Die Funktion nachfolger verwendet die Datenstruktur Listenelement:

type ListenElement = Struktur
wert : Integer;
nachfolger : Zeiger ListenElement;

var A : Array[l..n] von Zeiger ListenElement;

function nachfolger(e; : Ecke, e; : Ecke) : Boolean
var eintrag : ListenElement;

eintrag:=A[i];
while eintrag#null and eintrag—wert <j do
if eintrag—wert=j then
return true;
eintrag:= eintrag—nachfolger;
return false;

21. Nummeriert man die Kanten des Graphen aus Aufgabe 15 wie links dargestellt, so ergibt
sich folgende Inzidenzmatrix.

1 -1t 06 0 o0 O 0 o0 O
-1 0 1 1 o o0 0 0 0
o o0 o0 O 1 -1 0 0 O
o o0 o0 -1 -1 0 1 -1 0
o o0 0 0 0 1 -1 0 -1
0 1 -1 0 0 0 O 1 1

Fiir ungerichtete Graphen entscheidet folgende Funktionen, ob e; ein Nachfolger von
e; ist.
function nachfolger(e; : Ecke, e; : Ecke) : Boolean
var k : Integer;
k:=1;
while k <m do
if 7Z[j, k]l =1 and Z[i, k] =-1 then
return true;
ki=k+1;
return false;

Fiir ungerichtete Graphen muss in der i f-Bedingung die Zahl —1 durch 1 ersetzt werden.

Der Ausgrad einer Ecke e; in einem gerichteten Graphen ist gleich der Anzahl der Ein-
trage mit Wert 1 in der i-ten Zeile und der Eingrad gleich der Eintrige mit Wert —1 in
der i-ten Zeile. Der Grad einer Ecke e; in einem ungerichteten Graphen ist gleich der
Anzahl der Eintrdge mit Wert 1 in der i-ten Zeile.



22.

23.

24.

25.

26.
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Adjazenzlisten basierend auf Feldern.

Eine Datei schlief3t sich genau dann selbst ein, wenn die zugehorige Ecke in dem gerich-
teten Graphen auf einem geschlossenen Weg liegt. Dies kann an den Diagonaleintrigen
der Erreichbarkeitsmatrix erkannt werden.

(@) n* +2n+3 < 6n’firn > 1.

(b) logn? = 2logn fiirn > 1.

n
(c) Yi=n(n+1)/2 <n®fiirn> 1.
i=1

n
(d) logn! = > logi < nlognfiirn > 1.
i=1
Es sei A die Adjazenzmatrix des Graphen. Eine Ecke e; ist genau dann eine Senke, wenn
die i-te Zeile von A nur Nullen enthélt und die i-te Spalte bis auf den i-ten Eintrag keine
Nullen enthilt. Fiir einen Eintrag a;; von A mit j # i bedeutet dies: Ist a;; = 0, so ist e;
keine Senke und ist aj; # 0, so ist e; keine Senke. Der folgende Algorithmus entdeckt in
jedem Schritt eine Ecke, welche keine Senke ist.
i:=1;
for j:=2 to n do
if A[j, i]1=0 then
i=3;
Nachdem diese Schleife durchlaufen wurde, gibt es nur noch einen Kandidaten fiir die
Senke, den letzten Wert von i. Die Uberpriifung, ob e; eine Senke ist, kann mit Aufwand
O(n) durchgefiihrt werden.

Liegt die Adjazenzliste des Graphen vor, so stellt man mit Aufwand O(n) fest, ob es
genau eine Ecke mit Ausgrad O gibt. Falls nicht, so gibt es keine Senke. Andernfalls
tiberpriift man mit Aufwand O(m), ob e in den Nachfolgelisten aller anderen Ecken
vorkommt. Falls ja, so ist e eine Senke und ansonsten gibt es keine Senke.

Folgende einfache Eigenschaft von transitiven Reduktionen wird im folgenden verwen-
det: Es sei k = (e, e’) eine Kante in einer transitiven Reduktion R. Dann verwendet jeder
Weg in R von e nach e’ die Kante k.

(a) m= \;/4

(b) Angenommen es gibt zwei verschiedene transitive Reduktionen R; und R,. Es sei
k = (e;,ej) eine Kante in R1\R,. Da e; von e; in R, erreichbar sein muss, gibt es
eine Ecke e, so dass es in R, einen Weg von e; liber e nach e; gibt. Da es in Ry
keine geschlossenen Wege gibt, existieren dort Wege von e; nach e und von e nach
ej, welche k nicht enthalten. Dies kann aber nicht sein.

(c) Es sei G der vollstindig bipartite Graph mit Eckenmenge E; U E, und |E;| =
|E>| = n/2. Jede Kante (ej,e;) mit e; € E; und ey € E; wird nun in Richtung von
den Ecken aus E, orientiert. Dieser Graph hat genau die angegebene Eigenschaft.

(d) Es sei R die transitive Reduktion eines gerichteten Graphen ohne geschlossene
Wege und Ky die Kantenmenge von R. Dann ist K’ C Kg. Angenommen es gilt
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K’ c Kg. Dann existiert eine Kante k = (e,e’) in Kg, mit maxlen(e,e’) > 1 ist,
d.h., es gibt einen Weg W von e nach e’, welcher mindestens zwei Kanten enthilt.
Da der Graph keine geschlossenen Wege besitzt, ist k nicht in W enthalten. Dies
fithrt zum Widerspruch und somit gilt Kg = K’.

27.  (a) Der Algorithmus verwendet die in Aufgabe 18 angegebene Funktion f, um Paare
von Ecken in einem eindimensionalen Feld A zu indizieren. Das Feld wird mit O
initialisiert. Haben zwei Ecken e; und e; einen gemeinsamen Nachbarn, so wird
dies an der Stelle A[f(i,j)] eingetragen.

function vierWeg(G : Graph) : Boolean
var vierKreis : Array[1l..(n-1)n/2] von Integer;

Initialisiere vierKreis mit 0;
foreach e in G.E do
foreach e; in N(e) do
foreach ej in N(e)\{ej} do
if vierKreis[f(i, j)] #0 then
return true;
else
vierKreis[f(i, j)]:==1
return false;

(b) Die Initialisierung des Feldes vierKreis erfordert n(n — 1)/2 Schritte. In der an-
schlieBenden Suche wird jede Komponente dieses Feldes maximal einmal verén-
dert. Der Aufwand ist somit O(n?).

(¢) Um festzustellen, ob ein Graph einen Untergraph vom Typ K ¢ hat, muss ein Feld
der Linge ('s’) betrachtet werden. Ferner werden fiir jede Ecke e alle s-elementigen
Teilmengen der Nachbarn von e betrachtet. Daraus ergibt sich ein Aufwand von
o(n®).

28. Essei k = (e;,e;) die zusitzliche Kante und k’ = (ey,ej) eine Kante, welche neu im
transitiven Abschluss liegt (d.h. E’[i’,j’] = 1 und E[i’,j’] = 0). Dann muss es einen
einfachen Weg von e;» nach ej geben, welcher k enthilt. Da E die Erreichbarkeitsmatrix
ist, gilt: E[i’,i] = 1 und E[j,j’] = 1. D.h., jede neue Kante geht von einem Vorginger
von e; zu einem Nachfolger von e;. Folgender Algorithmus bestimmt E” mit Aufwand
0o(n?).

var E’ : Array[l..n, 1..n] von Integer;

Initialisiere E' mit E;
for 1:=1 to n do
if E[1, i]1=1 then
for s:=1 to n do
if E[j, s]=1 then
E'[1, s]:=1;

Es sei G ein Graph, welcher aus zwei Teilgraphen G| und G, mit je n/2 Ecken besteht,
so dass es keine Kante von G, nach G; gibt. Ferner besitze G; eine Ecke e, von der aus
jede Ecke aus Gy erreichbar ist, und in G, eine Ecke e,, welche von jeder Ecke aus G,
erreichbar ist. Wird die Kante (es,e;) neu in G eingefiigt, so wird jede Ecke von G; von
jeder Ecke aus G; erreichbar. D. h., der neue transitive Abschluss hat n? /4 zusitzliche
Kanten.



29.

30.

31.

32.
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Die eine Richtung der Behauptung ist trivialerweise erfiillt. Es sei <ey,...,es,e1> ein
geschlossener Weg minimaler Liange. Angenommen es gilt s > 3. Gibt es die Kante
(e3,e1), dann ist <ej,ep, e3,e1> ein geschlossener Weg der Linge 3. Andernfalls gibt es
die Kante (e, e3), dann aber ist <es,eq,. . .,es,e,e3> ein geschlossener Weg der Linge
s — 1. Dieser Widerspruch zeigt, dass es einen geschlossenen Weg der Léinge 3 gibt.

(a) Angenommen G enthilt eine Ecke e und Nachbarn ey, ..., es, so dass der von
{e,el,...,eq} induzierte Graph vom Typ K¢ ist. Dies bedeutet, dass keine der
Ecken ey, ..., ec benachbart sind. Es sei ee; die Strecke, welche die zu e und e;
gehorenden Punkte verbindet. Dann muss es i,j € {1,...,6} geben, so dass der
Winkel zwischen ee; und ee; maximal 60° ist. Hieraus folgt, dass der Abstand
zwischen den zu e; und e; gehdrenden Punkten maximal a ist. Somit sind e; und e;
entgegen der Annahme benachbart.

(b) Es sei e eine Ecke von G vom Grad A. Die zu den A Nachbarn von e gehdrenden
Punkte liegen innerhalb des Kreises mit Radius a um den zu e gehorenden Punkt.
Dann muss es mindestens [A/6] Punkte geben, welche innerhalb eines Kreissek-
tors mit Winkel 60° liegen. Die entsprechenden [A/6] Nachbarn von e sind paar-
weise benachbart, da die Distanz der zugehorenden Punkte maximal a ist. Somit
bilden diese Ecken zusammen mit e eine Clique mit [A(G)/6] + 1 Ecken.

(a) Qs hat 25 Ecken, hieraus folgt, dass es s2°~! Kanten gibt.

(b) Unterscheiden sich zwei beliebige Ecken e; und e, von Qs in genau [ Positionen,
so ist d(ey,ep) = 1. Somit gilt D(Q;) < s. Da der Abstand zwischen den Ecken

(0,...,0) und (1,...,1) gleich s ist, gilt D(Q;) = s.

(a) Fir n = 3 ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei nun n > 3. Falls G Hamil-
tonsch ist, so gilt dies auch fiir G’. Sei nun umgekehrt G’ Hamiltonsch und H ein
Hamiltonscher Kreis von G’. Liegt die Kante (e,e’) nicht auf H, dann ist auch H
ein Hamiltonscher Kreis fiir G. Andernfalls ergibt sich aus H ein einfacher Weg
<ey,...,en> mit ey = e und e, = ¢’ in G, auf dem alle Ecken von G liegen. Im
Folgenden werden die Mengen

A={ei| (e e;_1)ist KanteinGund3 <i <n-1}
und
B={e; | (e,e;)istKanteinGund3 <i<n-1}
betrachtet. Es gilt {e|,er,e,} N A = @, {e1,e2,en} N B =3, |A|l > |[N(e’)| — 1 und
|B| = |N(e)| — 1. Nun folgt aus der Voraussetzung:
n-3>|AUB|=|A|+|B|-|ANB|>n-2-]|ANB|.

Somitist |[ANB]| > 0, d. h., es gibt eine Ecke e;, so dass (e,e;) und (e’,e;—;) Kanten
in G sind. Dann ist <ej,es,...,ei_1,€n,€n—1,- - . ,€i,€1> ein Hamiltonscher Kreis in
G.
(b) (i) Da vollstindige Graphen Hamiltonsch sind, kann die Aussage leicht mittels
Teil (a) bewiesen werden.

(if) Folgt direkt aus (i).
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33. Der Petersen-Graph besteht aus zwei Kopien von Cs, die Ecken dieser beiden Graphen
sind durch fiinf Speichen verbunden (siehe Abbildung 2.10). Man iiberlegt sich schnell,
dass in einem Hamiltonschen Kreis entweder genau zwei oder genau vier Speichen vor-
kommen miissen. Im ersten Fall miissten dann jeweils vier Kanten jeder Kopie des zy-
klischen Graphen Cs auf dem Hamiltonschen Kreis vorkommen. Dies geht jedoch nicht.
Im zweiten Fall miissten von der einen Kopie zwei und von der anderen Kopie drei Kan-
ten auf dem Hamiltonschen Kreis liegen. Man sieht sofort, dass auch dies unméglich
1st.



Kapitel 3 — Baume

1. (a) Ist G ein Baum, so gilt m = n — 1 < n. Gilt umgekehrt n > m, so betrachte man
einen aufspannenden Baum B von G. Da B n — 1 Kanten hat, gilt m = n — 1 und
somit G = B.

(b) Wenn G einen einzigen geschlossenen Weg W enthilt, so erhélt man einen aufspan-
nenden Baum, falls man eine beliebige Kante aus W entfernt. Somit hat G genau
n—1+1 = n Kanten. Ist umgekehrt die Anzahl der Kanten in G gleich der Anzahl
der Ecken, so besteht G aus einem aufspannenden Baum und einer zusétzlichen
Kante. Diese bewirkt, dass es in G genau einen geschlossenen Weg gibt.

(c) Es sei G ein Wald und U ein induzierter Untergraph mit n Ecken und m Kanten.
Da U ein Wald ist, gilt m = n — z < n nach den Ergebnissen aus Abschnitt 3.1,
hierbei bezeichnet z die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von U. Hitte
jede Ecke mindestens den Grad 2, so wére m > n. Dieser Widerspruch zeigt, dass
U eine Ecke e mit g(e) < 1 besitzt.

Es sei nun G ein ungerichteter Graph in dem jeder induzierte Untergraph eine Ecke
e mit g(e) < 1 besitzt. Angenommen G enthilt einen geschlossenen Weg W. Es sei
W; der von den Ecken von W induzierte Untergraph. Dann gilt g(e) > 2 fiir jede
Ecke von W;. Dieser Widerspruch zeigt, dass G ein Wald ist.

(d) Es sei G ein Wald und U ein zusammenhingender Untergraph. Dann ist U ein
Baum mit Eckenmenge Eyy. Angenommen der von Ey induzierte Untergraph ent-
hilt eine Kante k, welche nicht in U enthalten ist. Fiigt man k in U ein, so entsteht
ein geschlossener Weg. Dies ist aber unméglich, da G ein Wald ist. Somit ist U ein
induzierter Untergraph.

Es sei G ein Graph, in dem jeder zusammenhingende Untergraph ein induzierter
Untergraph ist. Angenommen G enthélt einen geschlossenen Weg W. Ist e eine
Kante von W, dann ist W\ {e} kein induzierter Untergraph. Somit enthilt G keinen
geschlossenen Weg, d. h., G ist ein Wald.

2. Es sei e eine beliebige Ecke und G, der von e und den Nachbarn von e induzierte Unter-
graph. Man sieht leicht, dass G, ein Windmiihlengraph ist. Falls alle Ecken den Grad 2
haben, so ist G = W3 = K3. Hat G eine Ecke e mit g(e) > 2, so dass alle anderen Ecken
zu e inzident sind, so ist G ebenfalls ein Windmiihlengraph. Angenommen G hat keine
dieser beiden Eigenschaften. Es sei e eine Ecke mit maximalem Eckengrad A. Dann ist
A > 2. Es sei N die Menge der Nachbarn von e und e’ # e eine Ecke, welche nicht in
N ist. Fiir jede Ecke u € N gibt es genau eine Ecke e, so dass <e’,e,,u> ein Weg ist.
Fir u; # up gilt ey, # ey, sonst wire <e,up, ey, ,uz, e> ein geschlossener Weg der Linge
vier. Somit gilt:

A > g(e') = g(e) = A, bzw. g(e’) = g(e).

Im Folgenden wird gezeigt, dass G regulir ist. Dazu muss noch gezeigt werden, dass
g(e) = g(u) fur jede Ecke u € N gilt. Wiederholt man die Argumentation aus dem
letzten Abschnitt mit e’ anstelle von e, so folgt dass der Eckengrad jeder nicht zu e’ be-
nachbarten Ecke ebenfalls A ist. Somit verbleibt maximal ein Nachbar u von e, von dem
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noch nicht gezeigt wurde, dass g(u) = A ist. Wiederholt man die letzte Argumentation
fiir einen Nachbarn u” # u von e, so folgt auch g(u) = A, d. h., G ist regulir.

Es sei A die Adjazenzmatrix von G. Da G regulir ist, folgt aus der Voraussetzung
A% = (A — 1) + H. Hierbei ist I die Einheitsmatrix und H die Matrix, deren Eintriige
alle gleich 1 sind. Die Matrizen A und H sind symmetrisch und es gilt AH = HA = Al
Somit sind A und H simultan diagonalisierbar. Die Eigenwerte von H sind 1 und 0 mit
den Vielfachheiten 1 und n — 1. Der Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist v; = (1,...,1).
Als Eigenvektor von A hat v; den Eigenwert A. Es sei v ein weiterer gemeinsamer Ei-
genvektor. Dann ist Hv = 0 und somit A>0 = (A — 1)v bzw. Av = + VA — lv. Somit
sind A, VA — 1 und — VA — 1 die Eigenwerte von A mit den Vielfachheiten 1,r und s.
Es gilt n = 1 + r + s. Betrachtet man die Spur von A, so folgts —r = A/ VA - 1. Da
s —r eine ganze Zahl ist, muss A — 1 eine Quadratzahl sein, deren Wurzel A teilt. Hieraus
folgt A = 2 im Widerspruch zur Annahme. Somit ist G ein Windmiihlengraph.

3. Die Aussage wird durch vollstindige Induktion bewiesen. Fiirn = 2 istd; = d, = 1 und
der Graph G, ist der gesuchte Baum. Sei nun n > 2. Es muss Indizes i, j mit d; = 1 und
d;j > 1 geben. Entfernt man d; und d; aus der Zahlenfolge und fiigt die Zahl d; — 1 ein,
so kann die Induktionsvoraussetzung angewendet werden. An den so erhaltenen Baum
muss nur noch eine zusitzliche Kante an die Ecke mit Grad d; — 1 angehéngt werden.

4. Wiirde es in B drei Zusammenhangskomponenten geben, so giibe es in B einen geschlos-
senen Weg der Linge drei. Da B ein Baum ist, kann das nicht sein. Nach Voraussetzung
besteht B somit aus zwei Zusammenhangskomponenten. Gébe es in einer der beiden
Zusammenhangskomponenten zwei nicht inzidente Ecken, so wiirde dies wieder zu ei-
nem Widerspruch fithren. Somit sind beide Zusammenhangskomponenten vollstdndige
Graphen. Hitten beide Komponenten mehr als eine Ecke, so géibe es einen geschlos-
senen Weg der Linge vier in B. D.h., B besteht aus einer isolierten Ecke und einem
vollstindigen Graphen. Hieraus folgt, dass B ein Sterngraph ist.

5. Ein Bindrbaum mit der angegebenen Eigenschaft hat 2b — 1 Ecken. Der Beweis erfolgt
durch vollstindige Induktion. Fiir b = 1 ist die Aussage klar. Es sei nun b > 1 und e eine
Ecke auf dem vorletzten Niveau von B. Dann hat e genau zwei Nachfolger. Entfernt man
diese aus B, so erhilt man einen Bindrbaum mit b — 1 Blitter fiir den die Voraussetzung
erfiillt ist. Somit hat dieser Baum 2(b — 1) — 1 Blitter. Daraus folgt die Aussage.

6. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach der Anzahl n; der inneren Ecken.
Fiir n; = 1 ist die Aussage klar. Sei nun n; > 1 und e’ eine Ecke auf dem vorletzten
Niveau. Entfernt man alle Nachfolger von e’, so erfiillt der entstandene Wurzelbaum
G(e’) die Induktionsvoraussetzung. Es sei Eg(e’) die Menge der Blitter von G(e’). Dann
gilt:

Es)l= D (N"@I-1+L.
ecE\Eg,e+e’

Da |Eg| = |Eg(e’)| + IN*(e’)| — 1 gilt, ist die Aussage bewiesen.

7. Die Anzahl der Blitter in einem Bindrbaum ist genau dann maximal, wenn alle Niveaus
voll besetzt sind. Somit hat ein Binirbaum der Hohe h maximal 2" Blitter.

8. Essei G quasi stark zusammenhéingend. Folgendes Verfahren bestimmt eine Ecke w von
G mit der angegebenen Eigenschaft. Es sei zunichst w eine beliebige Ecke von G. Gibt
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es eine Ecke e, welche nicht von w erreichbar ist, so muss es eine Ecke e’ geben, so dass
e und w von e’ erreichbar sind. Setze w gleich e’ und wiederhole das Verfahren bis alle
Ecken von w erreichbar sind. Besitzt G eine Ecke mit der angegebenen Eigenschaft, so
folgt direkt, dass G auch quasi stark zusammenhéngend ist.

9. Es werden folgende Typen zur Darstellung von Dateien und Verzeichnissen verwendet.

type Eintrag = Struktur type Eintragliste = Struktur
name : String; inhalt : Zeiger Eintrag;
verzeichnis : Boolean; nachbar : Zeiger Eintragliste;

inhalt : Zeiger Eintragliste;
daten : Inhaltstyp;

Folgende Prozedur gibt die Namen aller Dateien im angegebenen Verzeichnis und allen
darunterliegenden Unterverzeichnissen aus.

procedure ausgabeVerzeichnis(e : Zeiger Eintrag)
var naechster : Zeiger Eintragliste;

if e#null then
if e—verzeichnis then
ausgabe("Verzeichnis : ", e—name);
naechster := e—inhalt;
while naechster #null do
ausgabeVerzeichnis(naechster—inhalt);
naechster :=naechster—nachbar;
else
ausgabe("Datei : ", e—name);

10. Um einen Eintrag mit dem Schliissel x in einem bindren Suchbaum zu l6schen, muss
zunichst die zugehorige Ecke e lokalisiert werden. Falls e ein Blatt oder genau einen
Nachfolger hat, so kann das Loschen einfach durchgefiihrt werden. Falls jedoch e zwei
Nachfolger hat, so ist der Vorgang aufwendiger. Ein Algorithmus zum L&schen von
Eintrdgen arbeitet wie folgt.

(1) Falls e keine Nachfolger hat, so 16sche e.
(2) Falls e genau einen Nachfolger hat, so ersetzte e durch seinen Nachfolger.

(3) Falls e zwei Nachfolger hat, so ersetze e durch die Ecke mit dem groBten Schliissel
im linken Teilbaum oder durch die Ecke mit dem kleinsten Schliissel im rechten
Teilbaum von e. Um die Ecke mit dem groten (kleinsten) Schliissel im linken
(rechten) Teilbaum zu finden, verfolge man vom linken (rechten) Nachfolger der
Ecke startend immer den rechten (linken) Nachfolger bis ein Blatt erreicht ist, dies
ist die gewliinschte Ecke.

11. Die rekursive Prozedur aufsteigendeReihenfolge gibt die Objekte eines Suchbau-
mes in aufsteigender Reihenfolge aus.

procedure aufsteigendeReihenfolge(b : Suchbaum)
if b#null then
aufsteigendeReihenfolge(b—1links);
ausgabe (b—daten) ;
aufsteigendeReihenfolge(b—rechts);
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12. Bei einem Binidrbaum mit zehn Ecken minimaler Hohe sind die ersten drei Ebenen voll
besetzt und auf der vierten Ebene sind drei Ecken. Der Baum hat also die Hohe drei.
Entartet der Suchbaum zu einer linearen Liste, so liegt ein Bindrbaum maximaler Hohe
vor (vergleichen Sie Abbildung 3.7).

13. Liegt a auf einem hoheren Niveau als b, so ist [, > [. Wire die Wahrscheinlichkeit von
a echt kleiner als die von b, so konnte man die Codierung von a und b vertauschen und
so einen Prifix-Code mit kleinerer mittlerer Wortlidnge erhalten. Dies widerspricht der
Optimalitit des Huffman-Algorithmus.

14.
12 32 4 20 16 16 16 32 20 16 16
© ® O® ./\. ® @ ® ©
& o
32 20 16 32
A ® @ © O, ./36\.
© ® & W
oSRG g ©
64 36 100

Der erzeugte Prifix-Code hat eine mittlere Codewortlinge von 2,48.

15. Die Prozedur codeWoérter verwendet einen Stapel S. Dieser enthilt von unten nach
oben die Codierung des aktuellen Zeichens. Initial ist der Stapel leer.

var huffman : Wald;
var S : Stapel von Integer;

procedure codeWorter(ey : Ecke)

if huffman.ecken[w].links =0 and huffman.ecken[w].rechts=0 then

ausgabe("Code._fiir..", huffman.ecken[w] .bewertung, "_ist:.");
foreach b in S do
ausgabe(b);

else
S.einfiigen(0);
codeWorter Chuffman. ecken[w].links);
S.entfernen();
S.einfiigen(1);
codeWorter Chuffman.ecken[w] .rechts);
S.entfernen();

Der Aufruf codeworter Chuffman.wurzeln[1]) gibt den Prifix-Code fiir alle Zei-
chen aus.
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Die Kosten eines minimal aufspannenden Baumes betragen 20.

Ein aufspannender Baum B von G, der k enthilt, heift k-minimal aufspannender Baum
von G, falls kein anderer aufspannender Baum B’ von G existiert, dessen Kosten niedri-
ger sind und der k enthilt. Der Beweis der folgenden Aussage erfolgt analog zum Beweis
des ersten Satzes in Abschnitt 3.6 auf Seite 79.

Es sei G ein kantenbewerteter zusammenhédngender Graph mit Eckenmenge E und k =
(e,e’) eine Kante von G. Ferner sei U eine Teilmenge von E mit e,e’ € U und (u,v)
eine Kante mit minimalen Kosten mit u € U und v € E\U. Dann existiert ein k-minimal
aufspannender Baum von G, der die Kante (u,v) enthilt.

Es seien nun kg, k1, ..., k;—1 die Kanten von G mit kg = k, wobei die Kanten kq, .. .,
km—1 nach aufsteigenden Bewertungen sortiert sind. Der Algorithmus von Kruskal wird
auf G angewendet, wobei die Kanten in der angegebenen Reihenfolge betrachtet werden.
Auf diese Art entsteht ein aufspannender Baum von G, welcher k enthilt. Der Beweis,
dass dies auch ein k-minimal aufspannender Baum ist, erfolgt analog zum Korrektheits-
beweis des Algorithmus von Kruskal.

Zur Konstruktion eines maximal aufspannenden Baumes kann jeder Algorithmus zur
Bestimmung eines minimal aufspannenden Baumes verwendet werden. Dazu muss nur
die Relation < durch > ersetzt werden. Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Be-
wertung by jeder Kante k auf C—by zu dndern, wobei C die hochste Bewertung aller Kan-
ten ist. Danach wird fiir diese Bewertung ein minimal aufspannender Baum bestimmt.
Dieser ist ein maximal aufspannender Baum fiir die urspriingliche Bewertung.

Fiir eine Kante k aus einem aufspannenden Baum T besteht der Graph T\{k} aus zwei
Zusammenhangskomponenten mit Eckenmengen Ey, E;. Setze

Ky (T) = {(a,b) Kante von G | a € E;,b € E»}.

Es gilt Ki(T) N T = {k}. Es sei T’ ein minimal aufspannender Baum von G und T der
vom Algorithmus erzeugte Baum. Ferner sei k € T\T’ und W der geschlossene Weg in
T’ U {k}. Fir alle k' € Kp(T) N W mit k" # k gilt k" € T',k’ ¢ T und k € Kp (T").
Da k’ nicht in T liegt, wurde k’ durch den Algorithmus entfernt. D. h., k” war die Kan-
te mit der hochsten Bewertung in einem geschlossenen Weg. Somit ist die Bewertung
von k’ mindestens so grofl wie die Bewertung jeder von k’ verschiedenen Kante des
geschlossenen Weges in T U {k’}. Da k” € Ki(T) ist, muss k auf diesem Weg liegen.
Somit gilt bewertung(k’) > bewertung(k). Da T’ ein minimal aufspannender Baum ist,
kann nicht bewertung(k’) > bewertung(k) gelten. Somit stimmen die Bewertungen von
k’ und k uiberein. Ersetzt man in T’ die Kante k’ durch k, so erhilt man einen neuen mi-
nimalen aufspannenden Baum T* mit |T” N T| > |T’ N T|. Durch Wiederholung dieser
Vorgehensweise zeigt man, dass auch T ein minimal aufspannender Baum von G ist.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Hat ein Graph eine Briicke (vergleichen Sie Aufgabe 14 in Kapitel 2), deren Bewertung
groBer ist als die aller anderen Kanten, so liegt diese in jedem aufspannenden Baum.

Angenommen es gibt zwei verschiedene minimal aufspannende Baume B; und B,. Es
sei ki eine Kante aus B;, welche nicht in B, liegt. Figt man k; in B; ein, so entsteht
ein geschlossener Weg W. Da B, ein minimal aufspannender Baum ist und die Kan-
ten verschiedene Bewertungen haben, sind die Bewertungen aller Kanten aus W N B,
echt groBer als die von k;. Da B; ein Baum ist, muss es in W\B; eine Kante k, mit
bewertung(k;) < bewertung(k;) geben. Dieses Argument kann nun wiederholt werden.
So entsteht eine unendliche Folge von Kanten ki, k», ... aus G mit echt aufsteigenden
Gewichten. Dieser Widerspruch zeigt, dass es nur einen minimal aufspannenden Baum
gibt.

Fiir dichte Graphen ist der Algorithmus von Prim iiberlegen. Unter Verwendung von
Fibonacci-Heaps ist die Laufzeit dieses Algorithmus O(m + nlogn). Der Sortierschritt
im Algorithmus von Kruskal hat allein schon einen Aufwand von O(mlog n).

Die spezielle Eigenschaft der Bewertung kann ausgenutzt werden, um das Sortieren der
Kanten nach ihren Bewertungen mit Aufwand O(m + ¢) durchzufiihren (Zeit und Spei-
cher). Der Algorithmus von Kruskal hat in diesem Fall den Aufwand O(m + ¢ + nlog n).

Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion nach der Anzahl n der Ecken. Fiirn = 2
ist die Aussage klar. Es sei n > 1 und k die Kante mit der kleinsten Bewertung und G’
der Graph, welcher durch das Verschmelzen der Endecken von k und das Andern der
Bewertungen entsteht. Nach Induktionsvoraussetzung bestimmt der Algorithmus einen
minimal aufspannenden Baum B’ von G’. Nach dem in Abschnitt 3.6 auf Seite 79 be-
wiesenen Satz gibt es einen minimal aufspannenden Baum B von G, welcher k enthilt.
Entfernt man k aus diesem Baum und dndert wie angegeben die Bewertungen der Kan-
ten, so erhilt man einen aufspannenden Baum fiir G’. Es gilt:

kosten(B’) < kosten(B) — n bewertung(k)

B’ ist auch ein Baum in G. Fiigt man die Kante k zu B’ hinzu und éndert wieder die Be-
wertungen, so erhilt man einen aufspannenden Baum von G mit Kosten n bewertung(k)+
kosten(B’). Aus obiger Gleichung folgt, dass dieser Baum ein minimal aufspannender
Baum von G ist. Dies ist gleichzeitig auch der Baum, den der Algorithmus konstruiert.

Es sei G’ der Graph, welcher aus B, der neuen Ecke e und den neuen Kanten besteht.
Wendet man den in Aufgabe 19 beschriebenen Algorithmus an, so miissen nur die neuen
Kanten in B eingefiigt und entsprechende Kanten entfernt werden. Dies kann mit Auf-
wand O(ng(e)) durchgefithrt werden. Da der Graph G’ n — 1 + g(e) < 2n Kanten hat,
bestimmt sowohl der Algorithmus von Kruskal als auch der von Prim in diesem Fall
einen minimal aufspannenden Baum mit Aufwand O(nlog n).

Auf den Kanten von G wird auf Basis der alten Bewertung w eine neue Kantenbe-
wertung w’ wie folgt definiert: w’(k) = (w(k),0), falls e nicht zu k inzident ist und
w’(k) = (w(k),1) andernfalls. Die Bewertungen sind also keine reellen Zahlen, son-
dern Paare von Zahlen. Damit die Algorithmen von Prim bzw. Kruskal zur Anwendung
kommen konnen, muss gezeigt werden, dass die neue Ordnung die gleiche Eigenschaft
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wie eine numerische Bewertung hat. Auf den Paaren (a,b) wird eine totale Ordnung
definiert: Es gilt (a;,b;) < (az,b) genau dann, wenn a; < a oder wenn a; = ap und
by < b, gilt. Ferner gilt (a;,b;) = (a2,b,) genau dann, wenn a; = a und by = b, gilt. Zur
Definition der Kosten eines aufspannenden Baumes beziiglich w’ muss noch eine Addi-
tion definiert werden: (a;,b;) + (a2,b2) = (a1 + b1,ax + by). Es sei T’ ein beziiglich w’
minimaler aufspannender Baum. Man zeigt nun leicht, dass T’ die gewiinschten Eigen-
schaften hat. Hierzu betrachte man einen beziiglich w minimalen aufspannenden Baum
T von G, fiir den der Eckengrad von e minimal ist. Aus kosten,,(T) < kosten,,(T")
wiirde kosten,,(T) < kosten,,(T’) folgen, dies widerspricht der Minimalitit von T’
beziiglich w’. Somit ist T’ ein minmal aufspannender Baum beziiglich w von G. Da
kosten,, (T) = (kosten,,(T),gr(e)) gilt, ist der Eckengrad von e in T’ minimal. So-
mit kann das beschriebene Problem mit den Algorithmen von Prim bzw. Kruskal gelost
werden.

Angenommen k liegt in jedem minimal aufspannenden Baum von G. Es sei B ein be-
liebiger minimal aufspannender Baum von G. Entfernt man k aus B, so zerfillt B in
die beiden Zusammenhangskomponenten U; und U,. Da W ein geschlossener Weg ist,
gibt es auf W eine Kante k' = (uj,up) # k, mit u; € U; und up € U,. Entfernt man
k aus B und fiigt dafiir kK’ ein, so entsteht wegen kosten(k) > kosten(k’) ein minimal
aufspannender Baum von G, der k nicht enthilt.

Es sei B ein minimal aufspannender Baum von G und k eine der langsten Kanten von B,
die Lédnge von k sei I(k). Entfernt man k aus B, so zerfillt B in zwei Zusammenhangs-
komponenten mit den Eckenmengen E; und E,. Nach dem in Abschnitt 3.6 auf Seite 79
bewiesenen Satz, ist die Linge jeder Kante in G zwischen E; und E, mindestens so lang
wie k. Somit ist fiir R < I(k) der Graph Gg nicht zusammenhingend. D.h., R.,;; ist
groBer oder gleich der Linge der ldngsten Kante in B. Da B zusammenhéngend ist, folgt
Rerir = l(k)
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1. (a) Es geniigt, den Fall TSB[i] < TSB[j] zu betrachten. Gilt TSE[i] < TSB[j], so
sind die Intervalle disjunkt. Andernfalls erfolgt der Aufruf von tiefensuche(e;)
innerhalb des Aufrufs tiefensuche(e;). Somit muss TSE[j] < TSE[i] gelten,
d.h., es gilt die dritte Bedingung.

(b) Ist k eine Baum- oder Vorwirtskante, so erfolgt der Aufruf von tiefensuche(e;)
innerhalb des Aufrufs tiefensuche (e;) und endet deshalb auch vor diesem, d. h.

TSB[i] < TSB[j] < TSE[j] < TSE[i].

Gilt umgekehrt diese Ungleichungskette, so erfolgte der Aufruf tiefensuche(e;)
innerhalb der Prozedur tiefensuche (e;). Erfolgte der Aufruf direkt, so ist k eine
Baumkante und andernfalls eine Vorwirtskante.

Ist k eine Riickwirtskante, so erfolgt der Aufruf tiefensuche(e;) innerhalb der
Prozedur tiefensuche(e;) und endet deshalb auch vor diesem, d. h.

TSB[j] < TSB[i] < TSE[i] < TSE[]].

Gilt umgekehrt diese Ungleichungskette, so erfolgte der Aufruf tiefensuche(e;)
innerhalb der Prozedur tiefensuche(ej), d.h., e; ist Vorgiinger von e; und k ist
somit eine Riickwirtskante.

Die Kante k ist genau dann eine Querkante, wenn der Aufruf tiefensuche(e;)
schon vor dem Aufruf der Prozedur tiefensuche(e;) endet. D.h., k ist genau
dann eine Querkante, wenn

TSB[j] < TSE[j] < TSB[i] < TSE[1i]
gilt.

2. Die Aussage ist wahr. Innerhalb des Aufrufs tiefensuche(e;) werden alle von e; er-
reichbaren unbesuchten Ecken besucht. Wegen tsNummer[i] < tsNummer[j], muss
e; im Tiefensuchebaum von e; erreichbar sein.

3. Die Adjazenzmatrix hat auf und unterhalb der Diagonalen nur Nullen.

4. Nein, dies zeigt eine topologische Sortierung, die zwischen zwei Teilgraphen hin- und
herspringt. Betrachten Sie folgendes Beispiel:

2

1 3 Ecke el e e3 e4
Sortierungsnummer 1 2 4 3

4

5. Ist w die Wurzel des Baumes, so ist hohe (w) die Hohe des Wurzelbaumes.
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10.

function hoéhe(e;j : Ecke) : Integer;
var hmax : Integer;
hmax :=0;
foreach e; in N(e;) do
hmax := max (hmax, hohe(e;) +1);
return hmax;

{2,4,5,6}, {1}, {3}, {7}, {8}

Es sei T ein Tiefesuchebaum von G’ mit Wurzel e; und e;, e; Ecken aus T. Als Ecke
e; besucht wurde, war e; noch nicht besucht worden. Somit ist TSE[1] > TSE[i].
D.h., der Aufruf von tiefensuche(e;) war vor dem Aufruf von tiefensuche(e;)
beendet. Da e; in G’ von e; erreichbar ist, ist e; in G von e; erreichbar. Wiire e; vor
e; in G betrachtet worden, so wire TSE[i] > TSE[1]. Somit wurde e; vor e; in G
betrachtet. Aus TSE[1] > TSE[i] folgt nun, dass der Aufruf von tiefensuche(e;) in
G innerhalb des Aufrufs tiefensuche(e;) erfolgte. Somit ist e; in G von e erreichbar,
d.h., e; und e; liegen auf einem geschlossenen Weg in G. Das gleiche gilt fiir e; und
e; und somit auch fiir e; und e;. Hieraus folgt, dass die Ecken von T in einer starken
Zusammenhangskomponente von G liegen.

Sind umgekehrt e; und e; Ecken von G, welche in einer starken Zusammenhangskom-
ponente liegen, so liegen e; und e; in G und G’ auf einem geschlossenen Weg. Somit
miissen auch e; und e; im gleichen Tiefesuchebaum von G’ liegen. Hieraus folgt, dass
die Ecken einer starken Zusammenhangskomponente von G in einem Tiefesuchebaum
von G’ liegen.

Es wird eine topologische Sortierung des DAG’s betrachtet. Die Ecke mit Sortierungs-
nummer 1 hat Eingrad 0 und die mit Sortierungsnummer n hat Ausgrad 0. Eine Ecke mit
Ausgrad 0 findet man, indem man an einer beliebigen Ecke einen einfachen Weg startet.
Da der Graph keine geschlossenen Wege hat, endet der Weg an einer Ecke mit Ausgrad
0. Ein Algorithmus zur Bestimmung einer topologischen Sortierung sucht wiederholt ei-
ne Ecke mit Ausgrad 0, entfernt diese und alle inzidenten Kanten aus G und nummeriert
die entfernten Ecken in absteigender Reihenfolge. Da die Bestimmung einer Ecke mit
Ausgrad 0 den Aufwand O(n) hat, ergibt sich ein Gesamtaufwand von O(n?). Der auf
der Tiefensuche aufbauende Algorithmus arbeitet mit Aufwand O(n + m).

Zwei Ecken e; und e; sind genau dann in einer starken Zusammenhangskomponenten,
wenn sie auf einem geschlossenen Weg liegen. Dies ist genau dann der Fall, wenn ej;
und e;; beide ungleich 0 sind, bzw. wenn ej;e;; ungleich 0 ist. Hierbei ist E = (e;;). Fiir
den i-ten Diagonaleintrag d; von E? gilt:

di =ejjeil + ... tejejt+ ...t eqiein.

Ist d; = 0, so bildet Ecke e eine komplette Zusammenhangskomponente. Ist d; # 0, so
ist e;; = 1. Ferner gibt es noch d; — 1 weitere Ecken e; mit ej;e;; # 0. Hieraus folgt sofort
die Aussage.

Der Algorithmus basiert auf der Tiefensuche.

var besucht : Array[0..n] von Boolean;
var vorgdnger : Array[0..n] von Ecke;
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function geschlossenerWeg(G : Graph) : Boolean
var e;i : Ecke;

Initialisiere besucht mit false und vorgdnger mit 1;
foreach e; in G.E do
if not besucht[i] then
if tiefensuche(eij) then
return true;
return false;

function tiefensuche(e; : Ecke) : Boolean
var e; : Ecke;

besucht[i] = true;
foreach e; in N(e;) do
if not besucht[j] then
vorgadnger[j] =ej;
if tiefensuche(e;)
return true;
else if vorginger[j] # e; then
return true;
return false;

Am Ende des Algorithmus hat der Algorithmus einen Baum durchlaufen, d. h., die An-
zahl der betrachteten Kanten ist kleiner als n. Somit ist die Laufzeit O(n).

Es werden zwei Tiefensuchedurchginge gestartet mit den Startecken e; bzw. e;. Hierbei
wird das gleiche Feld tsNummer benutzt (im zweiten Durchgang wird es nicht mehr
initialisiert). Jede nicht besuchte Ecke ist weder von e; noch von e; erreichbar und muss
somit entfernt werden. Bei der Verwendung von Adjazenzlisten basierend auf Zeigern
miissen nur die entsprechenden Listen komplett entfernt werden. Somit ist der Aufwand
O(n + m).

Das Feld trennendeEcken zeigt nach Aufruf der gleichnamigen Prozedur an, welche
Ecken trennende Ecken sind.

var tsNummer, minNummer : Array[l..n] von Integer;
var vorganger : Array[1l..n] von Ecke

var zdhler : Integer;

var trennendeEcken : Array[l..n] von Boolean;

procedure trennendeEcken(G : Graph)
var ei : Ecke;

Initialisiere tsNummer und z&hler mit Q;
Initialisiere trennendeEcken mit false;
foreach e; in G.E do
if tsNummer[i] =0 then
blocke(ei);
if ej ist mehr als einmal in vorgdnger enthalten then
trennendeEcken[i] := true;
else
trennendeEcken[i] := false;

procedure bloécke(e; : Ecke)
var e; : Ecke

zdhler = zdhler+1;
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tsNummer[i] :=minNummer[i] := zdhler;
foreach e; in N(e;) do
if tsNummer[j] =0 then
vorganger[j] :==ej;
blocke(e;);
if minNummer[j] > tsNummer[i] then
trennendeEcken[i] := true;
else
minNummer [i] = min(minNummer[i], minNummer[j]);
else
if ej #vorganger[i] then
minNummer [i] = min(minNummer[i], tsNummer[j]);

Links sind die Blocke des Graphen und rechts ist der Blockbaum dargestellt.

B;: B,: B;:e——e B, °

Ist (e;,e;) eine Briicke, so muss e; oder e; eine trennende Ecke sein. Ist eine der beiden
Ecken keine trennende Ecke, so kann diese keine weiteren Nachbarn haben, d. h., der
Grad ist gleich 1. Die umgekehrte Aussage ist offensichtlich.

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach b. Ist b = 1, so ist + = 0 und
die Aussage ist wahr. Sei b > 1, B ein Block, welcher zu einem Blatt im Blockbaum
gehort, und e die zugehorige Ecke. Entferne aus G alle Ecken in B\{e}. Der neue Graph
hat b — 1 Blocke und mindestens ¢ — 1 trennende Ecken. Die Aussage folgt nun aus der
Induktionsvoraussetzung.

Ist der Graph zweifach zusammenhéngend, so ist keine Ecke eine trennende Ecke. An-
dernfalls hat der Blockbaum mindestens zwei Blitter (jeder Baum mit mindestens zwei
Ecken hat auch mindestens zwei Blatter). Ein Block, welcher zu einem Blatt im Block-
baum gehort, hat mindestens eine Ecke, welche nicht trennend ist.

Eine Kante liegt genau dann auf einem geschlossenen Weg, wenn sie zu einer starken
Zusammenhangskomponente von G gehort. Mit dem in Abschnitt 4.5 beschriebenen
Verfahren werden zunichst die starken Zusammenhangskomponenten bestimmt. Die
gesuchte Kantenmenge besteht aus allen Kanten von G, welche in keiner starken Zu-
sammenhangskomponente liegen.

Wendet man die Breitensuche n-mal auf den Graphen an, wobei jedesmal eine andere
Startecke gewdhlt wird, so werden fiir jede Ecke die erreichbaren Ecken bestimmt. Der
Aufwand ist O(n m).

Es sei e eine beliebige Ecke und [, die Lange des kiirzesten Weges, der e enthilt. Es wird
eine Breitensuche mit Startecke e gestartet. Sei e; die erste Ecke, welche die Breitensu-
che zum zweiten Mal besucht und e; der aktuelle Vorgénger von e;. Dann gilt

niv(e;) = niv(e;) oder niv(e;) = niv(e;) + 1.
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Im ersten Fall liegt ein geschlossener Weg der Linge 2 niv(e;)+ 1 und im zweiten Fall der
Linge 2 niv(e;)+2 vor. Im ersten Fall gilt [, = 2 niv(e;)+1 und im zweiten [, = 2 niv(e;)+
2 oder I, = 2niv(e;) + 1. Um eine Unterscheidung zu treffen, miissen alle Ecken e’ mit
niv(e’) = niv(e;) abgearbeitet werden. Danach kann die Breitensuche beendet werden.
Trifft man dabei auf eine weitere schon besuchte Ecke e; mit niv(e;) = niv(e;), so gilt
le = 2niv(i) + 1 und andernfalls [, = 2 niv(e;) + 2.

Ein Algorithmus zur Bestimmung der Lénge eines kiirzesten Weges startet von jeder
Ecke e eine Breitensuche. Diese wird wie beschrieben benutzt, um die Linge des kiir-
zesten geschlossenen Weges W mit e € W zu bestimmen. So erhilt man die Linge des
kiirzesten geschlossenen Weges des Graphen mit Aufwand O(n m).

Zunichst wird in linearer Zeit eine topologische Sortierung des Graphen bestimmt. Da-
nach werden die Ecken in umgekehrter Reihenfolge ihrer topologischen Sortierungs-
nummern bearbeitet und die Menge der erreichbaren Ecken wie folgt bestimmt:

erreichbar(e;) := U erreichbar(e;) U {e;}.

ej€N+(ei)

Hat der Tiefensuchebaum die Hohe 1, so ist der Graph ein Sterngraph, wobei die Tie-
fensuche an der zentralen Ecke startete. In diesem Fall stimmen Tiefensuche- und Brei-
tensuchebaum iiberein. Fiir den vollstindigen Graph hat der Tiefensuchebaum die Hohe
n — 1. In diesem Fall ist der Breitensuchebaum ebenfalls ein Sterngraph, d. h., er hat die
Hohe 1.

Zur Bestimmung der Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen mit
Hilfe der Breitensuche kann die Prozedur zhkGraph aus Abbildung 4.14 verwendet
werden. Fiir die Anderung wird der Aufruf der Prozedur zhk(e;) durch den Aufruf
breitensuche(G, e;) ersetzt. Die Prozedur breitensuche aus Abbildung 4.25 muss
dabei geringfiigig gedndert werden. Anstatt dem Feld niveau wird das Feld zhkNummer
verwendet. Die Prozedur breitensuche sieht dann wie folgt aus.

procedure breitensuche(G : Graph, es : Ecke)
var ej, ej : Ecke;
var W : Warteschlange von Ecke;

zhkNummer[s] := zdhler;
W.einfiuigen(es);
while W# 2 do
ei :=W.entfernen();
foreach e; in N(e;) do
if zhkNummer[j] =0 then
zhkNummer[j] := zdhler;
W.einfugen(e;);

Die Anderungen an der Funktion breitensuche lassen den Aufwand von O(m + n)
unverandert.

function breitensuche(G : Graph, es : Ecke) : Graph
var ej, ej : Ecke;
var W : Warteschlange von Ecke;
var niveau : Array[l..n] von Integer;
var B : Graph;
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Initialisiere niveau mit -1;
Initialisiere B mit den Ecken von G;
niveau[s] =0;
W.einfligen(es);
while W+ o2 do
ei :=W.entfernen();
foreach e; in N(e;) do
if niveau[j] = -1 then
niveaul[j] :=niveaul[i] +1;
W.einfugen(e;);
Fiige Kante (ej, ej) in B ein;
else if niveau[j] =niveau[i]+1 then
Fiige Kante (ei, eyj) in B ein;
return B;

(a) Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage

wahr. Sei nun n > 1 und e eine Ecke von B mit g*(e) = 0. Setze G’ = G\{e}
und B’ = B\{e}. Da B’ die gleichen Eigenschaften wie B hat, folgt aus der In-
duktionsvoraussetzung, dass B’ ein Tiefensuchebaum von G’ ist. Es sei nun e’ der
Vorginger von e in B und (e,e”’) mit e”” # e’ eine Kante in G. Nach Voraussetzung
ist e” Vorgénger von e in B, d. h., wenn die Tiefensuche bei Ecke e’ ankommt, sind
schon alle Nachbarn von e besucht worden. Somit wird nach e’ die Ecke e besucht
und sofort wieder zu e’ zuriickgekehrt. Also ist B ein Tiefensuchebaum von G.

(b) Fiir eine beliebige Ecke e’ von G bezeichne dg(e,e’) die Linge des Weges von

e nach e’ in B. Mittels vollstidndiger Induktion nach d(e,e’) wird gezeigt, dass
dg(e,e’) = d(e,e’) fiir alle Ecken e’ von G gilt. Ist d(e,e’) = 0, so ist e’ = e und die
Aussage ist wahr. Sei nun d(e,e’) > 0 und e’ der Vorginger von e’ in G auf dem
Weg von e nach e’. Dann ist d(e,e’’) < d(e,e’) und somit ist dg(e,e’”’) = d(e,e”’)
nach Induktionsvoraussetzung. Also gilt: dg(e,e’) > d(e,e’) = d(e,e’”) +1 =
dg(e,e’’) + 1. Da (e’,e””) eine Kante in G ist, unterscheiden sich dg(e,e’) und
dp(e,e’’) maximal um 1. Hieraus folgt dg(e,e’) = d(e,e’). Man beachte, dass B
nicht notwendigerweise durch die in Abschnitt 4.8 beschriebene Realisierung der
Breitensuche erzeugt werden kann.

25. Da Bkeine geschlossenen Wege enthilt, konnen die Verfahren etwas vereinfacht werden.
Wird die Tiefensuche wie in Abschnitt 4.2 beschrieben mit Hilfe eines Stapels realisiert,
so ist der Speicheraufwand proportional zur maximalen Stapeltiefe. Da im ungiinstigsten
Fall bis zu den Blittern gesucht werden muss, ist der Speicheraufwand O(H). Bei der
iterativen Tiefensuche wird keine Ecke jenseits von Tiefe von e betrachtet. Somit ist
der Speicheraufwand O(d.) mit d. = d(w,e). Der Speicheraufwand der Breitensuche
ist proportional zur Linge der Warteschlange. Im ungiinstigsten Fall wird die gesuchte
Ecke als letzte Ecke in dem entsprechenden Niveau betrachtet. Da in diesem Fall alle
Ecken aus Niveau d, in der Warteschlange sind, ist der Speicheraufwand O(b%).

Die Laufzeit der drei Suchverfahren ist proportional zur Anzahl der betrachteten Ecken.
Bei der Tiefensuche miissen alle Ecken bis auf die Nachfolger von e besucht werden.
Bei der Breitensuche alle Ecken im gleichen oder in vorhergehenden Niveaus. Fiir die
Tiefensuche sind dies (b"~9*! —1)/(b — 1) und fiir die Breitensuche (b%*! - 1)/(b—1)
Ecken. Bei der iterativen Tiefensuche werden maximal b%*2/(b — 1)? Ecken betrachtet
(vergleichen Sie Abschnitt 4.10).
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Ist (e,e’) eine Riickwirtskante eines ungerichteten Graphen, so ist entweder e ein Vor-
géinger oder ein Nachfolger von e’ im Tiefensuchewald, d. h., Riickwirtskanten verbin-
den niemals Blitter des Tiefensuchebaums. Da auch Vorwirtskanten keine Blétter ver-
binden, ist die Aussage bewiesen.

Der Algorithmus ist eine Variante der Tiefensuche angewendet auf die Ausgangsecke
des inversen Graph des Schaltkreises (d. h., die Richtung jeder Kante des Graphen wird
umgedreht).
function schaltkreis(e : Ecke) : Boolean
switch e.art begin
case Eingabeecke :
return Wert(e);
case Konjunktion :
return schaltkreis(Nachfolgerl(e)) and schaltkreis(Nachfolger2(e));
case Disjunktion :
return schaltkreis(Nachfolgerl(e)) or schaltkreis(Nachfolger2(e));
case Negation :
return not schaltkreis(Nachfolger(e));
case Ausgabeecke :
return schaltkreis(Nachfolger(e));

(a) Die Aussage folgt direkt aus der Beobachtung, dass stark zusammenhingende Gra-
phen auch halbzusammenhingend sind.

(b) Man bestimme eine topologische Sortierung des kreisfreien Strukturgraphen G.
Die Ecken ey, e, .. ., e, seien gemdf ihrer Sortierungsnummern nummeriert. Zu-
nichst wird folgende Aussage bewiesen: G ist genau dann halbzusammenhingend,
wenn fiir i > 0 Ecke e; ein direkter Vorgénger von e;, ist. Gilt diese Bedingung,
so existiert der Weg <ey,...,e,>, d.h,, G ist halbzusammenhingend. Sei nun G
halbzusammenhingend. Fiir i > 0 muss es in G einen Weg von e; nach e;,; geben.
Auf diesem Weg kann aber keine andere Ecke liegen, diese miisste ndmlich eine
Sortierungsnummer zwischen ¢ + 1 und t haben. Dies zeigt, dass e; ein direkter
Vorgénger von e;1 ist.

Diese Aussagen fiihren unmittelbar zu einem Algorithmus mit Laufzeit O(n + m).
Dazu beachte man, dass die Erstellung des Strukturgraphen, die Bestimmung der
topologischen Sortierung und die Uberpriifung der angegebenen Bedingung mit
linearem Aufwand durchgefiihrt werden kann.

(a) Man bestimme eine topologische Sortierung von G und fiihre folgenden Algorith-
mus zur Bestimmung der Menge H aus.
Hi=92;
E =G.E;
while E'#¢ do

Wihle e aus E’ mit der grofiten Sortierungsnummer und fiige e in H ein;
Entferne e und alle Vorgéinger von e in G aus E’;

Aus der Konstruktion ergibt sich sofort, dass H eine unabhiingige Menge ist.

(b) Es sei s > 0 und G ein gerichteter Graph mit 2s + 1 Ecken, der genau aus einem
geschlossenen Weg besteht. Fiir jede unabhingige Menge H von G gilt |H| < s
bzw. |[E\H| > s + 1. Da jede Ecke genau einen Nachfolger und einen Vorginger

hat, kann nicht jede Ecke aus E\H einen Nachfolger in H haben.






Kapitel 5 — Entwurfsmethoden fir die algorith-
mische Graphentheorie

1. Die Nebenbedingungen lassen zu, dass eine Losung des ILP-Problems aus zwei oder
mehr disjunkten geschlossenen Wegen besteht.

2. (a) Es sei I eine maximale unabhiingige Menge von G. Ist e ¢ I, so ist I eine maximale
unabhingige Menge von Gpg\ (). Ist e € I, so ist I\{e} eine unabhingige Menge
von Gg\Nre]- Wire I\{e} keine maximale unabhéngige Menge von Gg\nie], dann
gibe es eine unabhingige Menge I’ von Gg\n[e) mit [I| > [I| — 1. Somit wire
auch I’ U {e} eine unabhingige Menge mit mehr als |I| + 1 Ecken. Hieraus folgt
die Behauptung.

(b) Es geniigt, eine maximale unabhiingige Menge fiir jede Zusammenhangskompo-
nente zu bestimmen. Ist A(G) < 2, so sind die Zusammenhangskomponenten von
G isolierte Ecken, Pfade oder geschlossene Wege. In jedem dieser Fille 1dsst sich
eine maximale unabhingige Menge in linearer Zeit bestimmen.

(c) Die Korrektheit folgt direkt aus Teil (a).

(d) Bezeichne mit T(n) die Anzahl der Schritte, die die Funktion unabhdngig fiir
Graphen mit n Ecken benétigt. Dann gibt es eine Konstante C > 0, so dass fiir
n > 4 wegen A(G) > 3 folgende Beziehung gilt:

Tn) <Th-1)+Thr-(AG)+1)+Cn<Tn-1)+T(n-4) +Cn.
Schitzt man T(n) durch Aa™ mit a > 1 ab und wihlt a, so dass
a*~a" ' +a" " +o(1)

erfiillt ist, dann ist folgende Ungleichung zu 16sen:

a*>ad+1+e.
Der Wert a ~ 1,39 erfiillt diese Ungleichung. Somit ist 0(1,39") der Aufwand der
Funktion unabhdngig.

3. (a) Es sei k eine beliebige Kante des Graphen. Die Menge R der Rundreisen kann in
zwei Teilmengen aufgeteilt werden: R; enthilt die Rundreisen, die k verwenden,
und R; die Rundereisen ohne die Kante k. Nun werden zwei neue Graphen G;
und G, gebildet. Fiir Graph G; werden die Endecken von k in G zu einer Ecke
verschmolzen. Fiir Graph G, wird Kante k aus G entfernt. Das Problem des Hand-
lungsreisenden wird nun fiir G; und G, getrennt gelost.

(b) Jede Rundreise verwendet fiir jede Ecke e genau zwei zu e inzidente Kanten. Somit
ist der Beitrag, welchen die zu e inzidenten Kanten der Rundreise zur Gesamtlidnge
beitragen, mindestens so hoch wie die Summe der Léngen der beiden kiirzesten zu
e inzidenten Kanten.

Nachdem die Linge [ einer ersten Rundreise bekannt ist, werden nur noch Rundrei-
sen kiirzerer Lange gesucht. Deshalb miissen Graphen, bei denen die untere Grenze
fuir eine Rundreise iiber [ liegt, nicht betrachtet werden.
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4. Fiir |S| = 1 besteht der minimale Steiner Baum genau aus einer Ecke. In diesem Fall
gibt es keine Menge U, welche die Anforderungen der Nebenbedingungen erfiillt. Somit
ist x;z = O fur alle k € K eine Losung des ILP-Problems, diese entspricht dem leeren
Baum.

Sei nun |S| > 1. Fiir eine Losung des ILP-Problems sei Ts der von den Kanten k mit
xx = 1 gebildete Graph. Fiir s € S muss S({s}) > 1 sein. Somit ist jede Ecke von
S eine Ecke von Ts. Jede Zusammenhangskomponente von Ts muss mindestens eine
Ecke von S enthalten, sonst wiirde die Zielfunktion fiir die Losung keinen minimalen
Wert annehmen. Angenommen T ist nicht zusammenhingend. Es sei U die Menge der
Ecken einer Zusammenhangskomponente. Dann ist §(U) > 1, d.h., es gibt eine Ecke
auBBerhalb von U, welche durch eine Kante k mit x;, = 1 mit einer Ecke von U verbunden
ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass Ts zusammenhingend ist. Angenommen Tg enthalt
einen geschlossen Weg. Es sei k eine beliebige Kante dieses Weges. Dann konnte xj
auf den Wert O gesetzt werden und es wére immer noch eine Losung des ILP-Problems.
Dies zeigt, dass Ts ein Steiner Baum fiir S ist. Da ein minimaler Steiner Baum fiir S eine
Losung des ILP-Problems ist, ist der Beweis vollstindig.

5. Der angegebene Algorithmus ist ein Greedy-Algorithmus. Eine Implementierung mit
Aufwand O(n + m) kann mit den in Abschnitt 5.2 vorgestellten Datenstrukturen erreicht
werden. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Ecke mit kleinstem Eckengrad
entfernt wird, hierzu wird ein Zeiger auf das Ende der Liste EckengradListe verwaltet.
Ferner werden noch Zihler fiir die Anzahl der in C verbliebenen Kanten und Ecken
verwaltet. Mit diesen Zihlern kann einfach tiberpriift werden, ob C eine Clique ist.

6. Es sei ey, ..., e, eine Reihenfolge der Ecken. Der Algorithmus bestimmt zuerst alle
nicht-erweiterenbaren Cliquen die e; enthalten. Danach die, welche e, und nicht e; ent-
halten (diese sind in P = N(ep)\{e1} enthalten). Allgemein bestimmt ein Aufruf die
nicht-erweiterenbaren Cliquen welche e; aber nicht ey, . . ., e;_1 enthalten.

Fiir jeden Aufruf bronKerbosch(P, R, X) gilt, dass jede Ecke e € R zu allen Ecken
aus P U X benachbart ist. Dies gilt trivialerweise fiir den initialen Aufruf der Prozedur
bronKerbosch(G.E, @, 2).Dain jedem folgenden Aufruf R durch RU{e} mite € P, P
durch PNN(e) und X durch XNN (e) ersetzt wird, gilt diese Aussage zu jedem Zeitpunkt.
Da immer nur Ecken aus P in R eingefiigt werden, folgt daraus, dass der von R induzierte
Graph immer eine Clique ist. Aus dem gleichen Grund ist jede Ecke, die zu allen Ecken
in R benachbart ist, in P U X enthalten. Man beachte, dass in der Schleife nur Ecken von
P nach X verschoben werden. Hieraus folgt, dass R genau dann eine nicht-erweiterbare
Clique ist, wenn P U X = @. Da der Algorithmus gemal der Backtracking Methode den
gesamten Suchbaum durchliuft, werden alle nicht-erweiterbaren Cliquen gefunden.

7. Betrachtet der Algorithmus fiir den folgenden Graph zuerst Ecke e3, dann verbleiben
noch die drei Ecken ej,es,eq mit Grad 2. Somit besteht die berechnete unabhingige
Menge aus zwei Ecken. Wird hingegen zuerst Ecke e4 betrachtet, so bleiben die Ecken
e1,ez,eq Uber. In diesem Fall wird die Menge ey4,eq,e> als unabhéngige Menge mit drei
Ecken bestimmt.
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4 3

8. Gehort e zu einer unabhingigen Menge von B, mit Gewicht OPT(e) so ist

OPT(e) = w(e) + Z OPT(¢).
e’eN**(e)

Andernfalls gilt OPT(e) = ¥ o en+(e) OPT(e’). Hieraus ergibt sich die angegebene Glei-
chung.

Ein Algorithmus auf Basis der dynamischen Programmierung verwaltet fiir jede Ecke e
von B zwei Variablen e.o und e.w mit folgenden Werten:

e ¢c.0 = OPT(e),
e e.w =Y en+(e) OPT(e).

Initial sind alle Werte gleich 0. Der Baum wird gemal der Tiefensuche durchlaufen.
Immer wenn ein Knoten endgiiltig verlassen wird, wird zuerst e.w und anschlieBend e.o
gemil folgender Gleichung bestimmt:

€.0 = max Z e’.0, w(e) + Z e’wl.

e’eN*(e) e’eN*(e)

Der Zeitaufwand ist O(Y.cg| N (e)|) = O(n). Der Speicheraufwand ist ebenfalls linear.






Kapitel 6 — Farbung von Graphen

Die chromatische Zahl der vier Graphen ist 2, 3, 4 und 3.

/N v

2. Esgilt A(G,) =n—-1, X(G,) =n—-2und w(G,) =n-3.

3. Angenommen es gibt in G ein Paar {e, e’} von nicht benachbarten Ecken. Dann kann jede
Féarbung von G\{e,e’} mit X(G) — 2 Farben zu einer Farbung von G mit X(G) — 1 Farben
erweitert werden (e und e’ werden mit einer noch nicht verwendeten Farbe gefirbt).
Dieser Widerspruch zeigt, dass alle Ecken von G paarweise benachbart sind, d. h., G ist
vollstiandig.

4. Es gilt X(L,s) = 2 (man farbe die Ecken wie ein Schachbrett) und (L, ) = 2

5. Man unterteile die Ecken von Qg in zwei Teilmengen, je nachdem ob die Anzahl der
Einsen gerade oder ungerade ist. Da die beiden Mengen unabhingige Mengen sind, ist
X(Qs) = 2. Da Qs keine Dreiecke enthilt, ist w(Qs) = 2

6. Es sei B ein beliebiger Tiefensuchebaum von G der Hohe h. Es gilt h < m. Die Ecken
von G werden derart geférbt, so dass die Ecken auf einem Niveau jeweils die gleiche
Farbe bekommen. Dazu werden h + 1 Farben verwendet. Da nach den Ergebnissen aus
Abschnitt 4.7 eine Kante niemals Ecken aus dem gleichen Niveau verbindet, liegt eine
zuldssige Fiarbung vor. Somit gilt X(G) < m + 1.

7. Man betrachte den in Abschnitt 4.7.4 definierten Blockbaum Gp und erzeuge fiir einen
beliebigen Block B eine minimale Firbung. Danach wird Gg anhand der Tiefensuche mit
Startecke B durchlaufen. Da G ein Baum ist, ist in jedem neuen Block genau eine Ecke
schon geférbt. Diese wird jeweils zu einer minimalen Firbung erweitert. Hieraus folgt
die Behauptung. Fiarbungsalgorithmen kénnen diese Eigenschaft nutzen und zunéchst in
linearer Zeit die Blocke bestimmen und danach wie beschrieben weiter verfahren. Der
Vorteil liegt darin, dass gegebenenfalls kleinere Graphen gefdrbt werden miissen.

8. Essei A die Menge der Ecken von G, deren Grad mindestens X (G) — 1 ist. Angenommen
es gilt |A| < X(G) — 1. Dann firbe man die Ecken von G mit dem Greedy-Algorithmus,
wobei zuerst die Ecken aus A betrachtet werden. Hierfiir werden maximal X(G) — 1 Far-
ben verwendet. Da die restlichen Ecken maximal den Eckengrad X (G) —2 haben, vergibt
der Greedy-Algorithmus insgesamt hochstens X (G) — 1 Farben. Dieser Widerspruch be-
weist |A| > X(G).

9. Es sei e eine beliebige Ecke von G. Dann ist nach Voraussetzung N (e) eine unabhingige
Menge von G. Also gilt «(G) > A(G). Somit folgt

(@(G) + 1)* > a(G)(a(G) + 1) = a(G)(A(G) + 1) = a(G)X(G) = n.

Dies beweist die Behauptung.
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10. Daes zwischen den Ecken einer unabhingigen Menge keine Kanten gibt, gilt
m < n(n-1)/2 - a(G)(a(G) - 1)/2 = (n* = a(G)* = (n - «(G)))/2

bzw. 2m < n® — a(G)?. Hieraus folgt die Behauptung. Gilt a(G) = Vn? — 2m, so folgt
aus obiger Ungleichung, dass a(G) = n gilt. Da G zusammenhingend ist, besteht G in
diesem Fall nur aus einer Ecke.

11.  (a) Fiir jede Ecke e gilt X(G\{e}) = X(G)—1. Danach Voraussetzung X (G\{e}) < X(G)
fiir jede Ecke gilt, muss X(G\{e}) = X(G) — 1 sein.

(b) Kritisch sind C, und C,, mit ungeradem n > 1.

(c) Kritische Graphen sind offensichtlich zusammenhéingend. Ist G ein 2-kritischer
Graph, so hat G\{e} keine Kanten. Daraus folgt G = C;. Ein 3-kritischer Graph G
ist nicht bipartit und enthilt somit einen geschlossenen Weg W ungerader Linge.
Alle Ecken von G miissen auf W liegen. Gibe es Kanten, welche nicht auf W lie-
gen, so wiirde es eine Ecke e geben, so dass G\{e} immer noch einen geschlossenen
Weg ungerader Linge enthilt. Da X(G\{e}) = 2 ist, kann dies nicht sein. Somit ist
G vom Typ Cp;y1 miti > 1.

(d) Es sei G ein kritischer Graph und B; die Blécke von G. Nach Aufgabe 7 gilt:
X(G) =max{X(B;) |i=1,...,s}.

Angenommen es ist s > 1. Ohne Einschrinkung kann man annehmen, dass X(G) =
X (By) ist. Dann gibt es eine Ecke e in B\B;. Somit ist X(G\{e}) = X(B;) = X(G).
Dieser Widerspruch zeigt, dass s = 1 gilt, d. h., G ist zweifach zusammenhingend.

(e) Es sei e eine Ecke mit g(e) = 6(G) und G’ = G — {e}. Dann ist X(G’) = ¢ - 1.
Bezeichne mit Fy,. . ., F._ die Farbklassen einer minimalen Farbung von G’. Wire
d(G) < c¢—1, dann wiirde es eine Farbklasse F; geben, so dass e zu keiner Ecke aus
F; benachbart ist. Eine Firbung von e mit der zu F; gehorenden Farbe wiirde nun
zu einer ¢ — 1-Féarbung von G fiithren. Dieser Widerspruch zeigt, dass §(G) = ¢ — 1
1st.

(f) Der Graph ist 4-kritisch.

12. Analog zur Losung von Aufgabe 11 (e) in diesem Kapitel. Man beachte, dass G’ weniger
Kanten als G hat und somit X(G’) < ¢ — 1 gilt.

13. Fiir eine minimale Farbung muss es zu jedem Paar von Farben eine Kante geben, welche
Ecken mit dieser Farbe verbindet. Somit gilt: X(G)(X(G) — 1)/2 < m bzw. (X(G) —
1/2)? < 2m + 1/4. Hieraus folgt die erste Ungleichung. Gleichheit gilt fiir vollstindige
Graphen.

Als nichstes wird die Ungleichung 2 y/n < X(G) + X(G) betrachtet. Es seien f; bzw. f>
minimale Firbungen von G bzw. G. Ordne jeder Ecke e aus G das Paar (fi(e), f>(e))
zu. Angenommen es gibt zwei Ecken e’ # e”/, welche das gleiche Paar zugeordnet
bekommen. Dann ist fi(e’) = fi(e’””) und fr(e’) = f2(e’”’). Somit kdnnen e’ und e”
weder in G noch in G benachbart sein. Dieser Widerspruch beweist, dass n < X(G)X(G)
gilt. Hieraus folgt

4n < 4X(G)X(G) < (X(G) + X(G))?
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und somit 2v/n < X(G) + X(G). Fiir Cy gilt X(C4) + X(C4) = 4 = 2 V4 und fiir K s mit
s> 2 gilt X(Ks) + X(Kss) =2 +5 >2V2s =2+/n.

Der Beweis der Ungleichung X(G) + X(G) < n + 1 wird durch vollstindige Induktion
nach n gefiihrt. Fiir n = 2 ist die Aussage wahr. Sei nun n > 2, e eine Ecke von G
und G, = G\{e}. Dann gilt X(G,) + 1 > X(G) und X(G,) + 1 > X(G). Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist X(G.) + X(G.) < n. Gilt sogar X(G.) + X(G.) < n, so folgt die
Aussage direkt. Somit bleibt noch der Fall X (G,) + X(G.) = n.Ist g(e) < X(G.), so folgt

X(G) = X(G.) und hieraus ergibt sich X(G) + X(G) < n + 1. Ist g(e) > X(G.), so gilt
Gle)=n—1-g(e) <n—1-X(G)=n—1-(n-X(Gp) = X&)~ 1

und somit g(e) < X(G.). Also ist X(G) = X(G,), woraus die Aussage folgt.

Fiir die Graphen Ksigilt X(Ks,s) +X(I§) =2+s < 2s+1 =n+ 1 und fiir die Graphen

K, gilt X(K,,) + X(Kp) =n+ 1.

Es gilt X(R,) = 1 + X(Cp,) fiir alle n > 3. Somit ist X(R,) = 3 und X(Rop+1) = 4.

Da I5 vollstéindig ist, gilt X(Is) = 5. Fur n > 6 gilt nach dem Satz von Brooks X (I,)
(siehe Seite 169). Da I, einen geschlossenen Weg der Linge drei enthilt ist X (I,,) > 3.
Ist n = 0(3), so konnen die Ecken im Uhrzeigersinn mit den Farben 1, 2,3, 1,2, 3, ...
gefirbt werden. Somit ist X(Iz,) = 3 fir n > 2. Ist n # 0(3), so legen die Farben von
zwei auf C,, benachbarten Ecken eine Farbung fest. In diesem Fall kommt man nicht mit
drei Farben aus, d. h., die chromatische Zahl ist 4.

<
=

Der Beweis wird durch vollstidndige Induktion nach s gefiihrt. Fiir s = 3 ist die Aussa-
ge wahr. Sei nun s > 3. Es ist zu zeigen, dass Gs keinen geschlossen Weg der Linge
drei enthélt. Dazu beachte man zunichst, dass der von den neuen Ecken induzierte Un-
tergraph diese Eigenschaft hat. Nach Induktionsvoraussetzung und Konstruktion bilden
die Nachbarn der Ecken von G_; in G jeweils eine unabhédngige Menge. Somit ist
w(Gs) = 2. Eine minimale Firbung von Gs_; kann zu einer Farbung von G, erweitert
werden, indem die Ecke e’ die gleiche Farbe wie e und die zusitzliche Ecke e’ eine neue
Farbe bekommt. Somit gilt X(Gs) < s nach Induktionsvoraussetzung. Angenommen es
gibt eine Farbung von G, welche nur s — 1 Farben verwendet. Da Ecke e’ zu jeder neu-
en Ecke benachbart ist, ist keine dieser Ecken mit der gleichen Farbe gefarbt. Nun kann
fiir den Untergraphen Gs_; von G, eine Fiarbung mit s — 2 Farben erzeugt werden. Dazu
bekommt jede Ecke e die Farbe von e’. Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung
und somit ist X(Gs) = s.

Es werden maximal zwei weitere Farben benotigt. Man wende die Breitensuche auf B
an und férbe die noch nicht gefarbten Ecken in ungeraden Niveaus mit der Farbe 2 und
die in geraden Niveaus mit der Farbe 3.

Es wird ein Graph gebildet, in dem jede Radiostation einer Ecke entspricht und zwei
Ecken verbunden sind, wenn die Entfernung der zugehdrigen Stationen unter dem vor-
gegebenen Wert liegt. Radiostationen, welche in einer festen minimalen Féarbung dieses
Graphen die gleiche Farbe haben, konnen die gleiche Sendefrequenz benutzen.

Nein. Die Prozedur stiitzt sich bei der Farbung einer Ecke e mit g(e) < 5 wesentlich auf
die Planaritit des Graphen. Der Graph K erfiillt die angegebene Bedingung, aber es gilt
X (K@) > 5.
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20.

21.

22.

23.

24.

Es sei G ein ungerichteter Graph, so dass G und G planar sind. Bezeichne die Anzahl
der Kanten von G mit m und die von G mit m. Dann gilt nach den Ergebnissen aus
Abschnitt 6.5: n(n — 1)/2 = m + m < 2(3n — 6). Hieraus folgt n(n — 1)/(n — 2) < 12.
Diese Ungleichung ist fiir n > 10 nicht erfiillt.

Es sei s die Anzahl der Farbklassen in einer nicht trivialen Firbung, welche genau eine
Ecke enthalten. Diese bilden eine Clique. Somit ist s < X(G). Da die restlichen Farb-
klassen mindestens zwei Farben enthalten, gilt X,(G) < s+ (n —s)/2 < (n + X(G))/2
bzw. 2(n—X,(G)) = (n—X(G)). Hieraus folgt die Behauptung. Der Greedy-Algorithmus

erzeugt eine nicht triviale Farbung.

Es geniigt folgende Aussage zu beweisen: Fiir jede Ecke e; gilt: h(e;) + f(e;)) < h +
1. Hierbei bezeichnet f(e;) die vom Greedy-Algorithmus vergebene Farbnummer und
h(e;) die Hohe der Ecke e;. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach der
Farbnummer. Fiir Ecken e; mit f(e;) = 1 ist die Aussage klar. Sei nun e; eine Ecke
mit f(e;) > 1. Da e; nicht mit der Farbnummer f(e;) — 1 gefiarbt wurde, muss es einen
Nachbarn e; von e; mit j < i und f(e;) = f(e;) — 1 geben. Dann folgt h(e;) > h(e;) + 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt nun:

h+12>h(ej)+ f(ej) > h(e;) + 1+ f(e;) =1 = h(e;) + f(ei).
Fiir (G) = A(G)+1 ist die Vermutung fiir jeden Wert von € korrekt. Ist w(G) < A(G)+1
dann ist der gesuchte Wert von € nach oben beschrinkt:

_A©) +1-x(0)
= AG) +1-0(G)

Es sei Gy das Komplement des Graphen bestehend aus k Kopien von Cs. Dann gilt
w(Gg) = 2k, X(Gg) = 3k und A(Gg) = 2+5(k—1) und damit e < (2k-2)/(3k-2) < 2/3.

Der Graph Gs wird nicht explizit abgespeichert. Die Nachbarschaftsrelation wird durch
die Funktion nachbar implementiert. In dem Feld aufteilung der Linge 81 werden
die vergebenen Ziffern abgespeichert. Die vorgegebenen Ziffern werden in dem Feld
vorgabe der gleichen Linge abgespeichert. Nicht belegte Zellen des Gitters werden mit
0 initialisiert. Durch die Vorgabe einiger Ziffern miissen auch fiir die erste Ecke alle
Ziffern durchprobiert werden. Deshalb lautet der initiale Aufruf partition(-1). Vor
diesem Aufruf wird das Feld aufteilung mit den Werten des Feldes vorgabe initia-
lisiert. Folgende Anderungen gegeniiber dem in Kapitel 5 vorgegebenen Code miissen
umgesetzt werden:

(a) Vorgegebene Ziffern diirfen nicht geéindert werden. Die Funktion partition muss
dazu erweitert werden.

(b) Fir alle nicht vorgegebenen Zellen miissen alle Ziffern durchprobiert werden, d. h.,
die Verwendung des Feldes maximum entfallt.

(c) Bei der Uberpriifung einer Teilldsung miissen immer alle vorbelegten Ziffern mit-
beriicksichtigt werden. Dazu muss die Funktion korrekteTeillosung erweitert
werden.
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const DIM=9;
var aufteilung : Array[0..DIM«DIM] von Integer;
var vorgabe : Array[0..DIM«DIM] von Integer;

function partition(i : Integer) : Boolean
while vorgabe[i+1]! =0 and i <DIM%DIM-1 do
i=1i+1;
if erweitereTeillésung(i) then
do
if korrekteTeillésung(i+1) then
if i+1=DIM%DIM-1 then
return true;
if partition(i+1)
return true;
while variiereTeillosung(i+1);
return false;

function erweitereTeillésung(i : Integer) : Boolean
if i =DIM*DIM-1 then
return false;
else
aufteilung[i+1] = 1;
return true;

function variiereTeillésung(i : Integer) : Boolean
if aufteilung[i] > DIM then
return false;
else
aufteilung[i] = aufteilung[i] + 1;
return true;

function nachbar(i : Integer, j : Integer) : Boolean;
var il, i2, j1, j2 : Integer;
if i = j then
return false;
i2:=1 mod DIM; il:=(i-1i2)/DINM;
j2:=j mod DIM; jl1:=(j-j2)/DIM;
if i1=3j1 or i2=3j2 then
return true;
if i1/3=j1/3 and i2/3=3j2/3 then
return true;
return false;

function korrekteTeillésung(i : Integer) : Boolean
for j==0 to i-1 do
if aufteilung[j] = aufteilung[i] and nachbar(i, j) then
return false;
for j:=0 to DIMx*DIM-1 do
if vorgabe[j] = aufteilung[i] and nachbar(i, j) then
return false;
return true;

Gibt der Aufruf von partition(-1) den Wert false zuriick, dann hat das Sudoku
keine Losung. Andernfalls steht in dem Feld aufteilung die zuerst gefundene Losung.

25. Die kantenchromatischen Zahlen der vier Graphen aus Aufgabe 1 sind von links nach
rechts 3, 3, 3 und 4. Fiir die Graphen I, gilt: X'(Ir,+1) = 5 und X’(l>,) = 4. Fiir die
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26.

27.

Graphen R, gilt: X'(R,) = n.

Das Problem kann als Kantenfdarbungsproblem formuliert werden. Jede Mannschaft ent-
spricht einer Ecke in einem vollstindigen Graphen. Die Anzahl der Farben in einer mi-
nimalen Kantenfarbung entspricht der Anzahl der Tage des Wettbewerbs. Die Kanten
mit gleicher Farbe entsprechen den Partien eines Spieltages. Um die minimale Dauer
des Wettbewerbs zu bestimmen, muss X’ (K},) bestimmt werden.

2i-2
2i-3

2i—4

Zunichst wird gezeigt, dass X’ (Kp;) = 2i— 1 ist. Dazu werden die Ecken von K»; mit den
Zahlen {0,...,2i — 1} nummeriert und eine graphische Darstellung von K,; betrachtet,
bei der die Ecken {O0,...,2i — 2} gleichmiBig auf einem Kreis angeordnet sind und die
Ecke 2i — 1 im Mittelpunkt liegt. Folgende Kanten konnen mit Farbe 1 gefirbt werden:
(2i-1,0),(1,2i-2),(2,2i-3),...,(i—1,i). In der graphischen Darstellung sieht man, dass
alle Kanten bis auf die erste parallel sind und somit keine gemeinsame Ecke haben. Eine
neue Farbklasse bekommt man, indem man zu jeder Ecke jeder Kante, ausgenommen
der ersten Ecke der ersten Kante, 1 modulo 2i — 1 addiert. Die neue Farbklasse besteht
aus den Kanten

i - 1,1),(2,0),(3,2i = 2),....(i,i + 1)

und ist durch fette Kanten dargestellt. Man erhilt diese Kanten, indem man die Kanten
der ersten Farbklasse um den Mittelpunkt um den Winkel 257/(2i — 1) dreht. Auf diese
Art erhiélt man 2i — 1 Farbklassen mit je i Kanten. Da alle Kanten geférbt sind und alle
Farbklassen die maximale Anzahl von Kanten enthalten, ist X" (Kj;) = 2i — 1.

Es bleibt noch X’ (K>;.1) zu bestimmen. Eine Farbklasse in K»;,; kann maximal i Kanten
enthalten. Somit ist X' (K»;.1) > 2i+ 1. Da K»;, ein Untergraph von K»;,» ist, induziert
eine Kantenfiarbung von Kj;.» mit 2i + 1 Farben eine Kantenfirbung mit 2i + 1 Farben
auf Kp;,1. Somit ist X’ (Kp;.1) = 2i + 1.

Aus den n! moglichen Reihenfolgen sind die zu bestimmen, die zu einer 2-Farbung fiih-
ren. Fiir n < 4 wird immer eine 2-Féarbung erzeugt. Sei nun n > 6. Bezeichne die Ecken
mit ungeraden Nummern mit E; und die mit geraden Nummern mit E;. Sind die ersten
beiden Ecken aus E;, so bekommen diese die Farbe 1. Daraufhin kann keine der Ecken
aus E, die Farbe 1 bekommen. Somit wird in diesem Fall eine 2-Firbung erzeugt. Die
gleiche Aussage gilt fiir E;. Dies sind insgesamt n(n — 2)(n — 2)!/2 verschiedene Rei-
henfolgen. Sind die ersten beiden Ecken durch eine Kante verbunden und die dritte Ecke
entweder aus der gleichen Menge wie die erste Ecke oder mit der ersten Ecke verbunden,
so wird ebenfalls eine 2-Firbung erzeugt. Dies sind noch einmal n(n—2)(n—3)(n-3)!/2
verschiedene Reihenfolgen. In allen anderen Fillen bekommen eine Ecke aus E; und ei-
ne Ecke aus E; die gleiche Farbe und dadurch werden mindestens 3 Farben vergeben.
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Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Greedy-Algorithmus eine 2-Féirbung erzeugt,
gleich
nn-2)(n-2)!'+n(n-2)(n-3)(n-3)! 2n-35
2n! S 2n-2'

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus fiir diesen Graphen eine optimale Farbung
erzielt, strebt also mit wachsendem n gegen 1. Fiir n = 20 liegt diese Wahrscheinlichkeit
schon iiber 92 %. Mit Wahrscheinlichkeit 2"/%(n/2)!/n! erzeugt der Algorithmus eine
Férbung mit n/2 Farben. Fiir n = 10 liegt dieser Wert unter 0,11 %.

Die folgende Tabelle zeigt die erzeugten Farbungen. Es ist X = 3.

Ecke el e e3 eq es e
Greedy-Algorithmus 1 2 1 3 2 4
Johnson Algorithmus 1 1 2 2 3 4
Optimale Farbung 1 2 3 3 2 1

Mittels vollstindiger Induktion nach i wird gezeigt, dass Ecken aus F, ;) eine Farbe mit
der Nummer i oder kleiner bekommen. Hieraus folgt dann direkt die Behauptung. Die
Ecken aus F,(;) haben beziiglich f alle die gleiche Farbe, d. h., sie sind nicht benachbart.
Somit bekommen die Ecken aus F, 1) alle die Farbe 1 zugeordnet. Angenommen eine
Ecke e aus F,(;) bekommt die Farbe i + 1 zugeordnet. Somit muss e zu einer Ecke e’ mit
Farbe i benachbart sein. Nach Induktionsvoraussetzung kann e’ nichtin Fy(1),. .., Fri-1)
liegen. Also liegen e und e’ in F,(;). Dies bedeutet aber, dass e und e’ nicht benachbart
sind. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.

Wendet man den Greedy-Algorithmus in der angegebenen Reihenfolge auf die Ecken
des Graphen aus Aufgabe 28 an, so erhilt man eine Firbung mit vier Farben. Ordnet
man die Ecken nach absteigenden Farbklassen um, d. h., man betrachtet die Ecken in der
Reihenfolge eg, e4, €5, €, €3,€e1, dann erhdlt man hingegen eine Farbung mit drei Farben.

Es sei G ein bipartiter Graph mit Eckenmenge E = {ay,...,an} U {b1,...,b,} und Kan-
tenmenge K = {(a;,b;) | 1 < i,j < n, i # j}. Im ungiinstigsten Fall ordnet der Greedy-
Algorithmus fiir jedes i den Ecken a; und b; die gleiche Farbe zu. Dann vergibt der
Algorithmus n Farben, obwohl 2 ausreichen. In diesem Fall wird fiir jede Permutation
der Farbklassen ebenfalls eine Farbung mit n Farben erzeugt.

(a) Der Greedy-Algorithmus betrachtet bei der Bestimmung der Farbe einer Ecke e die
schon gefiarbten Nachbarn und wihlt dann die kleinste Farbnummer aus, welche
noch nicht fiir diese Nachbarn verwendet wurde. Zur Firbung der i-ten Ecke e;
werden min{i — 1, g(e;)} Nachbarn betrachtet, d.h., die Farbnummer von e; ist
maximal min{i, g(e;) + 1}. Eine Obergrenze fiir die Anzahl der durch den Greedy-
Algorithmus vergebenen Farben ist:

max{min{i, g(e;) + 1} |i=1,...,n}.

(b) Die Ecken {e; | g(e;) < k} U {ey,...,ex} liegen innerhalb der ersten k Farbklassen.
Es gilt also, diese Menge fiir festes k moglichst grol zu machen. Dies erreicht
man, indem Ecken mit kleinem Eckengrad iiber die erste Teilmenge und Ecken mit
groBBem Eckengrad iiber die zweite Teilmenge abgedeckt werden. Hierzu betrachtet
man beispielsweise die Ecken in der Reihenfolge absteigender Eckengrade.
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(c) Alle Ecken von H; haben den Grad i. Betrachtet man die Ecken von H; in der
Reihenfolge absteigender Eckennummern (d. h. 2i+2, 2i+1, ..., 1), so vergibt der
Greedy-Algorithmus i + 1 Farben.



Kapitel 7 — Perfekte Graphen

1.

Enthilt jede Clique von G weniger als /n Ecken, so folgt aus dem ersten Lemma aus
Abschnitt 7.4.2 auf Seite 205, dass X(G) < +/n ist. Somit gilt n/X(G) > +/n. Aus dem
gleichen Lemma folgt, dass G eine unabhingige Menge der GroBe +/n hat. Somit hat G
eine Clique der GroBe /n.

Orientiert man jede Kante des Permutationsgraphen in Richtung der hoheren Ecken-
nummern, so entsteht eine kreisfreie transitive Orientierung. Die chromatische Zahl des
Permutationsgraphen ist i + 1, wobei h die maximale Hohe einer Ecke ist. Aus Aufga-
be 22 aus Kapitel 6 folgt nun, dass der Greedy-Algorithmus fiir Permutationsgraphen
eine minimale Fiarbung erzeugt.

Definiere eine Permutation p durch p(i) = 7(n+ 1 — i) firi = 1, ..., n. Es gilt p~' (i) =
n+ 1 — z71(i). Ferner ist 77! (i) < 7' (j) genau dann, wenn p~'(i) > p~!(j) ist. Somit
ist G, das Komplement von G.

Im Folgenden ist das Permutationsdiagramm, der Graph und die minimale Farbung dar-
gestellt.

1 2 3 4 5 6 1 5 4

Farbe: 1
2

53 1 6 4 2 3 2 6

Eine Ecke j ist zu (1) benachbart, wenn 7! die Reihenfolge von j und (1) vertauscht.
Fiir j # (1) gilt 77'(j) > 77! (x(1)) = 1. Somit sind die Ecken j = 1, ..., 7(1) — 1 zu
7 (1) benachbart und es gilt g((1)) = z(1)— 1. Eine Ecke j ist zu 7(n) benachbart, wenn
7! die Reihenfolge von j und 7(n) vertauscht. Fiir j # 7(n) gilt 77! (j) < 77" (x(n)) =
n. Somit sind die Ecken j = n, ..., #(1) + 1 zu x(n) benachbart und es gilt g(x(n)) =
n — r(n).

Esseil ={I,...,I,} eine Menge von Intervallen der Form I; = [a;,b;] und G der zuge-
horige Intervallgraph. Auf der Menge I kann eine partielle Ordnung eingefiihrt werden:
I; < I; genau dann, wenn I; N [; = @ und b; < a; gilt. Das Komplement G hat die
Kantenmenge K = {(I;,1;) | I; < I; oder I; > I;}. Wird jede Kante in K in Richtung des
groBeren Intervalles ausgerichtet, so erhilt man eine transitive Orientierung von G.

Die Intervalle, welche zu einer Farbklasse einer Farbung des Schnittgraphen gehoren,
iberlappen sich paarweise nicht. Somit kann ein Arbeiter diese Arbeitsauftrige ausfiih-
ren. Umgekehrt induziert eine Zuordnung von Arbeitern zu den Auftrdgen eine Farbung
von G. Somit ist X(G) die minimale Anzahl von Arbeitern zur Ausfithrung der Auftréige.
Auf der Menge der Intervalle wird eine partielle Ordnung definiert: I; < I, falls b; < a;.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass die Intervalle in der
Reihenfolge I;, I, . .. gefirbt werden. Es seien {Ij,. . .,Is} die mit Farbe 1 gefrbten In-
tervalle und G’ der von den restlichen Intervallen induzierte Graph. Im Folgenden wird
gezeigt, dass w(G’) < «(G) gilt. Daraus kann gefolgert werden, dass der Algorithmus
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maximal w(G) Farben vergibt. Wegen w(G) < X(G) bestimmt der Algorithmus somit
eine minimale Fiarbung. Angenommen es gilt w(G’) = «(G). Dann gibt es in G’ eine
Clique C mit w(G) Intervallen. Es sei I der Schnitt aller Intervalle aus C. Es ist Ic # @.
Angenommen es gilt I; N Ic = @ fiiralle i = 1, ..., s. Sei j maximal mit I; < Ic (man
beachte, dass Ic < I nicht gelten kann). Somit gibt es in C ein Intervall I mit I; < I und
es ist Ic < Ij;1. Dies steht im Widerspruch zur Wahl von I;. Also gibt es ein Intervall
Ie{l,..., I} mitI NIc # @. Da C eine maximale Clique ist, muss I € C sein. Somit
liegt C nicht in G’. Dieser Widerspruch zeigt v(G’) < w(G).

Eine Implementierung mit Aufwand O(n log n) erfolgt analog zur Losung des gewichte-
ten Intervallplanungsproblems.
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1.

3.

Es sei f ein maximaler Fluss auf G und f’ ein maximaler Fluss auf G’. Da f’ ein
zuldssiger Fluss fiir G ist, gilt: | f| > |f’|. Es sei (X,X) ein g-s-Schnitt von G’ mit
| f'| = ke (X, X). Da keine Kante aus H in dem Schnitt (X, X) liegt, gilt | f’| = k¢ (X, X).
Analog zu dem Beweis des Lemmas aus Abschnitt 8.2 auf Seite 222 folgt nun:

|fl= FX.X) - fFX.X) < k6 (X.X) =|f'].

Man beachte hierzu die in Abschnitt 8.1 angegebene Definition von | f|. Hieraus folgt

|F'1=171

Es sei X die Menge der vier Ecken auf der linken Seite des Netzwerkes. Dann gilt
k(X,X) = 1 + A+ A% = 2. Somit ist der Fluss, welcher die drei mittleren waagrech-
ten Kanten sittigt, maximal und hat den Wert 2. Wihlt man die Erweiterungswege W;
wie in dem Hinweis angegeben, so ist fiir i > 0 jeweils eine der drei mittleren Kanten
eine Riickwirtskante und die anderen beiden sind Vorwirtskanten. Die Wahl der Riick-
wartskante dndert sich dabei zyklisch: jeweils die dariiberliegende Kante ist im nichsten
Erweiterungsweg die Riickwirtskante. Unter Ausnutzung der im Hinweis angegebenen
Beziehung A2 = A! — Ai*! folgt, dass die entstehenden Fliisse | f;| folgende Werte
haben:
i+1 i+1
[fil=1+ Y ¥ =-d+ Y V<-d+l+2=2.

=2 70
Ferner gilt lim | f;| = 2. Fiigt man noch eine zusitzliche Kante von g nach s mit Kapa-
I—00

zitédt 1 ein, so ist der maximale Fluss dieses Netzwerkes gleich 3. Somit konvergiert die
Folge der Fliisse f; noch nicht einmal gegen den maximalen Fluss.

(a) Der Wert von f ist 11.

(b) Die drei rot markierten Kanten bilden einen Erweiterungsweg fiir f mit fa = 1.
Der erhohte Fluss hat den Wert 12 und ist unten dargestellt.

(c) Es sei X die Menge der Ecken unterhalb der rot gestrichelten Linie. Dann ist
k(X,X) = 12 und somit ist x(X,X) ein Schnitt mit minimaler Kapazitit und der
erhohte Fluss ist maximal.

(d) Der unten dargestellte Fluss ist maximal und hat den Wert 12.
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4. Das zu dem trivialen Fluss fy gehorende geschichtete Hilfsnetzwerk G’0 sieht wie folgt
aus. Die Bewertungen der Kanten geben den blockierenden Fluss f] und die Kapazititen
an.

—{30/30 10/10}—»

%&

Ecke q el e e3 e4 es e s

Durchsatz 60 30 30 20 20 50 32 52
Bei der Bestimmung von f; hat zunéchst Ecke e3 und danach Ecke e; minimalen Durch-
satz. Der blockierende Fluss f; hat den Wert 40. Das zu f; gehorende geschichtete Hilfs-

netzwerk GJ’C1 sieht wie folgt aus.

Hieraus ergibt sich ein blockierender Fluss f> mit dem Wert 10 und somit ein maximaler
Fluss f mit dem Wert 50. Im Gegensatz zum urspriinglichen Netzwerk wird die Prozedur
blockFluss nur zweimal aufgerufen.

5. Die zusitzlichen Kanten miissen eine unbeschrinkte Kapazitit haben. Der unten darge-
stellte Fluss hat den Wert 39. Der dargestellte Schnitt besitzt eine minimale Kapazitit.

6. Ist X; C X, oder X; C X, so ist die Aussage wahr. Im Folgenden wird der Fall be-
trachtet, dass X; ¢ X, € X gilt. Dann sind folgende Mengen nicht leer und paarweise
disjunkt:

A=X1NX2,B=XNX>,C =X, NX2,D=X,NX,.
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Fernergﬂtq €As eP,Xl NX, =BUCUD,D=X;UX,und X; UX, = AUBUC.
Da (X,X1) und (X»,X7) minimale Schnitte sind, gilt:

K(X],Xl) (ABUCUD)
x(X1,X1) < x(AUBUC,D)
k(X2,X2) < k(A,BUCUD)
k(X2,X2) < k(AUBUC,D)
Wegen X; = AU Cund X| = B U D folgt aus der ersten Ungleichung

k(A,B) + k(A,D) + x(C,B) + k(C,D) < k(A,B) + x(A,C) + k(A,D)
bzw.
k(C,B) + k(C,D) < k(A,C).
Aus den anderen drei Ungleichungen ergibt sich analog:
k(A,B) + k(C,B) < k(B,D)
k(B,C) + k(B,D) < x(A,B)
k(A,C) + k(B,C) < k(C,D)
Addiert man die letzten vier Ungleichungen, so folgt x(C,B) = k(B,C) = 0, da alle
Kapazititen nicht negativ sind. Setzt man dies in die letzten vier Ungleichungen ein, so
ergibt sich x(A, B) = k(B,D) und k(A,C) = k(C, D). SchlieBlich gilt:
x(X1,X1) = k(A,B) + k(A,D) + x(C,D)
= k(A,B) + k(A,D) + k(A,C)
=k(A,BUDUQC)
= k(X1 N X2, X1 NX3)
und
k(X1,X1) = k(A,B) + k(A,D) + x(C,D)
= k(B,D) + k(A,D) + k(C,D)
=x(BUAUC,D)
= k(X] U X, X1 UX>)
Im Folgenden sind die drei konstruierten geschichteten Hilfsnetzwerke und die dazuge-

horenden blockierenden Fliisse dargestellt. Die letzte Abbildung zeigt den maximalen
Fluss mit Wert 9,1.
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10.

11.

12.

Es sei f ein maximaler Fluss und W ein Weg von ¢ nach s mit f(k) > O fiir alle Kanten
k von W. Ferner sei ko eine Kante von W mit f(kg) < f(k) fiir alle Kanten k von
W. Man entferne ko und setze f'(k) = f(k) — f(ko) fiir alle kK auf W und ansonsten
sei f'(k) = f(k). Dieses Verfahren kann maximal m mal wiederholt werden. Die so
entstehenden Wege bilden eine Folge von Erweiterungswegen, die zu einem maximalen
Fluss fiihren. Leider ergibt sich hieraus kein neuer Algorithmus zur Bestimmung eines
maximalen Flusses, da ein solcher Fluss schon fiir die Bestimmung der Wege bendtigt
wird.

Die Prozedur blockF1luss findet unabhingig vom Wert von b einen blockierenden Fluss
mit Wert 4. Dieser verwendet die beiden oberen Kanten. Ist b = 0, so ist der blockierende
Fluss maximal. Ein maximaler Fluss hat den Wert min{4 + b, 10}.

Enthilt ein Netzwerk einen geschlossenen Weg W, so dass | f| < x(k) fiir alle Kanten
k von W gilt, so gibt es einen maximalen Fluss f’ und eine Kante k auf W mit f’(k) >

|f'1 =11

Der Algorithmus konstruiere die Flisse fo, fi, ..., fk, wobei fy der triviale und fi ein
maximaler Fluss ist. Setze A; = |fi+1| — | fi|- Nach Aufgabe 11 kann mit maximal m
Erweiterungswegen ein maximaler Fluss gefunden werde (mit f; startend). Somit gilt
A; = (| fnax | — | fi])/m. Hieraus folgt:

| fnax| = | fil < mA; =m(| firr] = [£i]) = m(| fisr| = | fmax ) + m(| frnax | = | fi])-
Somit ergibt sich | fiax | = | fix1] < (| frmax| = | fi])(1 — 1/m). Da fo der triviale Fluss ist,

kann mittels vollstindiger Induktion gezeigt werden, dass folgende Ungleichung gilt:

|fmax| - |fz| S |fmax| (1 - l/m)’

Da alle Kapazititen ganzzahlig sind, folgt:

1< |fmaX| - |fk—1| < |fmax| (1- 1/m)k_l-

Unter Verwendung der Ungleichung m(logm — log(m — 1)) > 1 zeigt man nun k — 1 <
m1og | fnax |- Hieraus folgt die Aussage.

Es sei f ein maximaler Fluss des Netzwerkes.

(a) Wird die Kapazitit jeder Kante um ¢ erhoht, so erhoht sich auch der Wert eines
maximalen Flusses um mindestens c. Dazu wird der Wert von f auf den Kanten
eines Weges W von ¢ nach s jeweils um c erhoht. Gibt es noch andere Wege W’
von g nach s, welche mit W keine gemeinsamen Kanten haben, so kann der Wert
von f noch weiter erhcht werden.
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(b) Wird die Kapazitit jeder Kante um den Faktor ¢ erhoht, so setze man f’(k) = cf (k)
fiir jede Kante k des Netzwerkes. Dann ist f ein maximaler Fluss in dem neuen
Netzwerk und es gilt | f'| = ¢| f].

Die Kapazititen der Kanten seien z;/n; fiiri = 1, ..., m, wobei z; und n; positive ganze
Zahlen sind. Ferner sei V das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner ny, ..., ny,.
Dann ist fo > 1/V fiir jeden Erweiterungsweg jedes Flusses f. Ist fi,4x €in maximaler
Fluss, so endet der in Abschnitt 8.2 beschriebene Algorithmus spitestens nach | fiax |V
Schritten.

Der Wert eines Schnittes ist in beiden Netzwerken gleich. Die Behauptung folgt aus dem
Satz von Ford-Fulkerson auf Seite 225.

(@) Im Folgenden ist zunéchst der Graph G dargestellt. Daneben der Graph, welcher
von den Vorwirtskanten von Gy induziert wird. Da es in diesem Graph keinen Weg
von ¢ nach s gibt, ist f ein blockierender Fluss.

(b) Ganz rechts ist der Graph G]'c abgebildet.

(c) Die in G} rot gezeichneten Kanten bilden einen blockierenden Fluss h mit Wert 1.
Der neue Fluss f + h hat den Wert 12 und ist maximal. Dazu betrachte man den in
G’. durch die rot gestrichelte Linie dargestellten Schnitt (X, X). Es gilt x(X,X) =
12.

Da fi und f, Fliisse auf G sind, gilt (k) > O fiir jede Kante k von G und die Flus-
serhaltungsbedingung ist fiir f erfiillt. Somit ist f genau dann ein Fluss von G, wenn
fi(k) + fa(k) < k(k) fiir jede Kante k von G gilt.

Wird die Kapazitit einer Kante um 1 erhoht, so erhoht sich der maximale Fluss hochs-
tens um 1. Da die Kapazititen ganzzahlig sind, findet der Algorithmus von Edmonds und
Karp in einem Schritt (mit f startend) einen maximalen Fluss. Somit ist der Aufwand
O(n + m).

Wird die Kapazitit einer Kante um 1 erniedrigt, so erniedrigt sich der maximale Fluss
hochstens um 1. Ist f (k) < x(k), so folgt aus der Ganzzahligkeit der Kapazititen, dass f
auch in dem neuen Netzwerk ein maximaler Fluss ist. Ist f(k) = x(k), so findet man mit
Aufwand O(n+m) einen Weg W von g nach s, welcher die Kante k enthélt und der Fluss
durch jede Kante von W positiv ist. Bilde einen neuen Fluss f’ durch f’(k) = f(k)—1 fiir
alle Kanten k auf W und f”(k) = f (k) fiir alle Kanten, welche nicht auf W liegen. Dann
ist f” ein zuldssiger Fluss auf dem neuen Netzwerk mit | f’| = | f| — 1. Der Algorithmus
von Edmonds und Karp findet in einem Schritt (mit f” startend) einen maximalen Fluss.
Somit ist der Aufwand O(n + m).
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18. Die Prozeduren erweitereVorwdrts und erweitereRuckwdrts konnen nicht direkt
verwendet werden, sondern miissen noch angepasst werden. Das folgende Programm
ist eine Variante der Prozedur erweitereRiuckwarts. Man beachte, dass am Ende der
while-Anweisung die Flusserhaltungsbedingung fiir die entfernte Ecke e; erfiillt ist (nur
fiir e; # e). Die Prozedur erweitereVorwdrts muss entsprechend abgeidndert werden.

procedure erweitereRiickwdrts(var G : Netzwerk, e : Ecke, var f : Fluss)
var durchfluss : Array[1l..n] von Real;
var W : Warteschlange von Ecke;
var m: Real;
var ej, ej : Ecke;

Initialisiere durchfluss mit 0;
durchfluss[G.index(e)] := fo;
W.einfligen(e) ;
repeat
ei :=W.entfernen();
while durchfluss[i] #0 do
Sei k= (eq, ej) eine Kante mit £(k) > 0;
m:=min(£(k), durchfluss[i]);
fli, j1=1[1, j1-m;
if e;#s then
W.einfugen(e;);
durchfluss[j] := durchfluss[j] +m;
durchfluss[i] := durchfluss[i] -m;
until W=o;

19. Die rot dargestellten Kanten bilden einen maximalen Fluss mit Wert 3.

Hierzu werden die im Folgenden dargestellten drei blockierenden Fliisse gebildet. Dar-
gestellt sind jeweils die geschichteten Hilfsnetzwerke und die blockierenden Fliisse (rote
Kanten).

°
q ° ®s q%s
°
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Wegen « € [0, 1] gilt fiir alle Kanten k:
0< falk)=afi(k)+ (1 -a)fa(k) <ak(k) + (1 - a)x(k) = x(k).
Fiir jede Ecke e # g,s von G gilt:

D, falh)

>0 afitk) +(1-a)fa(k)

k=(j,e)eK k=(j,e)eK

=a Y Al+0-a) > fHk)
k=(j,e)eK k=(j,e)eK

=a Y AR+0-a) > Ak
k=(e,j)eK k=(e,j)eK

= > afil)+(1-a)fk)
k=(e,j)eK

= D, falk)

k=(e,j)eK

Es gilt | fo| = a|fil + (1 = @) | f2.

Es sei k eine Kante eines minimalen Schnittes von G mit positiver Kapazitdt. Dann ist
die Kapazitit eines minimalen Schnittes von G\{k} echt kleiner als die eines minima-
len Schnittes von G. Die Aussage folgt nun aus dem Satz von Ford und Fulkerson auf
Seite 225.

Der Beweis der Aussagen erfolgt analog zu den Beweisen in Abschnitt 8.6. Der Beweis
fiir Aussage (a) ergibt sich aus dem Beweis des Lemmas aus diesem Abschnitt auf Sei-
te 243 und der fiir Aussage (b) aus dem Beweis des nachfolgenden Satzes auf Seite 244.






Kapitel 9— Anwendungen von Netzwerkalgorith-
men

1. Fiir jede Kante k € K wird eine bindre Variable x; eingefiihrt, d. h. x; € {0, 1}. Deswei-
teren wird folgende Nebenbedingung definiert

Z xr < 1 fiir jede Ecke e von G.
e~k

Hierbei bedeutet e ~ k dass Ecke e zur Kante k inzident ist. Die zu maximierende
Zielfunktion lautet
>

keK

2. In Abschnitt 9.1 wurde gezeigt, dass es eine eineindeutige Beziehung zwischen den
Zuordnungen eines bipartiten Graphen G und den binéren Fliissen des zugehdrigen 0-1-
Netzwerkes Ng gibt. Es sei Z eine Zuordnung eines bipartiten Graphen G. Ein Weg W,
welcher zwei nicht zugeordnete Ecken verbindet, heillt Erweiterungsweg fiir Z, falls jede
zweite Kante von W in Z liegt. Die Erweiterungswege fiir Z in G entsprechen einein-
deutig den Erweiterungswegen beziiglich f~ in Ng. Der Begrift des Erweiterungsweges
lasst sich auch auf beliebige ungerichtete Graphen iibertragen. Es gilt folgender Satz.

Satz. Eine Zuordnung Z in einem ungerichteten Graphen G ist genau dann maximal,
wenn es in G fiir Z keinen Erweiterungsweg gibt.

Beweis. Es sei Z eine Zuordnung und W ein Erweiterungsweg fiir Z. Ferner sei Z’ die
symmetrische Differenz von Z und W (Z’ besteht aus den Kanten, die entweder nur
in Z oder nur in W liegen, aber nicht in beiden Mengen). Dann ist Z’ eine Zuordnung
fir G und es gilt |Z’| = |Z] + 1. Somit kann es fiir eine maximale Zuordnung keinen
Erweiterungsweg geben.

Es sei nun Z eine Zuordnung, welche nicht maximal ist, und Z’ eine maximale Zuord-
nung. Bezeichne mit G’ den von den Kanten aus Z U Z’ induzierten Untergraphen von
G. Fiir jede Ecke e von G’ ist g(e) < 2. Ist g(e) = 2, so ist e zu genau einer Kante aus Z
und einer Kante aus Z’ inzident. Somit konnen die Zusammenhangskomponenten von
G’ in zwei Gruppen aufgeteilt werden: Geschlossene und einfache Wege. Auf diesen
Wegen liegen abwechselnd Kanten aus Z und Z’. Da geschlossene Wege jeweils gleich-
viel Kanten aus Z und Z’ enthalten und es in Z’ mehr Kanten als in Z gibt, muss es in
G’ einen Weg geben, welcher zwei beziiglich Z nicht zugeordnete Ecken verbindet. Dies
ist ein Erweiterungsweg fiir Z in G. (]

3. Mit einem Greedy-Verfahren wird eine nicht erweiterbare Zuordnung Z bestimmt (Auf-
wand O(n+m)). Ist Z noch keine vollstindige Zuordnung, so ist | Z| < n/2. Dann gibt es
Ecken e und e’ von G, welche zu keiner Kante aus Z inzident sind. Da Z nicht erweiter-
bar ist, gibt es fiir jeden Nachbarn e; von e oder e’ genau eine zu e; inzidente Kante aus
Z. Wegen |Z| < n/2 und g(e) + g(e’) > n gibt es eine Kante k = (e;,e;) € Z, so dass
(e,e;) und (e;,e’) Kanten in G sind. Somit ist auch

7' = Z\ {k} ) {(eaei)’(ej’e,)}
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eine Zuordnung von G. Dieses Verfahren wiederholt man bis eine vollstindige Zuord-
nung vorliegt. Der Aufwand des folgenden Algorithmus ist O(n + m).

var L : Array[1l..n] von Ecke;

Bestimme mit einem Greedy - Verfahren nicht erweiterbare Zuordnung Z;
Initialisiere L mit 1;
for alle nicht zugeordneten Ecken e, e do
foreach e; in N(e) do
Sei (ei, ej) eine Kante in Z;
L[jl=ej;
Suche Nachbarn e; von e’ mit L[i] #0;
Z:=Z\{(ei, LIi1D}u{(e, L[iD), (ei, €)};
foreach e; in N(e) do
Sei (ej, ej) eine Kante in Z;
L[j1 =13

4. Die rot markierten Kanten bilden jeweils eine maximale Zuordnung.

O o NN
g R W N
O 0 NN A

11

5. Die rot markierten Kanten bilden eine vollstdndige Zuordnung.

6. Wegen a(G) = 2 besteht jede Farbklasse einer Farbung von G aus maximal zwei Ecken.
Es sei a die Anzahl der Farbklassen mit zwei Ecken einer minimalen Férbung von G.
Dann ist X(G) = a + (n — 2a) = n — a. Die Farbklassen mit zwei Ecken induzieren eine
Zuordnung auf G mit a Kanten. Somit gilt a < z und X(G) > n — z. Jede maximale

Zuordnung auf G induziert eine Firbung mit n—z Farben auf G. Somit gilt X(G) < n—z.

7. Angenommen es gibt einen Baum B mit zwei verschiedenen vollstindigen Zuordnungen
M und M,. Es sei M die Menge der Kanten, welche entweder in M| oder in M, enthalten
sind (aber nicht in beiden Zuordnungen). Da M; und M, verschieden sind, ist M # @.
Jede Ecke e von B ist entweder zu zwei Kanten aus M oder zu keiner Kante aus M
inzident. Somit muss M einen geschlossenen Weg enthalten. Dieser Widerspruch zeigt
die Behauptung.

8. Essei T C E;. Ferner sei K| die Menge der Kanten von G, welche zu einer Ecke aus
T inzident sind, und K, die Menge der Kanten von G, welche zu einer Ecke aus N(T)
inzident sind. Es gilt K; C K;. Aus der Voraussetzung folgt |T|k < |K;|und |[N(T)| k >
| K7 |. Somit gilt [N(T)| > |T| fiir alle Teilmengen T von E;. Die Aussage folgt nun aus
dem Satz von Hall (siehe Seite 259).
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Es sei U’ bzw. U die Menge der Ecken, welche zu keiner Kante aus Z’ bzw. Z inzident
sind. Dann sind U’ und U unabhéngige Mengen mit |U’| = n—2|Z’|und |U| = n-2|Z|.
Eine maximale unabhédngige Menge von G hat maximal | Z| + |U | Ecken. Somit gilt:

n=2|Z"N=U"<a(G) <|Z|+|U|=n-1Z|.
Hieraus folgt | Z| < 2|Z’|.

Nach dem Satz von Hall (siehe Seite 259) hat G genau dann keine Zuordnung Z mit
|Z| = |E;|, wenn es eine Teilmenge D von E; mit |D| > | N(D)| gibt. Zunichst wird ein
maximaler binédrer Fluss f auf dem zu G gehorenden 0-1-Netzwerk Ng bestimmt. Gilt
| f1 = |El, so existiert keine Teilmenge D von E; mit |D| > |[N(D)|. Gilt | f| < |E; |, so
wird die Menge X aller Ecken aus Ng bestimmt, welche von ¢ iiber Erweiterungswege
beziiglich f erreichbar sind. Es sei D = X N E;. Wie im Beweis des Satzes von Hall in
Abschnitt 9.1 zeigt man | f| = |E;\X| + |N(D)|. Wegen |E; | = |E{\X| + | D| folgt nun
|D| > |N(D)|. Dieser Algorithmus hat eine Laufzeit von O(/nm).

Es sei G ein kantenbewerteter, vollstindig bipartiter Graph und e eine beliebige Ecke
von G. Es sei G’ eine Kopie von G, in der die Bewertungen aller zu e inzidenten Kanten
um b gedndert sind. Dann ist jede vollstindige Zuordnung von G auch eine vollstidn-
dige Zuordnung von G’ (und umgekehrt). Die Kosten der beiden Bewertungen unter-
scheiden sich um b. Es sei B = by + ...bjg, |, wobei b; = min{kosten(k) | kzue; €
E| inzidente Kante} ist. Ist die maximale Zuordnung fiir Gg auch fiir G vollstindig, so
hat man eine vollstidndige Zuordnung fiir G mit minimalen Kosten B. Andernfalls bestim-
me man, wie in Aufgabe 10 beschrieben, eine Teilmenge X von Ej mit | Ng,(X)| < [ X]
und verdndere den Graphen Gy. Man beachte, dass Gy mindestens eine zusétzliche Kante
besitzt. Ist die maximale Zuordnung fiir Gg auch fiir G vollstindig, so hat man eine voll-
stindige Zuordnung fiir G mit minimalen Kosten B+ (| X | = | Ng,(X) |)bmin. Andernfalls
wird der letzte Schritt wiederholt. Da in jedem Schritt Gy mindestens eine zusitzliche
Kante bekommt, sind maximal |E; |(|E;| — 1) < n? Durchginge notwendig.

Es sei G ein kantenbewerteter bipartiter Graph und T die Summe der Bewertungen aller
Kanten von G. Durch Hinzufiigen neuer Ecken und Kanten mit Bewertung T erhilt man
einen Graph G’ mit den in Aufgabe 11 angegebenen Eigenschaften. Jede Zuordnung von
G kann zu einer Zuordnung von G’ erginzt werden. Die Wahl von T bedingt, dass aus
einer Zuordnung mit minimalen Kosten fiir G eine vollstindige Zuordnung mit minima-
len Kosten fiir G’ entsteht. Es sei Z’ eine vollstindige Zuordnung von G’ mit minimalen
Kosten. Entfernt man alle Kanten mit Bewertung T aus Z’, so erhilt man eine Zuordnung
Z von G. Dies ist eine maximale Zuordnung mit minimalen Kosten. Der in Aufgabe 11
angegebene Algorithmus kann also zur Bestimmung maximaler Zuordnungen mit mini-
malen Kosten in beliebigen kantenbewerteten bipartiten Graphen verwendet werden.

Eine nicht erweiterbare Zuordnung mit minimalen Kosten ist nicht notwendigerweise
eine maximale Zuordnung wie der folgende Graph zeigt. Die rot markierte Kante bildet
eine nicht erweiterbare Zuordnung mit minimalen Kosten. Diese Zuordnung ist aber
nicht maximal.
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Der Zusammenhang zwischen maximalen Zuordnungen mit minimalen Kosten in kan-
tenbewerteten, vollstdndig bipartiten Graphen vom Typ G, , und maximalen Zuordnun-
gen in beliebigen kantenbewerteten bipartiten Graphen ist nicht auf nicht erweiterbare
Zuordnungen iibertragbar. Somit kann der angegebene Algorithmus nicht zur Bestim-
mung nicht erweiterbarer Zuordnungen mit minimalen Kosten verwendet werden.

Es sei G’ das angegebene neue Netzwerk. Jedem g-s-Fluss f auf G entspricht ein s-g-
Fluss " auf G’ und umgekehrt. Dazu definiert man

f((e.e)) = —f"((e'.€))

fiir alle Kanten (e, e’). Man beweist direkt, dass f” genau dann zuldssig fiir G’ ist, wenn f
zuldssig fuir G ist. Ferner ist f genau dann minimal zuldssig, wenn f” maximal zulédssig
ist. Somit geniigt es einen maximalen Fluss fiir das Netzwerk G’ zu konstruieren. Hierzu
konstruiert man zundchst wie in Abschnitt 9.2 angegeben einen zulédssigen Fluss fiir G,
dieser induziert einen zuldssigen Fluss auf G’. Mit Hilfe von Erweiterungswegen kann
dieser zu einem zulidssigen maximalen Fluss fiir G’ erweitert werden. Dieser entspricht
dann einen minimalen zulédssigen Fluss auf G.

Der Fluss mit Wert 2 auf der Kante (e1,e;) und dem Wert 1 auf allen anderen Kanten hat
unter den zulédssigen Fliissen des Netzwerkes aus Abbildung 9.7 den kleinsten Wert.

Links ist ein minimaler Fluss dargestellt und rechts ein maximaler. Die Werte der Fliisse
sind 10 und 11.

Genau dann gibt es einen zulédssigen Fluss auf G, wenn jede Kante von G auf einem Weg
von g nach s liegt.

In Aufgabe 13 wurde aus einem Netzwerk G mit oberen und unteren Kapazititsgrenzen
ein neues Netzwerk G’ konstruiert. Der Wert eines minimalen zulédssigen g-s-Flusses
fmin auf G ist gleich dem negativen Wert eines maximal zuldssigen s-g-Flusses fi,qx
auf G’. Ist (X, X) ein g-s-Schnitt von G, so ist (X, X) ein s-g-Schnitt von G’ und es gilt
k6 (X,X) = —kg (X, X). Somit gilt:

Ifminl = _Ifmaxl
=- mm{KG,(X X) | ) ist ein s-g-Schnitt von G’ }
= - mln{ k6 (X,X) ’ ) ist ein g-s-Schnitt von G}

—mln{KG X, X) | (X, X) ist ein g-s-Schnitt von G}

=- mm{KG (X,X) | (X, X) ist ein g-s-Schnitt von G}

Der Beweis aus Abschnitt 9.4 fiir die angegebene Aussage iiber den Kantenzusammen-
hang kann nicht auf den Eckenzusammenhang iibertragen werden. In einem Graph G
kann es eine Ecke e’ geben, welche in jeder trennenden Eckenmenge jedes Paares e, e’



19.

20.

21.

22,

Kapitel 9 — Anwendungen von Netzwerkalgorithmen — 53

von Ecken mit Z¢(e,e”) = Z¢(G) liegt. Dies ist z. B. gegeben, wenn eine Ecke e’ zu je-
der anderen Ecke benachbart ist. Betrachten Sie z. B. die Ecken mit Grad 3 in folgendem
Graph:

Es sei T eine minimale trennende Kantenmenge fiir e, e’. Der Graph G\T* ist nicht mehr
zusammenhingend und e und e’ liegen in verschiedenen Zusammenhangskomponen-
ten. Dann liegt e’ entweder in der gleichen Zusammenhangskomponente wie e oder e’
oder in einer anderen Zusammenhangskomponente. Auf jeden Fall ist T* eine trennende
Eckenmenge fiir e,e” oder e”,e’. Somit gilt Z¥ (e, e’) > min{(Zk(e’,e”), Zk(e”,e’)}.

Es sei E die Eckenmenge von G und G’ der vollstindige Graph mit Eckenmenge E. Jede
Kante (a,b) von G’ wird mit | f,; | bewertet (man beachte, dass | fu5 | = | fra| gilt, dies
gilt nicht fiir unsymmetrische Netzwerke). Es sei B ein maximal aufspannender Baum
von G’ und e, e’ beliebige Ecken aus E. Fiir die Kanten k; = (a;,b;) eines Weges W von
e nach e’ in B gilt somit:

| feerl < min{| fo,p, | | (ai.b;) € W},

In Abschnitt 9.4 wurde bewiesen, dass | fzp| = Zk(a,b) fir jedes Paar von Ecken a,b
aus G gilt. Aus Aufgabe 19 folgt somit | feer| = min{| fy,p, | | (ai,b;) € W}. Zu jedem
Paar von Ecken a,b von G gibt es also eine Kante (e,e’) von Bmit | f5| = | feer |- Da B
n—1und G’ n(n — 1)/2 Kanten hat, muss es mindestens n/2 Eckenpaare geben, so dass
die Werte der entsprechenden maximalen Fliisse alle gleich sind.

Es sei Ng das zu G gehorende 0-1-Netzwerk und f ein bindrer Fluss auf Ng. Ferner sei
W ein einfacher Erweiterungsweg von Ng beziiglich f und f” der durch W entstandene
erhohte Fluss. Die spezielle Struktur von Ng bewirkt, dass sich auf W Vorwiirts- und
Riickwirtskanten abwechseln. Des Weiteren beginnt und endet W mit einer Vorwaérts-
kante. Fiir jede Ecke e sei f(e) bzw. f’(e) der Fluss durch die Ecke e beziiglich f bzw.
f’.Esgilt f’(e) > f(e) fiir jede Ecke e von G.

Die Kanten aus Z induzieren einen binéren Fluss f7 auf Ng (vergleichen Sie hierzu den
Beweis des Lemmas aus Abschnitt 9.1 auf Seite 257). Es sei f ein bindrer maximaler
Fluss von Ng, welcher durch eine Folge von Erweiterungswegen aus f entsteht. Dann
gilt f(e) > fz(e) fiir jede Ecke e von G. Hieraus folgt die zu beweisende Aussage.

Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion nach s. Da Q; zusammenhéngend ist,
gilt die Aussage fiir s = 1. Sei nun s > 1. Bezeichne fiir i = 0,1 den von den Ecken
{(i,az,. ..,as) | aj € {0, 1}} induzierten Untergraph von Qs mit Q. Diese beiden Unter-
graphen sind Hypercubes der Dimension s — 1 und jede Ecke von Q! ist in Qg mit genau
einer Ecke in Q verbunden. Sei nun M eine beliebige (s — 1)-elementige Teilmenge
der Eckenmenge E von Q,. Es muss gezeigt werden, dass der von E\M induzierte Un-
tergraph U von Qg zusammenhingend ist. Ist 0 < |[M N QY| < s — 1, so sind nach
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Induktionsvoraussetzung die von Q°\M und Q'\M induzierten Untergraphen zusam-
menhingend und damit ist auch U zusammenhingend. Andernfalls ist M vollstindig in
Q" oder in Q! enthalten. Auch in diesem Fall ist U zusammenhingend.

Sowohl die Ecken- als auch Kantenzusammenhangszahl ist gleich 3.
Fiir beide Graphen gilt Z¢(G) = 4.
Es gilt Z¢(G) = Z¥(G) = 3.

Es sei G ein 2-fach kantenzusammenhéngender Graph und X die Menge der Ecken, wel-
che in G’ von der Startecke s aus erreichbar sind. Ferner sei Y die Menge der restlichen
Ecken. Angenommen Y ist nicht leer. Es sei e € Y die Ecke mit der kleinsten Tiefen-
suchenummer. Da G zusammenhingend ist, sind alle Ecken aus Y im Tiefensuchebaum
Nachfolger von e. Es sei (e;,e;) eine Kante aus G mit e; € X und e; € Y. Im Folgen-
den wird gezeigt, dass es nur eine solche Kante gibt. Dies steht aber im Widerspruch zu
ZK(G) > 2. Somit ist Y leer. Da ej nicht in X liegt, ist (e;,e;) eine Kante in G’. Wiire
(ei,e;) in G eine Riickwirtskante, so wire tsNummer[j] < tsNummer[i], d.h., e; wire
Nachfolger von e; im Tiefensuchebaum. Dann wiire aber e; von e; in G’ erreichbar und
somit auch e; von s. Somit muss (e;,e;) in G eine Baumkante sein. Da e; im Tiefen-
suchebaum ein Nachfolger von e ist, muss e; = e sein und e; der Vorgénger von e im
Tiefensuchebaum sein. Also ist (e;,e;) die einzige Kante in G, die Ecken aus X und Y
verbindet.

Sei nun umgekehrt jede Ecke in G’ von der Startecke s aus erreichbar. Dann ist G zu-
sammenhingend. Angenommen Z*(G) = 1 und {k} ist eine trennende Kantenmenge fiir
G. Dann muss k = (e;,e;) in G eine Baumkante sein. Also ist b in G’ nicht von s aus
erreichbar.

Der Aufwand ist O(m), da die Tiefensuche zweimal angewendet wird.

Es sei R das Rechteck, bei dem die entfernten Felder in diagonal gegeniiberliegenden
Ecken liegen. Eine Seite von R hat gerade und die andere ungerade Linge. Die Flidche
des Schachbrettes auBerhalb von R kann in 4 Rechtecke aufgeteilt werden. Mindestens
eine Seite jedes Rechtecks hat gerade Linge (eventuell 0). Dieser Teil des Schachbrettes
kann somit mit Rechtecken der GroBe 1 x 2 vollstdndig abgedeckt werden. R ohne die
beiden Felder kann in 3 Rechtecke aufgeteilt werden, bei denen jeweils eine Seite gerade
Linge hat (eventuell 0). Somit gibt es auch eine Uberdeckung fiir R.

Die schwarzen und weilen Felder des Schachbrettes induzieren einen bipartiten Graph.
Eine vollstindige Uberdeckung mit Rechtecken entspricht einer vollstindigen Zuord-
nung dieses Graphen. Da zwei diagonal gegeniiberliegende Felder die gleiche Farbe
haben, besitzt der Restgraph keine vollstindige Zuordnung. Somit gibt es auch keine
vollstindige Uberdeckung der Restfliche.

Gibt es eine vollstindige Zuordnung von G, so gilt |E;| = |E>| und eine Eckeniiberde-
ckung muss mindestens |E; | = (| E; | + | E2|)/2 Ecken enthalten. Fiir die umgekehrte Be-
weisrichtung beachte man, dass sowohl E; als auch E, Eckeniiberdeckungen von G sind.
Da beide deshalb mindestens (|E; | + | Ez|)/2 Ecken enthalten, folgt daraus |E;| = |E;]|.
Nun folgt aus dem Satz von Konig-Egervary (siehe Seite 284), dass G eine vollstandige
Zuordnung besitzt.
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Eine Ecke e in einer minimalen Eckeniiberdeckung von G iiberdeckt maximal n Kanten.
Hieraus folgt, dass eine minimale Eckeniiberdeckung aus mindestens s Ecken bestehen
muss. Die Aussage folgt nun aus dem Satz von Konig-Egervary (siehe Seite 284).

Es sei (X,X) ein nicht trivialer Schnitt eines c-kantenkritischen Graphen G und T* die
Menge der Kanten mit einer Ecke in X und einer Ecke in X. Angenommen es gilt
|TK| < ¢. Nach Voraussetzung konnen die von X und X induzierten Untergraphen mit
hochstens ¢ — 1 Farben gefarbt werden. Bezeichne mit X, ..., X, bzw. Xiyeo oy Xeml
die entsprechenden Farbklassen dieser Graphen (einige dieser Mengen sind eventuell
leer). Es sei B der bipartite Graph mit Eckenmenge {X,...,X.-1}U {X1,...,Xc-1). Ge-
nau dann gibt es eine Kante zwischen X; und X j, falls es in G keine Kante gibt, welche
eine Ecke aus X; mit einer Ecke aus X ;j verbindet. Nach Annahme besitzt B mindestens
(c—1)> = (¢ = 2) = ¢ — 3¢ + 3 Kanten. Da der Grad jeder Ecke von B maximal ¢ — 1
ist, iiberdeckt eine Menge von ¢ — 2 Ecken maximal (c — 2)(c — 1) = ¢? — 3¢ + 2 Kanten.
Somit enthélt jede Eckeniiberdeckung von B mindestens ¢ — 1 Ecken. Nach dem Satz
von Konig-Egervéry (siehe Seite 284) besitzt B eine vollstdndige Zuordnung mit ¢ — 1
Kanten. Es seien X; und X ;j die Ecken einer Kante einer solchen maximalen Zuordnung.
Nach Definition von B ist X; U X j somit eine unabhingige Menge. Die Eckenmenge
von G kann also in ¢ — 1 unabhingige Mengen aufgeteilt werden, d.h. X(G) < ¢ — 1.
Dieser Widerspruch zeigt, dass |TX| > ¢ — 1 ist, d. h., die Kantenzusammenhangszahl ist
mindestens ¢ — 1.

Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 6.5 gilt §(G) < 5. Nach dem ersten Satz in Ab-
schnitt 9.4 auf Seite 274 gilt dann Z¢(G) < §(G) < 5.

Fiir die Graphen I, mit n > 5 gilt ZX(I,,) = Z¢(I,,) = 4.

Es seinen e,e’ Ecken mit Z¢(e,e’) = 1 und {e,} eine trennende Eckenmenge fiir a, b. Der
Graph G\{e,} zerfillt in die Zusammenhangskomponenten Z, ..., Z; mit s > 1. Es sei
K; die Menge der Kanten, welche e, mit Ecken aus Z; verbinden. Diese Mengen sind
trennende Kantenmengen fiir e,e’. Da e, den Grad A hat, gibt es ein K; mit |K;| < A/2.
Somit gilt Z¥(G) < |K;| < A/2.

Sowohl die Ecken- als auch Kantenzusammenhangszahl ist gleich 2.

Das Tiefesucheverfahren legt die Reihenfolge, in der die Nachbarn einer Ecke besucht
werden, nicht fest. Es wird folgende Reihenfolge betrachtet: Fiir jede Ecke wird zu-
nichst der unbesuchte Nachbar betrachtet, welcher iiber eine Kante aus Z erreichbar ist
(falls vorhanden). Es sei B der hierdurch entstehende Tiefensuchebaum und (e,e’) ei-
ne beliebige Kante aus Z. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen
werden, dass e vor e’ besucht wurde. Somit wurde beim Besuch von e der Nachbar e’
zuerst betrachtet. Da zu diesem Zeitpunkt e’ noch nicht besucht wurde, wird (e,e’) in B
eingefiigt. Somit sind alle Kanten aus Z auch in B enthalten.

Es sei e; eine Ecke von B, welche zu keiner Kante aus Z inzident ist. Somit wurde e; im
Verlauf des Algorithmus nicht markiert. Beim Verlassen von e; durch die Tiefensuche
muss somit der Vorgénger e; von e; schon markiert sein. Da die Tiefensuche in diesem
Moment e; noch nicht verlassen hat, muss es einen Nachfolger es von e; geben, so dass
die Kante (ej, e;) in Z liegt.
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Angenommen es gibt in B einen Erweiterungsweg W = <ey,...,es> beziiglich Z (ver-
gleichen Sie Aufgabe 11). Nach Konstruktion von Z ist s > 4. Ohne Einschriankung der
Allgemeinheit kann angenommen werden, dass e, der Vorgidnger von e; im Tiefensuche-
baum ist (sonst ist es_; ein Vorgénger von eg). Nach der oben bewiesenen Eigenschaft
muss e3 ein Nachfolger von e, sein. Somit ist <eg,es_p,...,ex> ein gerichteter Weg im
Tiefensuchebaum. Analog zu oben zeigt man, dass es_» ein Nachfolger von e;_p ist.
Dieser Widerspruch zeigt, dass es beziiglich Z keinen Erweiterungsweg gibt. Somit ist
Z eine maximale Zuordnung von B.

Es sel Upax € U mit f(Upax) = max{f(U) | U € U}. Wird eine Kante aus Uy, 45 ent-
fernt, so entsteht eine isolierte Ecke (da die Anzahl der Ecken unverindert bleibt, wiirde
andernfalls f(U,,,,.) > f(Unax) fir den neuen Graphen U, ., gelten). Somit enthilt
Umax keinen geschlossenen Weg und Uy, ist ein Wald. Aus dem gleichen Grund gibt
es in Uy, 4y auch keinen Weg der Lange 3. Daraus folgt, dass jede Zusammenhangskom-
ponente von Up,qx €in Sterngraph ist. Es sei s die Anzahl der Zusammenhangskompo-
nenten von Uy, ... Bezeichnet man mit k die Anzahl der Kanten in Uy, 4, SO enthilt Uy, 4
genau k + s Ecken und es gilt f(Up,qx) = (k +s — 1)/k. Angenommen s > 1. Nun wird
eine neuer Untergraph U,, ., von G gebildet. U,, ., enthilt aus jeder Zusammenhangs-
komponente genau eine Kante. Dann gilt U,,,,. € U und f (U, ,,.) = 2s — 1)/s. Aus
f(Umax) = f(U,,4,) folgt nun s > k, d. h., die Kanten in Uy, 4 bilden eine Zuordnung.
Aus der Maximalitét von f (U4 ) folgt, dass diese Zuordnung maximal ist. Andernfalls
ist s = 1 und man sieht direkt, dass G bis auf isolierte Ecken ein Sterngraph ist.

(a) Jede Ecke muss zu mindestens einer Ecke einer anderen Farbklasse benachbart
sein, andernfalls wiirde es eine zweite Fiarbung von G geben.

(b) Es seien F; und F, zwei Farbklassen. Angenommen der von F; U F; induzierte Un-
tergraph U ist nicht zusammenhéngend. Es seien U; und U, Zusammenhangskom-
ponenten von U. Da jede Ecke zu mindestens einer Ecke einer anderen Farbklasse
benachbart ist, enthalten U; und U, Ecken unterschiedlicher Farben. Vertauscht
man die beiden Farben der Ecken in Uy, so gelangt man zu einer zweiten Farbung
von G. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.

(c¢) Angenommen es gibt eine Menge M mit ¢ — 2 Ecken, so dass der durch das Entfer-
nen dieser Ecken entstehende Graph G’ nicht mehr zusammenhingend ist. Dann
gibt es zwei Farben fi und f>, mit denen keine der Ecken in M gefirbt ist. Es seinen
e; bzw. ey Ecken, die mit f; bzw. f, geférbt sind. Nach Teil (b) gibt es zwischen
diesen Ecken einen Pfad P, dessen Ecken nur mit fj und f, geférbt sind. Somit
liegen alle mit f] bzw. f, gefirbten Ecken in einer einzigen Zusammenhangskom-
ponente G; von G’. Andert man nun die Firbung einer Ecke in G’\Gj in f; um, so
erhilt man eine zweite Farbung von G. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.

39. Es sei Z eine Zuordnung von G mit ¢ Kanten, Z; die Menge der Ecken aus E;, welche

zu Kanten aus Z inzident sind, und T C E;. Dann ist
|[Ey| 2 [TUZ | =|T|+ 21| =T NZ|.
Wegen |[N(T)| > |TNZ;|und |Z; | =t folgt:

IN(T)| > |T|+t—|E]
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Sei nun umgekehrt | N(T)| > |T| +t — | E1 | fiir jede Teilmenge T von E;. Man betrachte
das zugehorige Netzwerk N und einen maximalen bindren Fluss f. Wie in dem Beweis
des Satzes von Hall (siehe Seite 259) zeigt man nun | | = K(X,)?) = |E1\X|+ |[N(X N
E1)|. Nach Voraussetzung gilt nun | f| > |E\\X| + |[X NE;| +t — |E;| = t. Sei nun
Z die Menge aller Kanten aus G, fiir die der Fluss f durch die entsprechende Kante in
Ng gerade 1 ist. Da jede Ecke aus E; in Ng den Eingrad 1 und jede Ecke aus E; in Ng
den Ausgrad 1 hat, folgt aus der Flusserhaltungsbedingung, dass Z eine Zuordnung mit
| f| > t Kanten ist.

Die Kanten einer Farbklasse einer Kantenfiarbung bilden eine Zuordnung von G. Somit
enthilt jede Farbklasse maximal | M| Kanten und G hat insgesamt maximal X’ (G)| M|
Kanten. Aus der Voraussetzung folgt nun direkt X'(G) > A(G).

(a) p(Cp) = 1und p(K,) = (n—1)/2 fiirn > 2.

(b) Es sei K die Menge der Kanten und E die Menge der Ecken von G. Definiere
einen bipartiten Graphen G, mit Eckenmenge E; U E;, wobei E; = K ist und E;
aus r Kopien von E besteht. Eine Ecke (u,v) € E; ist zu den r Kopien von u
und v inzident, d. h., fiir x € E; gilt g(x) = 2r. Es sei H ein Untergraph von G
mit Eckenmenge Eg und Kantenmenge Ky . Betrachtet man Ky als Teilmenge der
Ecken von G,, dann gilt |N(Ky)| = r|Eg|. Somit gilt |[N(Ky)| > |Ky| genau
dann, wenn |Kg|/|Eg| < r gilt. Mit Hilfe des Satzes von Hall (siehe Seite 259)
folgt nun, dass genau dann p(G) < r gilt, wenn G, eine Zuordnung mit | K | Kanten
besitzt.

Hieraus ergibt sich sofort ein Algorithmus fiir das beschriebene Problem: Fiir einen
gegebenen Graphen G und r > 0 konstruiere man den bipartiten Graphen G, und
stelle fest, ob dieser Graph eine Zuordnung mit » Kanten besitzt, genau dann gilt
auch p(G) < r.

Der Graph G, hat m + rn Ecken und 2mr Kanten und eine maximale Zuordnung
von G, hat maximal m Kanten. Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 9.1 kann eine
maximale Zuordnung in einem bipartiten Graph mit Aufwand O( v/zm) bestimmt
werden. Somit ist der Aufwand fiir das beschriebene Verfahren O(m>/?r). Da r <
(n — 1)/2 ist, ist der Aufwand gleich O(m>/?n).

(c) Mittels des in Teil (b) entwickelten Algorithmus in Kombination mit binérer Suche
kann p(G) mit Aufwand O(log, n(m*/?n)) bestimmt werden.

(a) Es sei O eine Orientierung von G mit der angegebenen Eigenschaft. Ist H ein Un-
tergraph von G, dann gilt

mu= ), gn(e) < ), g5le) <rny

ecEy ecEy
und somit ist my/ny < r. Hieraus folgt p(G) < r.

Sei nun p(G) < r. Aus dem Beweis von Aufgabe 41 (b) folgt, dass G, eine Zu-
ordnung Z mit |Z| = m hat. Mittels Z kann eine Orientierung von G mit der
gewiinschten Eigenschaft konstruiert werden. Ist k eine Kante von G und wird k
durch Z der Ecke u zugeordnet, so wird k in Richtung von u weg orientiert. Da u
nur r-mal als Ecke in G, vorkommt, hat die konstruierte Orientierung die geforder-
te Eigenschaft.
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(b) Aus Teil (a) und der Losung von Aufgabe 41 (c) ergibt sich sofort ein Algorithmus
mit Aufwand O(log, n(m3/%n)).

(a) Fiir jede Ecke e von G muss g(e) > (e) gelten, weiterhin muss folgende Gleichung
erfiillt sein: .
D0 =m.
i=1

(b) Beide Bedingungen sind nicht hinreichend. Hierzu betrachte man den Graphen Ky
und die Funktion 6(1) = 6(2) = 0,0(3) = 0(4) = 3.

(c) Definiere einen bipartiten Graphen Gy mit Eckenmenge E; U E;, wobei E; gleich
der Kantenmenge von G ist und E, enthélt genau 6(e) Kopien jeder Ecke e aus G.
Eine Ecke (u,v) € E; ist zu den 6(u) Kopien von u und zu den 6(v) Kopien von
v inzident, d. h., fiir x = (u,v) € E; gilt g(x) = 6(u) + 8(v). Man zeigt nun leicht,
dass G genau dann die gewiinschte Orientierung besitzt, wenn Gy eine vollstindi-
ge Zuordnung besitzt. Somit kann der in Abschnitt 9.1 vorgestellte Algorithmus
verwendet werden.

Definiere fiir jede Kante k eine weitere Kantenbewertung ¢’(k) = mc(k) + 1. Es sei T
ein beziiglich der Kantenbewertung ¢’ ein minimaler Schnitt und X ein beliebiger Schnitt
von G. Dann gilt:

kosten/(T') < kosten.(X).

Aus der Definition von ¢’ ergibt sich folgende Ungleichung
mkosten.(T) + |T| < mkosten.(X) + | X|

Angenommen es gilt kosten. (X) < kosten.(T). Da alle Kapazititen ganzzahlig sind, gilt
somit auch kosten.(X) + 1 < kosten.(T). Hieraus folgt m + | T'| < | X|, ein Widerspruch
da |X| < m gilt. Somit ist T auch beziiglich der Kantenbewertung ¢ ein minimaler
Schnitt. Gilt kosten,(X) = kosten,(T), so folgt aus obiger Ungleichung |T| < | X, d. h.,
T hat unter allen beziiglich der Kantenbewertung ¢ minimalen Schnitten die wenigsten
Kanten. Mittels des in Abschnitts 9.5 vorgestellten Algorithmus, angewendet auf die
Bewertung ¢’, kann das beschriebene Problem mit Aufwand O(n mlog n) gelost werden.

Es sei C eine Clique von G. Dann ist E\C eine Eckeniiberdeckung von G. Ist U eine
Eckeniiberdeckung von G, so ist E\U eine Clique von G. Hieraus folgt w(G) = 7(G).

Ist eine Ecke e nicht in U enthalten, so miissen alle Nachbarn dieser Ecke in E enthalten
sein (sonst sind die zu e inzidenten Kanten nicht iiberdeckt). Somit gilt e € U, falls
g(e) > |U] ist.

Da nach Aufgabe 26 aus Kapitel 4 die Blitter eines Tiefensuchebaums eine unabhéngige
Menge sind, bildet die Menge der inneren Ecken eine Eckeniiberdeckung. Mittels des in
Aufgabe 36 beschriebenen Algorithmus kann eine maximale Zuordnung M des Baumes
bestimmt werden. Man tiberzeugt sich leicht, dass die erste Ecke, die der Algorithmus
besucht, durch M iiberdeckt wird. Ferner wird auch jede innere Ecke aufler der Wurzel
durch M iiberdeckt. Somit gilt 2| M| > |U|. Zur Uberdeckung der Kanten aus M werden
mindestens | M | Ecken benétigt, d. h. 7(G) > | M|. Hieraus folgt die Behauptung.
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1.

Es sei S die Menge der von der Startecke s aus erreichbaren Ecken und Gs der von
S induzierte Untergraph von G. Nach Voraussetzung hat Gs die Eigenschaft (+). Eine
Anwendung des Algorithmus von Moore und Ford auf G verwendet nur Ecken und
Kanten aus Gg, d. h., beide Anwendungen sind identisch. Somit arbeitet der Algorithmus
auch auf G korrekt.

Beispiele fiir kW-Biume.

Der Graph besitzt keine geschlossenen Wege. Mit dem in Aufgabe 9 beschriebenen Ver-
fahren konnen die kiirzesten Wege in linearer Zeit bestimmt werden.

(a) Der kiirzeste Weg von e durch eine vorgegebene dritte Ecke e; nach e’ besteht aus
dem kiirzesten Weg von e nach e; gefolgt von dem kiirzesten Weg von e; nach e’.

(b) Furi,j = 1,...,I miti # j bestimme die kiirzesten Wege von e nach e;, e; nach
ej und von e; nach e’ (insgesamt I + I Wege). Danach bestimme man unter allen
I! Reihenfolgen der Ecken ey, ..., ¢; den kiirzesten der Wege <e,e;,...,e;e’>.
Hierfiir konnen die in Kapitel 5 beschriebenen Verfahren wie Branch & Bound
oder Dynamische Programmierung verwendet werden.

Es sei B ein minimal aufspannender Baum von G, (e, e’) eine der n— 1 Kanten von B und
W ein kiirzester Weg von e nach e’ in G. Wire die Linge von W kleiner als die Linge
von (e,e’), so wiirde dies zu einem aufspannenden Baum mit geringeren Kosten als B
fihren. Somit ist (e,e’) der kiirzeste Weg von e nach e’ in G.

Die folgende Abbildung zeigt den entstehenden kW-Baum und die kiirzesten Entfernun-
gen zur Startecke.

2

3

Jerea
1

Die Behauptung ist falsch. Dazu wird ein Graph mit sieben Ecken betrachtet. Der Graph
ist die Vereinigung der beiden Graphen C; und C4. Die Kanten der ersten Zusammen-
hangskomponente tragen die Gewichte 25, 26 und 27 und die Kanten der zweiten Kom-
ponente die Gewichte 21, 22, 23 und 24.

Ecke el ey e3 eq e;5 €6
Entfernung 0 3 6 10 8 6

Die Prozedur kiirzesteWege aus Abbildung 10.6 muss wie folgt gedndert werden.

var D : Array[1l..n] von Real;
var vorganger : Array[1l..n] von Ecke;



60

— Kapitel 10 — Klrzeste Wege

10.

procedure kiirzesteWege(G : B-Graph, s : Ecke)
var ej, ej : Ecke;
var W : Warteschlange von Ecke;

Initialisiere D mit ~ und vorgdnger mit L;
D[G.index(s)] =0;
W.einfligen(s);
while W# g2 do
ei :=W.entfernen();
if not W.enthalten(vorgdnger[i]) then
foreach e; in N*(e;) do
verkiirze(ei, €;);

Es sei e; die erste Ecke in der Warteschlange und e; der momentane Vorgénger von e;
im kW-Baum. Dann wurde e; nach e; in die Warteschlange eingefiigt, d. h., der aktuelle
Wert von Dle;] ist kleiner als zu dem Zeitpunkt, als Dle;] zuletzt aktualisiert wurde. So-
mit ist der aktuelle Wert von Dl[e;] zu hoch. Spitestens bei der Abarbeitung von e; wird
der Wert von D[e;] erniedrigt und e; erneut in die Warteschlange eingefiigt. Somit ist
es iiberfliissig, Ecke e; vor ihrem aktuellen Vorgiinger e; zu bearbeiten. Die Korrektheit
dieser Variante des Algorithmus von Moore und Ford ergibt sich aus dieser Beobach-
tung und der Korrektheit der Originalversion. Diese Variante hat in vielen Féllen eine
geringere Laufzeit. Die worst case Komplexitit bleibt aber unveridndert. Dazu betrachte
man die Folge von Graphen, welche durch die in Abbildung 10.8 angegebenen Ad-
jazenzmatrizen M, definiert ist. Der Algorithmus von Moore und Ford durchléduft die
while-Schleife fiir diese Graphen 1 + (n — 1)n/2 mal.

In einem ersten Schritt wird eine topologische Sortierung des Graphen bestimmt. Die in
Abbildung 10.5 dargestellte Prozedur bellman muss nur geringfiigig abgeéndert wer-
den: Die Iteration iiber die Ecken erfolgt gemil aufsteigenden Sortierungsnummern be-
ginnend mit der Startecke.

Fiir den Korrektheitsbeweis des Algorithmus kann ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit angenommen werden, dass die Ecken geméB ihrer topologischen Sortierungsnum-
mer nummeriert sind und dass die Startecke s die Sortierungsnummer 1 hat (d. h. s = ey).
Die Korrektheit ergibt sich aus folgender Aussage: Nach dem Ende des i-ten Durchlaufs
gilt D[j] = d(s,e;) fiir j = 1, ..., i + 1. Diese Aussage wird mit Hilfe von vollstindiger
Induktion nach i bewiesen. Zu jedem Zeitpunkt gilt D[j] > d(s,e;). Da die zweite Ecke
nur einen Vorginger hat, gilt nach dem ersten Durchlauf D[j] = d(s,e;) fiir j = 1,2.
Sei nun i > 1. Nach dem i — 1-ten Durchgang werden die Werte fiir D[1], ..., D[i]
nicht mehr gedndert. Es muss also nur gezeigt werden, dass nach dem i-ten Durchgang
D[i + 1] = d(s,e;+1) gilt. Es sei e; der Vorgénger von e;, auf einem kiirzesten Weg von
s nach e;,1. Dann gilt j < i + 1 bzw. j < i und somit war D[j] = d(s,e;) vor dem j-ten
Durchgang. Nach dem j-ten Durchgang gilt:

Dl[i+ 1] £ D[j] + B[j,i + 1] = d(s,ei+1).

Wegen d(s,e;+1) < D[i+1] giltalso D[i+ 1] = d(s, ;1) schon nach dem j-ten und somit
erst recht nach dem i-ten Durchgang.

Es sei n eine ungerade Zahl und [ = (n + 1)/2. Der unten dargestellte kantenbewertete
gerichtete Graph mit n Ecken und 3(n — 1)/2 Kanten ist kreisfrei. Bei der Anwendung
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des Algorithmus von Moore und Ford auf diesen Graph werden die Nachfolger jeder
Ecke in der Reihenfolge aufsteigender Eckennummern betrachtet. Firj =1, ..., -1
gilt: Die Ecken e; und e;;; werden j-mal in die Warteschlange eingefiigt. Somit ist die
Laufzeit des Algorithmus fiir diesen Graph O(n?).

I+1 I+2 1+3

Die folgende Tabelle zeigt die Werte von F, min, D und vorgdanger fiir die einzelnen
Schritte.

F min D vorganger
1/2|3[4]|5|6|7]8 1/2[3[4]|5|6|7]8
3 00|00 () [00|00|00|C0 (00 I T I Y
2,4 3 00| 3| 0| 2 |0ojoO|00|00 L3 L|3|L]L|L]|L
2,1,5 4 6(3|0]2]|10/oojoo|0O 43|13 (4|L]|L]|L
1,5,8 2 43|02 |10{co|00| 7 2013 |L]|3]4]|L]L]|2
5,8 1 4[3]|0|2|7|00|00]7 203 [L|3]1|L]L]2
8,6,7 5 4(13(0(2(7(13]12|7 2(3|L|3]|1|5]|5]|2
6,7 8 413|027 (13]12|7 2(3|L|3]|1|5]|5]|2
6 7 4(3|10(2]|7](13]12]7 2(3|L|3]|1|5]|5]|2
%) 6 4(3|10(2]|7](13]12]7 2(3|L|3]|1|5|5]|2

Der folgende Algorithmus basiert auf der Tiefensuche und hat eine Laufzeit von O(m).
Eine neue Ecke e; wird nur dann besucht, wenn Sie nicht schon als besucht markiert
ist und wenn die Entfernung im Tiefensuchebaum von der Startecke e mit d(e, e;) iiber-
einstimmt. Zum Beweis der Korrektheit der Prozedur kWBaum geniigt es zu zeigen, dass
alle Ecken erreicht werden. Es sei e’ eine beliebige Ecke von G und W der Weg von der
Startecke zu e’ in einem beliebigen kW-Baum (da G die Eigenschaft () hat, muss es
einen kW-Baum geben). Angenommen e’ ist nicht in dem erzeugten Baum B enthalten.
Es sei e; die erste Ecke auf W, welche nicht in B ist. Dann ist der Vorgénger e; von e;
auf W in B enthalten und es gilt d(e,e;) = d(e,e;) + Ble;,e;]. Beim Besuch von e; durch
aufbauen wird dann e; besucht. Dieser Widerspruch zeigt, dass B ein kW-Baum ist.

var besucht : Array[1..n] von Boolean;
var vorginger : Array[1l..n] von Ecke;

procedure kwBaum(G : B-Graph, e : Ecke)
Initialisiere besucht mit false und vorgdnger mit 1;
aufbauen(e, e);

procedure aufbauen(e; : Ecke, e : Ecke)
var ej, ej : Ecke;
besucht[i] := true;
foreach e; in N(ej) do
if not besucht[j] and d(e, ej) =d(e, e;) +B[i, j] then
vorgdnger[j] i=e;i;
aufbauen(ej , e);

Da G die Eigenschaft (x) erfiillt, gilt das Optimalitétsprinzip. Dann ist der Teilweg W
von e; nach e; auf W ein kiirzester Weg von e; nach e;. Fiir W; gilt wieder das Optimali-
titsprinzip, somit gilt L(W) = d (e;.€}), d.h., W ist ein kiirzester Weg.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Es seien a und b positive reelle Zahlen. Dann gilt: ab = 1/e~'°247192b Da die e-Funktion
monoton steigend ist, ist das Produkt ab umso grofler, umso kleiner — log a—log b ist. Fiir
a € [0,1]ist —log a > 0. Andert man die Bewertung jeder Kante von b;; auf —log b;;, so
kann der Algorithmus von Dijkstra angewendet werden. Dann entsprechen die kiirzesten
Wege beziiglich der neuen Bewertung den Wegen, bei denen das Produkt der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten maximal ist.

Der Ubertragungsweg von Sender 1 zum Empfiinger 5 mit der groBten Wahrscheinlich-
keit einer korrekten Ubertragung ist 1, 8, 9, 3, 4, 5. Die Ubertragungswahrscheinlichkeit
ist 0,40824.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass alle Kanten die Be-
wertung 1 haben (vergleichen Sie Aufgabe 23). Eine in Abschnitt 10.2 bewiesene Fol-
gerung des Optimalitétsprinzip ist: Fiir alle Kanten (e,e’) gilt:

d(s,e’) < d(s,e) + Ble,e’].
Die Aussage der Aufgabe folgt nun aus Aufgabe 24 in Kapitel 4.

Die folgende Tabelle zeigt die Werte von D und vorganger fiir einen kW-Baum mit
Startecke e;.

D vorganger
1[2(3[4]|5 1/{2[3|4]|5
0(3|7|4]|3 011|12]3|4

Der Korrektheitsbeweis fiir diese Version des Algorithmus von Moore und Ford folgt
dem Originalbeweis aus Abschnitt 10.3. Untersuchungen haben gezeigt, dass diese Va-
riante in vielen Fillen eine geringere Laufzeit aufweist. Wendet man den neuen Algo-
rithmus auf die Folge von Graphen an, welche durch die in Abbildung 10.8 angegebenen
Adjazenzmatrizen M,, definiert ist, so stellt man allerdings fest, dass die Anzahl der Aus-
fithrungen der while-Schleife unveréndert ist.

Vergleichen Sie hierzu Abschnitt 10.4.4. Sind die Kantenbewertungen reelle Zahlen,
so haben die Ecken innerhalb eines Faches nicht unbedingt die gleichen Werte. Dies
erhoht die Zugriffszeit und die in Abschnitt 10.4.4 angegebenen Laufzeiten werden nicht
erreicht. Entscheidend ist die Verteilung der Ecken auf die Ficher. Je gleichmiBiger die
Verteilung ist, desto grofer ist der Vorteil von Bucket-Sort.

Es wird ein neuer Graph G’ mit gleicher Ecken- und Kantenmenge gebildet. Die Kanten
(e,e’) von G’ tragen die Bewertung B’[e,e’] = Ble,e’] + (Ble] + Ble’]) /2. Genau dann ist
W ein kiirzester Weg von s nach z in G’ beziiglich B’, wenn W ein kiirzester Weg von s
nach z in G beziiglich B ist. Die Linge von W in G ist gleich L'(W) — (B[s] + B[z])/2,
wobei L’ (W) die Liange von W in G’ ist.

Die rot gezeichneten Kanten bilden einen kW-Baum fiir Ecke e;, aber keinen minimal
aufspannenden Baum.



21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Kapitel 10 — Kurzeste Wege — 63

(a) Distanz- und Vorgédngermatrix des Graphen aus Aufgabe 6:

0o 3 6 10 8 6 0 3 4 6 6 1
oo 0 00 00 00 00 0O 0 0 0 0 O
D= o -3 0 5 3 1 V= 0 3 0 5 6 3
o -7 -4 0 -1 -3 0 3 4 0 6 3
o -5 -2 2 0 -1 0 3 4 5 0 3
o -3 0 4 2 0 0 2 4 6 6 0

(b) Die Werte fiir die Kantenbewertung B’ sind: bjp = 11, b5 = 10, b1 = 9, b3y =
0, b36 =0,b43 =0, bsa =1, bes = 1, bgs = 0.

Zunichst wird der Abstand zwischen allen Paaren von Orten bestimmt. Danach wird fiir
jeden Ort die weiteste Entfernung bestimmt (grof3ter Wert in der entsprechenden Zeile
der Distanzmatrix) und der Ort mit der kleinsten weitesten Entfernung ausgewihlt. In
diesem Fall ist es Ort 2 mit einer maximalen Entfernung von 180. Im Folgenden ist
die Distanzmatrix dargestellt. Die weitesten Wegstrecken fiir die einzelnen Orte sind
eingerahmt.

0 100 250 280 140 260
100 0 150 180 40 160
250 150 0 30 190 70
280 180 30 0 220 100
140 40 190 220 0 120
260 160 70 100 120 0

Es sei W ein Weg bestehend aus [ Kanten, L(W) bzw. L’ (W) bezeichne die Linge von W
vor bzw. nach der Erhéhung um c. Im ersten Fall gilt L’(W) = L(W) + Ic und im zweiten
Fall L’(W) = cL(W). Im zweiten Fall bleiben die kiirzesten Wege die gleichen.

Der Graph hat die Eigenschaft (x): Jeder geschlossene Weg hat mindestens eine Kante
mit Bewertung 64, da alle Kanten (e;,e;) mit i < j die Bewertung 64 haben. Der kW-
Baum mit Startecke e; ist der Weg <ey, eg, es,e4,e3,e2> und die Lingen der kiirzesten
Wege sind 64, 47, 38, 33, 30. Die while-Schleife wird 16 mal ausgefiihrt.

Die Werte fiir die Kantenbewertung B’ sind: bjy = 0, bjg = 4, b3 = 2,b31 = 1, bag =
0, bys =0, bs; = 0.

Der Graph hat nicht die Eigenschaft (x), der geschlossene Weg <eg, es, e3> hat die Lange
—1. Wendet man die Prozedur £1oyd an, so wird der Diagonaleintrag D[6, 6] im vorletz-
ten Durchgang negativ.

Mit Hilfe der Tiefensuche wird fiir jede Ecke e; die Lange dg(e,e;) des kiirzesten Weges
von e nach e; in B bestimmt (Aufwand O(n)). Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 10.2
ist B genau dann ein kW-Baum, wenn fiir jede Kante (e;,e;) von G die Ungleichungen
dg(e,e;) + Ble;,e;j] > dg(e,e;j) und dp(e,e;) + Ble;,ej] > dg(e,e;) erfiillt sind. Dies kann
mit Aufwand O(m) iiberpriift werden.

Falls es einen geschlossenen Weg W mit negativer Linge gibt, so gibt es eine Ecke eg auf
W, so dass alle in eg startenden Teilwege von W negative Linge haben. Die Funktion
negativerKreis iiberpriift die Existenz eines solchen geschlossenen Weges fiir eine
gegebene Ecke es. Wird ein solcher Weg gefunden, so wird die Funktion beendet. Der
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Graph hat dann nicht die Eigenschaft (x). In der Funktion sternEigenschaft wird
diese Funktion fiir jede Ecke aufgerufen. Gibt es fiir keine Ecke des Graphen einen
solchen Weg, so erfiillt der Graph die Eigenschaft (x).

function sternEigenschaft (G : B-Graph) : Boolean
foreach e; in G.E do
if negativerKreis(ej, ej, 0) then
return false;
return true;

function negativerKreis(eg : Ecke, ej : Ecke, lidnge : Integer) : Boolean
foreach e; in N*(e;) do
if lange+B[i, j] <0 then
if ej=es then
return true;
else
negativerKreis(es, ej, lange+B[i, j1);
return false;

29. Die folgende Tabelle zeigt die Werte von D und vorganger fiir einen IW-Baum (ldngste
Wege Baum) mit Startecke e .

D vorganger
1/2(3]|4|5]6 1[2[3[4|5]6
0[1|-9-3|3|-7 0(1|4]|2]4]|3

30. Die if-Anweisung in der Prozedur £loyd aus Abbildung 10.25 muss wie folgt abgein-
dert werden.

if max(D[i, j1, D[], k1) <~ and D[i, k] > min(D[i, jI1, D[j, k1) then
D[i, k]:=min(D[i, j1, D[], k1);
V[i, k1=V[j, k1;

31. Da fj und f; konsistent sind, gilt 0 < f;(e) < Ble,e’] + fi(e’) firr i = 1,2 und jede Kante
(e,e’). Multipliziert man die erste Ungleichung mit a und die zweite mit b und addiert
diese dann, so erhilt man:

0 < afi(e) +bfa(e) < (a+b)Ble,e’l +afi(e') + bfr(e).

Dividiert man diese Ungleichung durch a+b, so folgt die Konsistenz von (afi+bf>)/(a+
b).

32. Fiir einen beliebigen Brettzustand b und einen Zielzustand z sei

f1(b) die Anzahl der Plittchen, welche in b eine andere Position als in z haben;

f2(b) die Summe der fiir jedes Plittchen von b (ohne Beachtung der anderen Plittchen)
mindestens notwendigen Verschiebungen, um die Position in z zu erreichen.

Fiir die in Abbildung 4.28 dargestellte Startstellung s gilt fi(s) = 8 und fo(s) = 13.
Sowohl f; als auch f; sind zuléssig. Beide Schétzfunktionen konnen mit Hilfe von Me-
triken auf dem Raum Z X Z definiert werden: fiir a,b aus Z X Z sei dj(a,b) = 0, falls
a=b,und 1, falls a # b und dz(a,b) = |ax — bx| + |ay — by |. Bezeichnet man mit P, (i)
die Position von Pléttchen i im Zustand a, so gilt

fi(a) = di(Pa(1),P-(1)) + ... + di(Pa(8),P=(8))
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fur i = 1,2. Aus der Dreiecksungleichung fiir d; und d, folgt:

8 8
£i(@) = £i(B) = > di(Pa(), P2 (i) = di(Po (1), P-()) < ) di(Pali), Po(j)-
j=1

Jj=1

Da die rechte Seite dieser Ungleichung hochstens so grof ist, wie die minimale Anzahl
von Verschiebungen, um Zustand b von Zustand a aus zu erreichen, sind f; und f; kon-
sistent. Wegen fi(a) < f2(a) wird das Ziel mit Hilfe der zweiten Schitzfunktion im
Allgemeinen schneller gefunden.

Startend mit dem trivialen Fluss fi werden mit Hilfe von Erweiterungswegen minimaler
Kosten neue kostenminimale Fliisse f; bestimmt. Dazu beachte man, dass der trivia-
le Fluss ein Fluss mit Wert 0 und minimalen Kosten ist. Einen Erweiterungsweg mit
minimalen Kosten findet man mit dem Algorithmus von Moore und Ford. Dieser Al-
gorithmus ist anwendbar, da es in den Graphen Gy, nach Teil (a) des Satzes aus Ab-
schnitt 8.7 auf Seite 246 keine geschlossenen Wege negativer Linge gibt. Das Verfahren
wird beendet, sobald Ecke s in Gy, nicht mehr von g aus erreichbar ist. Dann liegt ein
maximaler Fluss mit minimalen Kosten vor. Da alle Kapazititen ganzzahlig sind, gilt
| fiv1| = | fil + 1, d. h., der Algorithmus terminiert nach maximal | f;,,4x | Durchgingen.
Unter Verwendung des Algorithmus von Moore und Ford ergibt sich eine Laufzeit von
O(lfmax |n m)

Der in Abbildung 10.9 dargestellte Algorithmus von Dijkstra expandiert immer die Ecke
aus dem kW-Baum, welche aktuell den kiirzesten Abstand zur Startecke hat. Zur Losung
der gestellten Aufgabe muss die Ordnung auf den Ecken des kW-Baumes neu definiert
werden. Ist die Entfernung zweier Ecken zur Startecke gleich, so wird die Ecke, bei
der der Weg von der Startecke weniger Kanten enthilt, als kleiner angesehen. Hierzu
wird neben der eigentlichen Entfernung zur Startecke auch die Anzahl der Kanten des
Weges im kW-Baum in einem Feld kantenAnzahl gespeichert. Dieses Feld wird mit co
initialisiert. Die Funktion verkiirze muss wie folgt gedndert werden.
function verkurze(e; : Ecke, e; : Ecke) : Boolean
if D[i]+B[i, j] <D[j] then
D[j]=D[i]l+B[i, jI;
vorgdnger[j] = ej;
kantenAnzahl[j] := kantenAnzahl[i] +1;
return true;
else
if D[i1+B[i, j1=D[j] then
if kantenAnzahl[j] > kantenAnzahl[i]+1 then
vorganger[j] =ej;
kantenAnzahl[j] := kantenAnzahl[i] +1;
return true;
return false;

Die Implementierung des Algorithmus von Dijkstra wird an zwei Stellen gedndert. Die
Auswahl einer Ecke aus F erfolgt gemifBl der neuen Ordnung und beim Einfiigen einer
Ecke in F wird das Feld kantenAnzahl auf 1 gesetzt.

Es sei ey = (ay,...,as) die Start- und e; = (by,...,bs) die Zielecke. Fiir eine belie-
bige Ecke e von Qs sei e(i) die Ecke, welche sich von e genau an der i-ten Position
unterscheidet.
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for i:=1 to n do
if aj #b; then
Schicke Nachricht von e nach e(i);
e=e(i);

36. Nach dem die Breitensuche fiir eine Ecke s durchgefiihrt worden ist, enthilt das Feld
niveau die Lingen der kiirzesten Wege von s zu allen anderen Ecken. Somit geniigt es,
die Werte des Feldes niveau zu summieren.

Cc=0;

foreach e; in G.E do
Cc:=Cc+niveauli]

return Cc/(n-1);
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1. (a) Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass nach der
Zuordnung der Programme zu Prozessoren Prozessor P; die hochste Last hat. Be-
zeichne mit T die Gesamtlaufzeit aller P; zugeordneter Programme. Das zuletzt
an P; zugeordnete Programm habe die Laufzeit ;. Da Programm j als letztes zu-
geordnet wurde, hat jeder Prozessor mindestens eine Laufzeit von T — t;. Hieraus
folgt:

n
Z ti > m(T —tj) + t;.
i=1

Ferner ist A(n) = T und somit gilt

n

T ti 1
OPT(n) > 2= > (T-t) + L = A(n) - (1 - —)t;.
m m m

Wegen t; < OPT(n) folgt
1 1
A(n) < OPT(n) + (1 = —)t; < OPT(n)(2 - —).
m m

Hieraus ergibt sich die Behauptung.

(b) Die Lasten der einzelnen Prozessoren werden in einem Heap verwaltet. In jedem
Schritt wird der Prozessor mit der geringsten Last ausgewihlt und die Last dieses
Prozessors wird um die Laufzeit des aktuellen Programms erhoht. Diese Operati-
on hat den Aufwand O(log m). Fiir alle n Programme ergibt sich zusammen der
Aufwand O(nlogm).

(¢c) Essein = m(m—1) + 1, die ersten n — 1 Programme haben die Laufzeit 1 und das
letzte Programm die Laufzeit m. Hieraus folgt A(n) = 2m — 1 und OPT(n) = m.
Somit ist Wa(n) <2 — %

(d) Da das zuletzt zugeordnete Programm die kiirzeste Laufzeit hat, gilt

<
IA

< —OPT(n).

n
i=1 ti m
n

Hieraus folgt

Waln) < 1+%(1—1).

m

Wegen n > m wird also der Wirkungsgrad verbessert. Mit einer genaueren Analyse

kann gezeigt werden, dass ‘W (n) < ;—‘ - ﬁ gilt.

2. (a) Es sei G ein Graph, der entsteht, wenn die Wurzel eines Baumes der Hohe 1 und
s + 1 Ecken mit einer beliebigen Ecke des vollstindigen Graphen K verbunden
wird. G hat 2s + 1 Ecken und w(G) = s. Die Wurzel des Baumes hat in G maxi-
malen Eckengrad. Entfernt man diese und alle nicht zu ihr benachbarten Ecken, so
verbleiben s + 1 isolierte Ecken. Somit erzeugt Ac eine Clique der GroBe 2 und es
gilt OPT(G)/Ac1(G) = s/2 = (n = 1)/4 baw. W, = co.

67
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(b) Es sei G ein Graph G, der entsteht, wenn eine beliebige Ecke aus dem vollstandigen
Graphen K mit einer beliebigen Ecke aus dem vollsténdig bipartiten Graphen K s
verbunden wird. G hat 3s Ecken und w(G) = s. In K gibt es s — 1 Ecken mit
Eckengrad s — 1, diese werden von Ac; als Erstes aus G entfernt. Somit erzeugt Acy
eine Clique der Grofie 2 und es gilt OPT(G)/Ac2(G) = s/2 = n/6 bzw. W:CZ = co.

In Kapitel 6 wurde gezeigt, dass die GroBe einer maximalen Clique w(G) gleich der
GroBe einer maximalen unabhingigen Menge a(G) des Komplements des Graphen ist.
Somit ergibt sich aus jedem approximativen Algorithmus fiir das Optimierungsproblem
von Cliquen direkt ein approximativer Algorithmus fiir das Optimierungsproblem der
unabhiingigen Menge mit gleichem Wirkungsgrad. Die in der Aufgabe gemachte Aus-
sage folgt nun direkt aus dem letzten Satz aus Abschnitt 11.5.4 auf Seite 365.

Ein Erweiterungsweg beziiglich einer Zuordnung Z ist ein Weg, der bei einer nicht zu-
geordneten Ecke beginnt und endet und bei dem jede zweite Kante nicht in Z enthalten
ist. Mit Hilfe eines Erweiterungsweges W kann eine gegebene Zuordnung vergroBSert
werden. Hierzu werden aus Z alle Kanten entfernt, welche auf W liegen. Die restlichen
Kanten von W werden in Z eingefiigt. Die so entstandene Zuordnung enthilt eine Kante
mehr als die urspriingliche Zuordnung. Zum Beweis der Aussage in der Aufgabe wird
der Graph G’ betrachtet. Da die Kanten von G’ aus zwei Zuordnungen stammen, ist der
Eckengrad jeder Ecke von G’ kleiner oder gleich 2. Es sei H eine Zusammenhangskom-
ponente von G’. H ist entweder eine isolierte Ecke, ein einfacher, geschlossener Weg mit
der gleichen Anzahl von Kanten aus Z; und Z; oder ein offener einfacher Weg, dessen
Kanten abwechselnd aus Z; und Z, stammen. Komponenten vom letzten Typ mit einer
ungeraden Anzahl von Kanten sind entweder Erweiterungswege beziiglich Z; oder Z,
(je nachdem ob mehr Kanten aus Z, oder Z; stammen). Da alle Kanten aus Z; und Z,
auf die Zusammenhangskomponenten verteilt sind, muss es | Z; | — | Z; | Komponenten
vom letzten Typ geben, bei denen die Mehrzahl der Kanten aus Z, kommt. Dies sind
alles eckendisjunkte Erweiterungswege beziiglich Z;.

Die folgende Funktion greedyZuordnung erzeugt offensichtlich eine nicht erweiterbare
Zuordnung Z von G.
function greedyZuordnung(G : Graph) : Menge von Kante
var Z : Menge von Kante;
var ej, ej : Ecke;
var k : Kante;
foreach e; in G.E do
if esgibt Kante k = (ei, ej), welche zu keiner Kante aus Z inzident ist then
Z.einfugen(k);
return Z;

Es sei M eine maximale Zuordnung von G. Dann gibt es nach der letzten Aufgabe
|M| — | Z| eckendisjunkte Erweiterungswege beziiglich Z. Nach Konstruktion enthilt
jeder dieser Erweiterungswege mindestens zwei Kanten aus M. Da die Wege eckendis-
junktsind, ist |[M|—|Z| < |M|/2bzw.2|Z| > | M|. Hieraus folgt, dass der Wirkungsgrad
des angegebenen Algorithmus kleiner oder gleich 2 ist.

Es sei [ eine gerade Zahl und G; ein bipartiter Graph mit Eckenmenge

E={ai,...,a} U{bi,....b}



Kapitel 11 — Approximative Algorithmen — 69

und Kantenmenge

K={(ai,b) |i=1,...,1}U{(apbiz1) | i=1,3,5,...,1-1}
U{(aibio1) | i=3,5,...,1—1}.

Die Kanten {(a;,b;) | i = 1,...,1} bilden eine maximale Zuordnung mit / Kanten. Die
Kanten {(a;,b;+1) | i = 1,3,5,...,] — 1} bilden eine Zuordnung, die durch die Funktion
greedyZuordnung bestimmt wurden. Somit gilt

OPT(G))/A(G)) = 1/21 = 2,

d. h., der asymptotische Wirkungsgrad ist 2. Ist die von greedyZuordnung generierte
Zuordnung Z nicht vollstindig, dann gibt es eine nicht zugeordnete Ecke e. Es folgt,
dass alle Nachbarn von e (dies sind mindestens §(G) Ecken) durch Z abgedeckt sind.
Somit muss Z mindestens §(G) Kanten enthalten.

In der folgenden Implementierung von greedyZuordnung werden die Nachbarn jeder
Ecke genau einmal betrachtet, deshalb ist die worst case Laufzeit gleich O(n + m). Die
Endecken der Kanten der Zuordnung konnen in linearer Zeit aus dem Feld zuordnung
entnommen werden.

var zuordnung : Array[l..n] von Integer;

procedure greedyZuordnung(G : Graph)
var ej, ej : Ecke;

Initialisiere zuordnung mit 1 ;
foreach e; in G.E do
if zuordnung[i] =. then
foreach e; in N(e;j) do
if zuordnung[j] =. then
zuordnung[i] = ej;
zuordnung[j] :=ej;
break;

Der Algorithmus aus der letzten Aufgabe hat fiir das beschriebene Problem die worst
case Laufzeit O(n + ), wobei m die Anzahl der Kanten von G ist. Der folgende Algo-
rithmus ist ebenfalls ein Greedy-Algorithmus, d. h., die Aussage iiber den Wirkungsgrad
bleibt giiltig. Er verwendet eine verkettete Liste zur effizienten Iteration iiber die Menge
der noch nicht zugeordneten Ecken.

var zuordnung : Array[1l..n] von Ecke;

procedure greedyZuordnung(G : Graph)
var nachbarn : Array[1..n] von Boolean;
var unbedeckt : Liste von Ecke;
var ej, ej : Ecke;

Initialisiere zuordnung mit 1+ und nachbarn mit false;
Fiige alle Ecken von G in unbedeckt ein;
while unbedeckt # ¢ do
ei ‘= unbedeckt.entfernen();
foreach e; in N(ej) do
nachbarn[j] := true;
foreach e; in unbedeckt do
if not nachbarn[j] then
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unbedeckt.entferne (ej );
zuordnung[i] :=ej;
zuordnung[j] i=e;;
break;
foreach e; in N(e;) do
nachbarn[j] := false;

Fiir die Analyse der Laufzeit beachte man, dass jede der drei for-Schleifen innerhalb
der while-Schleife den Aufwand O(g(e;)) hat. Hieraus ergibt sich, dass der Algorithmus
lineare Laufzeit O(n + m) hat.

Nach Aufruf der Prozedur aus Aufgabe 5 werden die z Kanten der Zuordnung Z der
Reihe nach betrachtet. Gibt es fiir die Endecken einer Kante (e;,e;) nicht zugeordnete
Nachbarn e] und e]’. mit e] # le, so wird (e;,e;) aus Z entfernt und die beiden neuen
Kanten (e;,e;) und (e]’., ej) werden in Z eingefiigt. Man iiberzeugt sich schnell, dass nach
Betrachtung der z Kanten jeder Erweiterungsweg beziiglich Z aus mindestens fiinf Kan-
ten besteht (drei davon gehoren nicht zu Z). Die Laufzeit des Verfahrens bleibt weiterhin
linear.

Es sei M eine maximale Zuordnung von G. Dann gibt es nach der vorletzten Aufgabe
|M| — | Z| eckendisjunkte Erweiterungswege beziiglich Z. Nach Konstruktion enthilt
jeder dieser Erweiterungswege mindestens drei Kanten aus M. Da die Wege eckendis-
junkt sind, ist |M| — |Z| < [M|/3 bzw. 3| Z| > 2| M]|. Somit ist der Wirkungsgrad des
Algorithmus kleiner oder gleich 3/2.

Es sei [ eine durch 3 teilbare Zahl und G; ein bipartiter Graph mit Eckenmenge
E={ay,...,a;} U {by,... b}
und Kantenmenge

K ={(a;,b;) |i=1,...,1} U{(a;i,bi+1) | 1 £i <[, i nicht durch 3 teilbar}
U {(b;,a;+1) | 1 < i < 1,idurch 3 teilbar}.

Die Kanten {(a;,b;) | i = 1,...,1} bilden eine maximale Zuordnung mit [ Kanten. Die
Kanten {(a;,b;+1) | 1 < i <[, i nicht durch 3 teilbar} bilden eine Zuordnung, die durch
den Algorithmus bestimmt wurde. Somit gilt

OPT(G1)/A(Gy) =1/(2/3)l = 3/2
und der asymptotische Wirkungsgrad ist gleich 3/2.

(a) Angenommen es gibt eine Ecke e von G, welche nicht in M liegt und auch zu keiner
Ecke aus M benachbart ist. Wegen e ¢ M sind alle Nachbarn von e untereinander
benachbart, somit ist der von N[e] induzierte Untergraph vollstindig. Da G zusam-
menhingend aber nicht vollstindig ist, gibt es eine Ecke a aulerhalb von N[e] die
zu einer Ecke b aus N[e] benachbart ist. Aus der Definition von M folgt, dass b in
M liegt. Dieser Widerspruch zeigt, dass M eine dominierende Menge ist.

Es seien e,e’ € M und W ein kiirzester Weg zwischen e und e’ in G. Angenommen
es gibt auf W eine Ecke e” mit ¢’ ¢ M. Da P ein kiirzester Weg ist, sind die
beiden Nachbarn von e’” auf W nicht benachbart (sonst gébe es einen kiirzeren
Weg). Somit liegt e’ nach Definition in M. Dieser Widerspruch zeigt, dass M eine
zusammenhidngende dominierende Menge fiir G ist.
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(b) Es seien e, e’ beliebige Ecken von G und W ein kiirzester Weg zwischen e und e’.
Angenommen es gibt auf W eine innere Ecke e’ mit e’ ¢ M. Da P ein kiirzester
Weg ist, sind die beiden Nachbarn von e’” auf P nicht benachbart (sonst gibe es
einen kiirzeren Weg). Somit liegt e’” nach Definition in M. Dieser Widerspruch
zeigt die Giiltigkeit der Aussage.

(c) Der folgende einfache Algorithmus bestimmt M mit Aufwand O(nm).

foreach (e, ¢) in G.K do
foreach e; in G.E\{e, e} do
if ej € N(e) then
if ej ¢ N(e’) then
M.einfiligen(e) ;
else
if ej € N(e’) then
M.einfligen(e);

Der néichste Algorithmus bestimmt M mit Aufwand O(}}", g(i)?) = O(mA).

var Boolean : fertig;

foreach e in G.E do
fertig:= false;
foreach e; in N(e) do
if fertig then
break;
foreach e; in N(e)\{ej} do
if ej ¢ N(ej) then
M.einfiigen(e) ;
fertig:=true;

break;
Es seien ey, ..., es die Ecken, die in dieser Reihenfolge nach der angegebenen Regel
entfernt werden. Ferner sei M; = M\{ey,...,e;} firi =0, ..., s. Dann ist M = M und

M’ = M;. Im Folgenden wird mittels vollstdndiger Induktion nach i gezeigt, dass M;
die Eigenschaften (a) und (b) erfiillt. Der Induktionsanfang ergibt sich aus der letzten
Aufgabe. Es sei nun i > 0, dann erfiillt M;_; die Eigenschaften (a) und (b). Aus der
Regel ergibt sich direkt, dass auch M; eine zusammenhéngende dominierende Menge
von Ecken ist. Des Weiteren kann die entfernte Ecke e; auf keinem kiirzesten Weg von
G liegen, hieraus ergibt sich auch die zweite Aussage fiir M;. Damit ist der Beweis
vollstindig.

Es sei w die Wurzel des Breitensuchebaums und e eine Ecke auf dem b-ten Niveau.
Damit diese beiden Ecken durch M abgedeckt sind, muss es Ecken wy, ey € M mit
h(war) < 1 und h(epr) = b — 1 geben. Da M zusammenhingend ist, muss es einen Weg
zwischen wy, und ey mit Ecken aus M geben. Somit enthilt M mindestens b — 1 Ecken.

Fiir einen vollstindig k-partiten Graphen G gilt X(G) = k. Nachdem die erste Ecke einer
Teilmenge E; durch den Greedy-Algorithmus die Farbe f; erhalten hat, kann diese Farbe
an keine Ecke einer anderen Teilmenge E; mehr vergeben werden. Die restlichen Ecken
von E; werden jedoch unabhéngig von ihrer Reihenfolge mit dieser Farbe gefirbt. Somit
vergibt der Algorithmus genau k = X(G) Farben. Der Greedy-Algorithmus firbt die
Graphen C,, mit ungeradem n fiir jede Reihenfolge der Ecken mit 3 Farben, d. h., mit der
minimalen Anzahl von Farben. Die Graphen C, sind jedoch nicht vollstindig k-partit.
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In konstanter Zeit kann festgestellt werden, ob es sich um den vollstindigen Graphen
mit vier Ecken handelt. In diesem Fall ist X(G) = 4. Andernfalls folgt aus dem Satz von
Brooks auf Seite 169, dass X(G) < 3 gilt. Mit linearem Aufwand kann gepriift werden,
ob ein bipartiter Graph vorliegt, d. h., ob X(G) = 2 ist. Ist G nicht bipartit, dann besteht
G aus genau einer Ecke oder es gilt X(G) = 3.

Angenommen G besitzt einen Hamiltonschen Kreis K. Da der Grad jeder Ecke gleich
3 ist, muss die Anzahl der Kanten von K gerade sein. Die Kanten von K lassen sich
somit mit 2 Farben zulissig firben. Nun ist jede Ecke noch zu genau einer ungefirbten
Kante inzident, somit lassen sich die restlichen Kanten von G alle mit einer Farbe firben.
Hieraus folgt X’(G) = 3. Dieser Widerspruch zeigt, dass G nicht Hamiltonsch ist.

(a) Ein 1-Baum existiert nur, falls der von den Ecken ey, .. ., e, induzierte Untergraph
G’ zusammenhéngend und g(e;) > 2 ist. Es sei B ein minimal aufspannender Baum
von G’ und K; die Menge der zu Ecke e; inzidenten Kanten. Die beiden Kanten
aus K| mit den geringsten Bewertungen bilden zusammen mit den Kanten aus
B einen minimalen 1-Baum. Der Aufwand des Algorithmus hingt vom Aufwand
der Bestimmung eines minimal aufspannenden Baumes fiir G’ ab. Vergleichen Sie
hierzu die in Kapitel 3 vorgestellten Algorithmen.

(b) Man beachte, dass W ein 1-Baum ist.

Es seien W; und W> wie in der Aufgabe beschrieben. Gibt es eine Ecke e, welche mehr
als einmal auf W; vorkommt, dann gibt es Kanten (e, e) und (e, e2), welche nacheinander
auf W) vorkommen. Ersetzt man diese beiden Kanten durch die Kante (ej,e;), so folgt
aus der Dreiecksungleichung und der Minimalitit von Wy, dass der neu entstandene Weg
die gleiche Lénge wie Wi hat. Auf diese Art kann ein geschlossener einfacher Weg W/
mit gleicher Linge wie W, erzeugt werden, auf dem alle Ecken von G liegen. Hieraus
folgt:
L(W) > L(W;) = L(W) = L(W,).

Dies zeigt die Behauptung.

Es sei L; die Summe der Langen der Kanten, welche bis zum i-ten Schritt ausgewéahlt
und in den Weg W; eingefiigt werden. Es sei W; = <ey,...,e;,e;> der konstruierte Weg.
Mittels vollstdndiger Induktion nach i wird bewiesen, dass L(W;) < 2L; firi =2, ..., n

gilt. Fiir i = 2 ist die Aussage klar. Sei nun i > 2 und (es, f) die neu ausgewihlte Kante.
Da G die Dreiecksungleichung erfiillt, gilt

d(es-1,f) < d(es-1,es) +d(es, f)

bzw.
d(es—l,f) + d(es,f) - d(es—laes) < 2d(€5,f).

Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung folgt nun
L(VVI) = L(M/z—l) + d(es—lvf) + d(657f) - d(es—l,es)

< 2Ly + 2d(es, f)
= 2L,
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(Ist s =1, so ersetze man in diesen Ungleichungen e;_; durch e;). Man beachte, dass die
ausgewihlten Kanten genau die Kanten sind, welche auch der Algorithmus von Prim
auswihlt. Somit ist L(W,,) < 2K < 20PT(G), wobei K die Kosten eines minimal auf-
spannenden Baumes von G sind. Hieraus folgt die Aussage iiber den Wirkungsgrad. Der
Algorithmus hat die gleiche Laufzeit wie der Algorithmus von Prim.

Auf W liegen fiir jede Ecke e genau zwei verschiedene zu e inzidente Kanten. Diese
haben zusammen mindestens die Linge m(e). Da jede Kante auf W zu genau zwei Ecken
inzident ist, gilt:

% Z m(e) < L(W).

ecE

Die Funktion kantenFarbung gibt die Anzahl a der vergebenen Farben zuriick. Der
Aufwand der Funktion ist gleich O(a(n + m)).

function kantenFarbung(G : Graph) : Integer
var zuordnung : Array[1..n] von Integer;
var ej, ej : Ecke;
var farbe : Integer;

Initialisiere zuordnung mit 0;
farbe:=0;
while G.K#¢ do
farbe := farbe+1;
foreach e; in G.E do
if zuordnung[i] < farbe then
foreach e; in N(e;) do
if zuordnung[j] < farbe then
zuordnung[i] := farbe;
zuordnung[j] := farbe;
Firbe Kante (ei, ej) mit Farbe farbe;
Entferne Kante (eji, ej) aus G.K;
Entferne ej bzw. ej aus G.E wenn g(ei) =0 bzw. g(ej) =0;
break;
return farbe;

Zur Bestimmung des Wirkungsgrads des dargestellten Algorithmus werden die in Ab-
schnitt 11.4 konstruierten Graphen G, betrachtet. Sie haben eine minimale Eckeniiber-
deckung mit r Ecken. Die Konstruktion der Graphen bewirkt, dass der Algorithmus der
Reihe nach die Ecken aus R,, R,_1, . .., Ry auswihlt, d. h., die Menge R wird als Ecken-
iberdeckung konstruiert. Wie in Abschnitt 11.4 gezeigt, gilt auch fiir diesen Algorith-
mus Wy(n) = O(logn) und W; = oco. Mit Hilfe der in Abschnitt 5.2 entwickelten
Datenstrukturen kann der Algorithmus mit Aufwand O(n + m) umgesetzt werden.

Der Algorithmus verwaltet ein Feld iiberdeckung, in dem alle zur Uberdeckung geho-
renden Ecken markiert werden. Die Ecken des Baumes werden gemél der Tiefensuche
besucht. Bei diesem Algorithmus gehdren Blitter nicht zur konstruierten Uberdeckung.
Die Funktion eckenUberdeckung(e;, vorgédnger) zeigt beim Verlassen einer Ecke
an, ob die Kante (e;, vorganger) noch iiberdeckt werden muss. Der Funktionsauf-
ruf eckenUberdeckung(e, 1) mit einer beliebigen Ecke e bestimmt eine minimale
Eckeniiberdeckung in linearer Zeit O(n + m).

var uberdeckung : Array[1l..n] von Boolean;
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function eckenUberdeckung(e; : Ecke, vorgidnger : Ecke) : Boolean
var e; : Ecke;

tiberdeckung[i] := false;
foreach e; in N(e;) do
if ej # vorgédnger then
iiberdeckung[i] := eckenUberdeckung (ej , €i) or uberdeckung[i];
return not iberdeckung[i];

Die Korrektheit des Verfahrens wird durch vollstindige Induktion nach n, der Anzahl
der Ecken des Baumes B, gefiihrt. Fiir n = 2 erzeugt der Algorithmus offensichtlich eine
minimale Eckeniiberdeckung mit einer Ecke. Sei nun n > 2. Es sei e ein Blatt und e’ der
Vorginger von e im Tiefensuchebaum. Hat e’ keinen weiteren Nachfolger, so bestimmt
der Algorithmus nach Induktionsvoraussetzung eine minimale Eckeniiberdeckung U fiir
den Baum B\{e’,e}. Somit ist U U {e’} eine minimale Eckeniiberdeckung von B. Wie
man leicht sieht, ist dies aber genau die Eckeniiberdeckung, welche der Algorithmus fiir
B produziert. Gibt es in B kein Blatt mit dieser Eigenschaft, so muss es in B ein Blatt e
geben, so dass der Vorginger e’ ein weiteres Blatt als Nachfolger hat. Nach Induktions-
voraussetzung bestimmt der Algorithmus fiir den Baum B\{e} eine minimale Eckeniiber-
deckung U. Wie man wieder leicht sieht, ist dies genau die Eckeniiberdeckung, welche
der Algorithmus fiir B produziert.

(a) Es sei U eine Eckeniiberdeckung von G. Dann ist U auch eine Eckeniiberdeckung
von Gy mit bg, (U) < bg(U) — b(k) (mindestens eine der beiden Ecken e;, e; ist in
U enthalten). Ist U eine kostenminimale Eckeniiberdeckung von G so gilt:

p(Gy) < b, (U) < b6 (U) = b(k) = p(G) - b(K).

(b) Der Algorithmus A verdndert schrittweise die Bewertungen der Ecken von G. Be-
zeichne die dabei betrachteten Kanten mit ko, . . ., ks—; und die entstehenden ecken-
bewerteten Graphen mit Gy = G, G; bis Gs. Durch vollstidndige Induktion wird be-
wiesen, dass A(G;) < 2p(G;) furi = 0, ..., s gilt. Wegen A(Gp) = A(G) und
p(Go) = p(G) ist damit die Aussage bewiesen. In G, hat jede Kante mindes-
tens eine Endecke, deren Bewertung gleich 0O ist. Somit ist A(Gs) = p(Gs) = 0,
dies zeigt die Giiltigkeit der Induktionsvoraussetzung. Aus Teil (a) der Aufga-
be folgt fiir i < s die Giiltigkeit der Ungleichung p(Gi+1) < p(G;) — bg, (ki).
Ferner gilt A(G;) < A(Git1) + 2bg,(k;) und nach Induktionsvoraussetzung ist
A(Gi+1) < 2p(Giy1)- Aus diesen Ungleichungen folgt nun:

A(Gi) < A(Gir1) + 2bg, (ki) < 2p(Gir1) + 2bg, (ki) < 2p(Gi).

(c) Fiir einen beliebigen ungerichteten Graphen definiere eine nichtnegative Ecken-
bewertung durch b(e) = 1 fiir jede Ecke e. Mit dieser Bewertung bestimmt der
angegebene Algorithmus die gleiche Eckeniiberdeckung wie Agyy».

(d) Die Kanten von G werden in einer beliebigen Reihenfolge betrachtet.

foreach k= (e, ¢) in G.K do
b(e) :=b(e) -b(k);
b(e’) :=b(e) -b(k);

E:={e Ecke von G|b(e) =0};
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Ein polynomialer Algorithmus fiir das Optimierungsproblem l6st natiirlich auch das zu-
gehorige Entscheidungsproblem. Es sei

function eckenlberdeckung(G : Graph, wert : Integer) : Boolean

eine Funktion, welche mit polynomialem Aufwand entscheidet, ob G eine Eckeniiberde-
ckung mit wert Ecken hat. Mit maximal OPT Aufrufen dieser Funktion kann die Grof3e
OPT der kleinsten Eckeniiberdeckung von G bestimmt werden. Es sei nun (e,e’) eine
Kante des Graphen G. Dann liegt e oder e’ in einer minimalen Eckeniiberdeckung. Es
sei U, bzw. U, eine minimale Eckeniiberdeckung des Graphen, der sich aus G ergibt,
wenn alle zu e bzw. zu e’ inzidenten Kanten entfernt werden. Ist |U, | = OPT — 1, so ist
U, U{e} eine minimale Eckeniiberdeckung von G, andernfalls U,-U{e’}. Der beschriebene
Algorithmus wird durch den Aufruf minUberdeckung (G, OPT) der folgenden rekursi-
ven Funktion umgesetzt:
function minUberdeckung(G : Graph, wert : Integer) : Menge von Kante
if G.K=2 then
return o;
else
Wihle beliebige Kante (e, e’) aus G.K;
Ge := G ohne die zu e inzidenten Kanten;
if eckenUbderdeckung(Ge, wert-1) then
return {e} uminUberdeckung(Ge, wert-1);
else
Ge’ =G ohne die zu e’ inzidenten Kanten;
return {e’} uminUberdeckung(Ge’, wert-1);

Insgesamt wird diese Funktion héchstens n-mal aufgerufen. Damit wird auch die Funk-
tion eckenUberdeckung hiochstens n-mal aufgerufen, d. h., es liegt ein Algorithmus mit
polynomialem Aufwand vor.

Ein polynomialer Algorithmus fiir das Optimierungsproblem I6st natiirlich auch das zu-
gehorige Entscheidungsproblem. Es sei nun A ein polynomialer Algorithmus fiir das
Entscheidungsproblem. In einer ersten Phase werden die Kosten C fiir eine optimale Lo-
sung berechnet, die Bestimmung der optimalen Rundreise erfolgt dann in der zweiten
Phase. Ist [ die Linge der Kodierung einer Instanz des Problems des Handlungsreisen-
den, so liegt C zwischen 0 und 2. Mittels binirer Suche in Kombination mit Algorithmus
A kann C in hochstens n Schritten bestimmt werden. In der zweiten Phase wird Algo-
rithmus A fiir jede Kante einmal aufgerufen. Hierzu werden die Kosten der betrachteten
Kante auf C + 1 gesetzt. Ergibt die Anwendung von A, dass dieser Graph keinen Hamil-
tonschen Kreis mit Kosten C besitzt, so wird die Bewertung der Kante wieder auf den
urspriinglichen Wert zuriickgesetzt, andernfalls wird die Kante entfernt. Am Ende dieser
Phase bilden die verbliebenen Kanten einen Hamiltonschen Kreis mit Kosten C und das
Optimierungsproblem ist gelost. Insgesamt wurde Algorithmus A héchstens n + m-mal
aufgerufen, d. h., das Verfahren hat polynomialen Aufwand.

Ist e eine Ecke von G und T eine beliebige Teilmenge der Ecken von G, so wird mit
Nr(e) im Folgenden die Menge der in T liegenden Nachbarn von e bezeichnet. Es sei e
eine Ecke aus X mit Nx (e) > Ny (e). Wird nun e von X nach X verschoben, so erhilt der
Schnitt (X,X) genau Ny (e) —Nx(e) > 0 zusitzliche Kanten. Auch bei der Verschiebung
einer Ecke e aus X mit Nx(e) > Nx(e) nach X wird die Anzahl der Kanten im Schnitt
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erhoht. Da ein Schnitt maximal m Kanten enthilt, endet das Verfahren spitestens nach
m Schritten. Dann gilt Nx (e) < Nx(e) fiir alle Ecken e aus X, und N5 (e) < Nx/(e) fiir
alle Ecken aus X. Nun kann der Wirkungsgrad leicht bestimmt werden. Es ist

2A(G) = ) Ng(e) + > Nx(e).

eeX eeX
Hieraus folgt
OPT(G) £ m
= 23 (Nx(@) + Ng(@) + 3 (Nx(e) + Ny (@)

eeX eeX

< Z Ny (e) + Z Nx(e)

eeX eeX
= 2A(G).

Das betrachtete Entscheidungsproblem liegt offenbar in N'P. Es wird ein Graph G mit
Eckenmenge E = XUYUZ konstruiert. Zwei Ecken a,b € E sind genau dann benachbart,
wenn es kein Element m € M gibt, welches a und b gleichzeitig als Komponenten
enthilt. Der Graph G hat 3q Ecken und ldsst sich in polynomialer Zeit konstruieren. Ist
(x,y,z) € M, dann bilden x,y,z in G eine unabhingige Menge. Die von den Mengen
X,Y und Z induzierten Untergraphen sind vollstindig, somit ist X (G) > q. Es sei A eine
vier-elementige Teilmenge von E. Dann muss es in A zwei Elemente geben, welche in
der gleichen der drei Cliquen liegen. Somit ist «(G) < 3. Im Folgenden wird bewiesen,
dass M genau dann eine 3-dimensionale Zuordnung besitzt, wenn X (G) = q gilt. Hieraus
folgt unmittelbar die in der Aufgabe gemachte Aussage. Ist X(G) = g, so besteht G aus
genau g Farbklassen mit je drei Elementen. Es sei {a,b,c} mita € X,b € Yundc € Z
eine solche Farbklasse. Nach Konstruktion von G gibtes x € X,y € Yund z € Z, so dass
(x,b,¢),(a,y,c),(a,b,z) in M liegen. Wegen der paarweisen Konsistenz muss dann auch
(a,b,c) in M liegen. Hieraus folgt, dass die aus den Farbklassen gebildeten Elemente
aus M eine 3-dimensionale Zuordnung bilden. Umgekehrt gilt, dass jede 3-dimensionale
Zuordnung auf G eine disjunkte Uberdeckung mit 3-elementigen unabhingigen Mengen
induziert, d. h., es gilt X(G) = q.

Der erste Teil des Algorithmus entspricht der Funktion greedyZuordnung aus Aufga-
be 5. Besteht die erzeugte Zuordnung Z aus m’ Kanten, so gilt |I;| = n — 2m’. Wegen
m’ < n/2 gibt es eine Zahl y € [0,1] mit m" = n(1 — y)/2 bzw. |I;| = ny. Nun bildet
|Z| + |I1 | eine obere Abschitzung fiir «(G), hieraus folgt:

a(C) < S(1+y). )

Nun wird der zweite Teil des Algorithmus betrachtet. Im ersten Durchlauf der while-
Schleife werden 6 + 1 Ecken entfernt. In jedem weiteren Schritt werden hochstens A
Ecken aus E entfernt. Dazu beachte man, dass es wegen des Zusammenhangs von G
mindestens eine Ecke im Restgraphen geben muss, der Grad kleiner oder gleich A — 1
ist. Somit gilt:

|| >

#+1. (2)
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Aus Gleichung (1) und |I; | = ny folgt:

a(G) y+1
- 3
= 2y ¥
Aus Gleichung (1) und (2) folgt:
a(G) - 5(1+y) An(1 +y) - An(1 +7y) @

L] ~ W T 2n-+1)+A) T 2n-1)"

Fiir die folgende Analyse beachte man, dass fiir y € [0, 1] die Funktion (y + 1)/2y
monoton fallend und die Funktion An(1 + y)/2(n — 1) monoton steigend ist. Fiir die
Bestimmung des Wirkungsgrads des Algorithmus ist der Schnittpunkt S = (n — 1)/An
der beiden Funktionen von Bedeutung. Fiir y < Sist || > |I;]| und fiir y > S ist
|I1| = |I»]. Aus den Gleichungen (3) bzw. (4) ergibt sich die angegebene Schranke fiir
den Wirkungsgrad.

Es sei d; der Eckengrad der Ecke im Restgraphen, welche in Durchlauf i entfernt wurde.
Dann gilt folgende Beziehung zwischen n und den d;:

|1 |

n= > (di+1).
i=1

i=

(&)

Da jedesmal die Ecke mit dem kleinsten Eckengrad ausgewéhlt wird, haben im i-ten
Schritt alle entfernten Ecken mindestens den Eckengrad d;. Somit werden im i-ten Schritt
mindestens d;(d; + 1)/2 Kanten entfernt. Hieraus folgt:

7 | |

dn
S =IEl 2 ;d,—(di +1)/2.

Addiert man das zweifache der letzten Gleichung zu der ersten Gleichung, so erhélt man
mittels der Cauchy-Schwartz Ungleichung und der ersten Gleichung:

B || L[ P
d+1)n > di+1)" > — di+1)| = —.
(d+1) Z‘( Pzl D) =

i=1
Hieraus ergibt sich sofort die Behauptung.

Der Beweis erfolgt mittels vollstindiger Induktion nach der Anzahl der Ecken des Gra-
phen. Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial. Es sei nun G ein Graph mit n > 1 Ecken. Die
Funktion unabhdangigelMenge bestimmt eine unabhingige Menge U mit u(n) Ecken. Es
sei G’ = G\U. Nach Induktionsvoraussetzung erzeugt fdarbung fiir G’ eine Fiarbung mit
hochstens

Farben und fiir G wird genau eine zusitzliche Farbe benotigt. Da u monoton steigend
ist, gilt

— > — =1
i=n—u(n)+1 u(l) i=n—-u(n)+1 u(n)

Hieraus folgt die Behauptung.
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Erfiillen die Bewertungen der Kanten die Dreiecksungleichung, so gilt L < 2K. Im

Allgemeinen gibt es aber keine solche Konstante, wie der folgende Graph zeigt, hierbei
ist L von b abhiingig und K von b unabhingig.

Das betrachtete Entscheidungsproblem liegt offenbar in AV¥. Fiir einen gegebenen zu-
sammenhingenden Graphen G wird wie im Hinweis zur Aufgabe ein neuer Graphen G’
konstruiert. Es sei

S = {xee | (e,€") ist Kante von G} U {e,}.

Es sei ssze; das Gewicht eines minimalen Steiner Baums von G’ fiir S und sg..; die
Anzahl der Ecken in einer minimalen Eckeniiberdeckung fiir G. Im Folgenden wird be-
wiesen, dass Ss;e; = Sqeck +m gilt. Hieraus folgt unmittelbar die in der Aufgabe gemachte
Aussage.

Es sei M eine minimale Eckeniiberdeckung von G. Dann ist der von S U M induzierte
Untergraph U von G’ zusammenhingend. Hierzu beachte man, dass e, zu jeder Ecke
aus M benachbart ist und jede Ecke aus S\{e,} zu einer Ecke aus M benachbart sein
muss (M ist eine Eckeniiberdeckung). Da alle Kanten die Bewertung 1 haben, hat ein
aufspannender Baum von U das Gewicht |S U M| = sg..x + m. Hieraus folgt sgse; <
Sdeck + m. Sei nun T ein minimaler Steiner Baum von G’ fiir S und S’ die Menge der
Steiner Ecken von T. Nach Konstruktion von G’ bildet S’ eine Eckeniiberdeckung von
G: Ist k = (e,e’) eine Kante von G, so gibt es in T einen Weg von e,, nach x.., dieser

verwendet eine der Ecken e und e’, d. h., e oder e’ liegt in S’. Hieraus folgt:

Sdeck < IS,I = Sstei + 1 = |S| = Ssei —m.

Der Greedy-Algorithmus vergibt maximal A + 1 Farben. Nach Aufgabe 30 aus Kapitel 2
enthélt jeder Unit Disk Graph eine Clique mit mindestens [A/6] + 1 Ecken. Somit ist
X > [A/6] + 1. Hieraus folgt:

OPT A+1
< <
X [A/6] +1

6.



