
Sekundarstromungen in viskoelastischen 
FIUssigkeiten - ein Ruckblick 

Secondary flows in viscoelastic 
fluids - a retrospect 

Es wird ein - den Zeitraum von rund zwanzig 
Jahren (1956-76) umfassender- geschichtlicher 
Oberblick iiber die theoretische Voraussage und 
die experimentelle Realisierung verschiedener 
Typen von Sekundarstromungen in viskoelasti­
schen Fliissigkeiten gegeben [1], [2]. Dies sind 
zuerst die stationaren Stromungen urn rotie­
rende Korper, durch gerade und gekriimmte 
Rohre sowie in konischen und Keilspalt-Diisen, 
doch wird abschlieBend auch kurz auf solche 
in oszillatorischen Stromungen eingegangen. 

1 Einleitung 

Als in den fruhen funfz iger Jahren d ie  ersten l nforma· 
t ionen uber Normalspannungseffekte durch d ie  a ls 
Fo lge des Krieges Deutsch land noch umgebenden 
lso lat ionswande h indurchd iffund ierten ,  waren das 
erregende Neu igkeiten .  Insbesondere traf d ies fUr 
M. Reiners theoretische Voraussagen [3]  der Existenz 
einer F luss igkeit mit ,Querviskositat" und noch mehr 
fUr d ie  von K. Weissenberg 1 948 auf dem ersten 
Rheologie- KongreB vorgeste l lten Experimente [4] zu .  
N icht nur  waren Phanomene w ie  z .  B .  das Hochk lettern 
von F luss igkeiten an e iner Ruhrerwe l le  als so lche ver­
b luffend ,  sondern d ie  Vorste l lung von Normalspan­
nungen ,  die den Stroml in ien quasi den Charakter von 
gespannten Gummifaden verle ihen ,  erbffnete ganz 
neue Gesichtspunkte fur das Nachdenken uber d ie 
Mbgl ichkeit weiterer absonder l icher Effekte in  
Strbmungen sag . n icht-newtonscher F luss igkeiten .  

Zwar wuBte man langst, daB durch e i ne  scherge­
schwind igkeitsabhangige Viskositat die Strbmungs­
profi le beeinf luBt werden kbnnen ,  aber d ie Strbmungs­
form se lbst b l ieb dabe i  doch erhalten .  Nun aber erhob 
s ich d ie  Frage, ob infolge von Normalspannungen n icht 
weitergehende Veranderungen des Strbmungscharak­
ters mbgl ich se in kbnnten ,  d .  h .  ob s ich der Pr imar­
strbmung,  wie s ie unter vorgegebenen Randbedingun­
gen in e iner newtonschen F lussigkeit in Ersche inung 
treten wurde ,  n icht noch e ine das Strbmungsbi ld 
qua l i tativ verandernde Sekundarstromung uberlagern 
kbnnte . 

Natur l ich kannte man auch in newtonschen F luss ig­
ke iten sekundarstrbmungsartige Effekte langst a ls  
Fo lge der  Massentragheit , z .  B .  der Zentrifugalkrafte , 
doch sp ie lten solche be i  den durchweg sehr zahen 
n icht-newtonschen F luss igke iten zumeist nur  e ine 
untergeordnete Ro l le .  Bei d iesen muBte man den 
* 

Stark gekurzte F assung des  Hauptvortrages au f  de r  Jahrestagung 
der Fachgruppe Rheologie in der Polymer·Gruppe der Schweiz am 
28. Marz 1996 in Base l  - zu Ehren von Prof. Dr. Joachim. Meissner 
aus AnlaB seiner Emeritierung. 

This paper provides a historical overview of 
theoretical and experimental developments 
related to a variety of secondary flows in 
viscoelastic fluids, covering the critical years 
from 1956 to 1976 [1], [2]. Types of flows 
described include steady flow around rotating 
bodies, flow through straight and curved pipes 
and through conical and slit dies. Finally oscil­
latory flows are briefly discussed in the closing 
section. 

1 Introduction 

As the first news of normal stress effects penetrated 
the post-war iso lation surround ing Germany in the 
early 1 950s,  it generated cons iderab le excitement. 
Such effects supported M. Reiner's theoretica l  pre­
d ict ions about the existence of fl u ids with "cross 
viscos ity" [3] and were particu larly app l icab le to the 
experimental resu lts shown by K. Weissenberg in 1 948 
at the first Internationa l  Congress on Rheo logy [4] . 
Not on ly were the newly observed effects such as 
rod-c l imbing astound ing ,  the notion of normal 
stresses,  which cause f low l ines to atta in  a character 
somewhat l i ke stretched rubber threads ,  provided a 
new perspective for consider ing other pecu l iar  flow 
effects exh ib ited by non-Newton ian fl u i ds .  

Of  course,  it had long been  known that the  flow profi le 
could be influenced by a shear rate dependent viscos ity, 
even whi le the form of the flow remained the same.  
Now however, the quest ion arose whether normal 
stresses cou ld cause more extens ive changes to the 
f low character .  For instance,  cou ld the pr imary flow, 
i . e . ,  that exhib ited by a Newton ian flu i d  under the 
given boundary cond itions ,  be super imposed with 
a secondary flow that d iffered qua l itative ly from the 
pr imary flow? 
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viskoelastischen Normalspannungskraften ,  wenn s ie 
qua l itativ ahn l iche Veranderungen hervorrufen wurden ,  
erheb l ich groBere Wirkungen zutrauen konnen .  

D e r  theoretische E instieg in  d iese Problemste l l ung 
erfolgte durch e ine 1956 veroffentl ichte Untersuchung 
von J. L .  Ericksen [5] . Dar in wurde gezeigt, daB i n  
geraden Rohren e ine gerad l in ige Stromung nur  unter 
sehr e ingeschrankten Bedingungen existieren kann .  
D i e  nahezu trivia le  Konsequenz davon ist ,  daB man 
zusatz l ich zu der  gerad l i n igen Pr imarstromung in  der  
Querschn ittsebene des Rohres ver laufende Sekundar­
stromungskomponenten annehmen muB ,  und deren 
Form wurde fur den Fa l l  e ines e l l i ptischen Rohrquer­
schn itts unter Zugrundelegung des Model ls  e iner 
sogenannten Re iner-Rivl i n-F iuss igkeit auch kurz darauf 
von A. E. Green und R. S. Rivlin [6] berechnet. Diese 
Rechnungen l ieBen a l lerd ings erkennen ,  daB fUr der­
art ige Sekundarstromungen in erster Naherung nur  
d ie  zweite Normalspannungsd ifferenz e iner Ro l le  
sp ie lt ,  d ie  stets k le in gegenuber der  ersten ausfal lt ,  
und daB der  Effekt mit der  vierten Potenz des tre iben­
den Druckes zun immt.  Daher sol lte man a prior i erwar­
ten ,  daB solche Effekte nur  e ine sehr geringe lntens itat 
aufwe isen .  

2 Sekundarstromungen urn rotierende Korper 

Nun veroffentl ichte aber J. G. Oldroyd [7] 1958 ahn l i­
che Betrachtungen,  wie s ie zuvor von Ericksen fur 
gerad l i n ige Stromungen durchgefuh rt worden waren ,  
fur Stromungen um rotationssymmetrische stat ionar 
rotierende Korper. Dabei fand er ,  daB  auch be i  Ver­
nachlassigung von Zentrifugaleffekten e ine kreisformige 
Stromung n icht existieren kann ,  wenn Norma lspannun­
gen vorhanden s ind . E ine einfache Analyse l i eB  weiter­
h i n  erkennen ,  daB  d ie  a ls  Folge davon in der Mer id ian­
ebene entstehende Sekundarstromung bereits a ls  e in  
Effekt zweiter Ordnung i n  der re lativen Umdrehungs­
geschwind igkeit auftreten und dabe i  auch d ie  erste 
Normalspannungsd ifferenz von E inf luB se in muBte . 

D ies war e ine Anregung,  solche Stromungen experi­
mente l l  zu  rea l i s ieren und auf Sekundareffekte zu 
untersuchen . Als geeignete Versuchsf luss igkeit 
e rwiesen s ich waBrige Losungen von Polyacry lam id .  
Als w i r  zum ersten ma l  e ine Kuge l  in  e iner  F lasche m i t  
Versuchsflussigkeit ,  i n  der  e ine Anzahl Luftblasen ver­
tei lt waren ,  rotieren l i eBen ,  bekamen d iese momentan 
ganz spitze .,Schnauzen" und bewegten s ich - jeden­
fa l l s  in e iner  Umgebung der Aquatorebene - nahezu 
rad ia l  auf d ie Achse der Kugel  zu .  Bei den anschl ieBend 
i n  einem PlexiglasgefaB m it quadratischem Grundr iB 
durchgefuhrten V ersuchen konnten desha lb d ie  
Stroml in ien durch  l njekt ion e ines Fad ens mit angefarb­
ter F luss igkeit s ichtbar gemacht und photograph isch 
erfaBt werden .  Es wurden n icht nu r  Stromungen um 
e i ne  rotierende Kugel untersucht, sondern auch  so lche 
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Natural ly , secondary flow effects in Newtonian f lu ids 
due to inert ia l  forces such as centrifugal  effects had 
a lso long been known . However, these effects were 
only margina l ly important in  non-Newton ian flu ids ,  
wh ich  typ ica l ly have a very h igh  viscosity . For  such 
flu ids ,  v iscoelastic norma l  stresses,  i f  impart ing 
qua l itatively s imi lar pecu l iarities as inert ia l  forces,  
were capable of caus ing cons iderably larger effects . 

The theoretica l  entry i nto th is f ie ld was accompl ished 
i n  a study pub l ished in  1956 by J. L .  Ericksen [5] . 
Th is work showed that obta in ing a precise ly recti­
l i near flow for non -Newtonian flu ids  flowing through 
stra ight p ipe was possible only under very restricted 
cond itions .  The a lmost trivia l  consequence is that, in 
add it ion to the l i near pr imary flow, one must assume 
existence of a secondary f low component in  the 
cross-sectiona l  plane of the pipe. The form of th is 
component was ca lcu lated by A. E. Green and 
R. S. Rivlin [6] for  the case of an  e l l i pt ica l  p ipe cross­
section us ing the so-ca l led Reiner-Rivl i n  f lu id mode l .  
From these ca lcu lations it was apparent that, for  th is  
type of  secondary flow, to a first approximation the 
effect depends only on the second norma l  stress 
d ifference,  which is always much smal ler  than the 
first normal stress d ifference . The ca lcu lat ions also 
showed that the effect increased proportiona l ly to the 
app l ied pressure ra ised to the fourth power .  One cou ld 
therefore a pr ior i  conc lude that such effects would be 
of very l im ited intens ity. 

2 Secondary flows around rotating bodies 

In 1958 J. G. Oldroyd [7] pub l ished theoretica l  pre­
d ict ions s imi lar  to those Ericksen had presented for 
l i near f lows, but this time cons idered flow around 
axia l ly symmetric steadi ly rotat ing bod ies .  He found 
that even when centrifuga l  effects were ignored , 
a c i rcu lar flow cannot exist when normal stresses 
are present .  A s imple ana lysis a lso showed that 
the secondary flow (which or ig inates in  the mer id ian 
p lane)  i s  a second order function of the angu lar 
veloc ity and that the f i rst normal stress d ifference is  
a lso of  contro l l i ng influence in  th is phenomenon .  

These theoretica l  pred ictions stimu lated experimental 
efforts to real ize such f lows and to look for secondary 
effects . Aqueous solut ions of polyacrylamide proved 
to be a suitable test flu i d .  The first t ime we p laced 
a sphere into a g lass bott le of test f lu id in  which a 
large number of a i r  bubbles was d istributed and began 
rotating the system ,  the bubb les adopted a stretched 
out form with sharply defined t ips (at least near the 
equator ia l  p lane) and moved about rad ia l ly up  to the 
sphere axis .  In fo l low-on exper iments conducted with 
a Plexig las vessel with square bott om ,  it was poss ib le 
to v isua l ize and photograph the f low l i nes by i njecting 
a thread of dyed f lu id .  Using th is method othe r  flows 
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in e iner  Kegei-Piatte-Geometrie sowie - im H inb l ick  
auf  Probleme des Ruhrens und Mischens in v isko­
e last ischen F luss igkeiten - um e in ige Ruhrer .  Dank der 
Geschick l ichkeit des mit d iesen Experimenten betrauten 
D ip lomanden K. Feldkamp konnte ein Farbfi lm herge­
ste l l t  werden,  der die beobachteten Strbmungsphano­
mene noch v ie l  e indrucksvo l ler  vorzufuhren gestattete . 
Er wurde 1 963 auf dem 4. l nternationa len Rheologie­
KongreB vorgefUhrt und  erregte dort - a ls d ie  wahl  
erste Demonstration von Sekundarstrbmungsphano­
menen uberhaupt - ein iges Aufsehen [8] . 

H ier  se i  noch kurz auf d ie  para l le l  verlaufende theore­
t ische Analyse e ingegangen .  Fur d ie  umstrbmte Kugel 
wurde das Strbmungsfe ld von uns zuerst unter Ver­
nach lass igung,  kurz darauf aber auch unter E inbe­
z iehung der Tragheit fur eine sog . ,F iuss igkeit zweiter 
Ordnung" berechnet .  Der tragheits lose Fall war schon 
kurz zuvor von W. E. Langlois [9] fUr d ie  etwas kompl i­
Z iertere Strbmung zwischen zwe i relativ zue inander 
rotierenden konzentri schen Kugeln behandelt worden .  
Das  Problem war  offenbar reif fu r  e ine Lbsung :  So 
ze igte m i r  K.  Walters auf  dem o .  g .  KongreB se ine 
noch unverbffentl ichten Ergebn isse [ 1 0] ,  d ie  er  mit 
H i lfe e ines anderen F lussigkeitsmodel ls  und e iner  
anderen mathematischen Methode gewonnen hatte 
und d iese erwiesen s ich a ls mit den unsrigen aqu iv�­
lent .  Auch R. K. Bhatnagar [ 1 1 ]  hatte in lnd ien etwa 
zur  se lben Zeit das g le iche Ergebn is  erhalten .  

Das  mitte ls de r  Approximation zweiter Ordnung berech­
nete Sekundarstrbmungsfeld ist in Abb. 1 im Mer id ian­
schn itt dargeste l lt .  Je nach der GroBe des Verha ltn isses 
von Viskoelastiz itat und Massend ichte - d ie erstere 
gekennzeichnet du rch eine ze itartige Konstante 
(ana log e iner  sog. ,Re laxationsze it") - ergeben s ich 
v ier wesentl ich versch iedene Typen . Fur e ine newton­
sche F luss igkeit (a) domin iert im gesamten Fe ld der 
E inf luB der Zentrifuga lkrafte , we lche d ie Stromung in  
e 1nem gew1ssen symmetrisch zur  Aquatorebene gele­
genen Winkelbere ich nach auBen und auBerha lb des­
se lben nach innen fbrdern .  Wird indessen e in  kritischer 
Wert des genannten Verha ltn isses uberschritten ,  wird 
das Strbmungsfe ld i n  zwei Zonen aufgete i l t  (b)  d ie  
du,rch e ine zur  rotierenden Kuge l  konzentr isch� Kugel­
f lache gegenemander abgegrenzt werden :  in der 
inneren domin ieren d ie  v iskoelastischen Normalspan­
nungen ,  welche d ie F luss igkeit i n  .ii.quatornahe nach 
innen z iehen ,  i n  der auBeren dagegen d ie Zentrifugal­
krafte . M1t zunehmender Viskoelastiz itat wird d ie  inne­
re Zone stetig vergrbBert und fu l l t  von e inem zweiten 
kriti schen Wert ab den ganzen AuBenraum (c); anders 

Abb. 1 :  
Meridianschnitt des Sekundarstromungsfeldes um eine 
r�tierende

. 
Kugel gema� der Approximation zweiter Ordnung 

fur versch1eden stark v1skoelastische Fliissigkeiten. Nach [1] 

Fig. 1 .  
Meridional section o f  the secondary flow field around a 
rotating sphere based on the second order approximation 
for fluids with varying degrees of viscoelasticity (from [1]} 

were a lso examined such as cone and p late flow 
and ,  with a view to understand sti rr ing and mix ing 
prob lems,  flows created by various sti rrers. 
Through the ski l l  of the student conducting these 
experiments, K. Feldkamp, a color f i lm was produced 
that d ramatical ly demonstrated the flow phenomena .  
Th is fi lm was presented at  the  4th I nternationa l  
Congress on Rheology. As the fi rst pub l ic  demon­
strat ion of secondary flow phenomena,  it created 
a sensation [8] . 

Here I wi l l  briefly d iscuss some of the theoret ica l  
ana lys is that was occurr ing i n  para l le l  to the experi­
mental work .  I n  our i n it ia l  ana lysis of the flow f ie ld 
surround ing the immersed sphere we neglected 
inert ia l  effects ; these were later inc luded wherein 
we cons idered the model  of a so-ca l led "second-order 
fl u id . "  The case without inertia had a lready been solved 
by W. E. Langlois [9] a short time ear l ier for the more 
compl icated flow between two concentric spheres in 
opposed rotation .  The problem was obviously ripe to 
be solved : at the Rheology Congress mentioned above 
K. Walters showed me unpub l i shed ca lcu lations [1 OJ 
obta ined us ing a d ifferent f lu id model and d ifferent 
mathematical method ; these proved to be ident ical  to 
our resu lts . Around the same time R. K. Bhatnagar [ 1 1 ]  
i n  I n d i a  a l so  produced t he  same results. 

The secondary f low f ie ld ca lcu lated us ing the second­
order f lu id approximation is shown in Fig. 1 for the 
merid ional cross-section .  Depending on the magnitude 
of the viscoelastic ity to mass dens ity rat io (where the 
former is  character ized by a t ime constant analogous 
to a relaxation t ime) ,  essent ia l ly four  types of flow 
f ie lds may exist. For the Newton ian f lu id shown i n  (a ) ,  
centnfugal forces dominate over the entire flow 
reg ion ,  forc ing flow with in  certa in  angu lar regions 
(symmetric with respect to the equator ia l  p lane) 
outward ,  and d rawing the flow inward outs ide these 
reg ions .  If the viscoelastic ity/mass dens ity ratio 
exceeds a critica l  va l ue ,  the flow field cons ists of two 
adjacent zones d iv ided a long a spher ica l  per imeter 
concentric to the rotating sphere, as shown in  (b ) .  
I n  the inner  zone viscoelastic normal stresses 
dominate - these stresses pul l  the f lu id i nward near 
the equatorial p lane .  I n  the outer zone centrifugal 
forces dominate and the f low l ines are analogous to 
those of the Newton ian l i qu id .  As the viscoelastic ity 
mcreases, the s ize of the inner zone a lso stead i ly 
mcreases unt1 l ,  at a second cr i t ica l  va lue of the ratio 
it occup ies the entire outer region as shown i n  (c). ' 

In contrast to a Newton ian fl u i d ,  the flow l i ne pro­
jections l i e  on c losed curves around common centres 
and on ly extend to inf in ity when inert ia l  effects are ' 

ignored comp lete ly, as shown in (d ) .  
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The expandable laboratory 

rheometer system 

a for measu r i n g  the v i scosity 

and for record i n g  and eval uati ng 

f low c u rves:  
PHYS I CA V ISCOLAB LC 3 and 

LC 1 00 for rotat ional  tests with con­

tro l l ed shear rate 

b for meas u r i n g  the v iscosity and 

the y ie ld  point  and for record i n g  
and eva luat ing  t h e  flow behav iour :  
PHYS I CA-RHEOLAB M C  1 0  

for rotat ional  tests with contro l l e d  

s h e a r  rate or s h e a r  stress 

c for measu r ing  v iscous and 

e l ast ic mate r ia l  properties and for 
record i n g  and evaluat ing  the f low 
and stra in  behaviour :  

PHYS I CA-R H E O LAB M C  20,  

M C  1 00 ,  M C  1 20 for rotat ional , 

c reep and osc i l lat ion tests with 

contro l led  shear rate or  shear 

stress 

The right measuring system 

for your applications 

1 .  i n  qua l ity control and product 

development ,  for safe absol ute 
meas u rements , yet easy to h an d l e :  
Standard measu r ing  d r ive system 
PHYS I CA SM-LM for cyl i n d e r  

meas u r i n g  systems 

2. i n  qua l ity contro l  and product 

development for smal l  sample 
q u antit ies ,  short temperatu re con­
trol t imes and quick c l ean i n g :  

Standard meas u r i n g  d r ive system 
PHYS I CA SM-KP for cone/p l ate 
and p l ate/p late meas u r i n g  system s  

3. i n  researc h and product devel­

opment as a modular d e s i g n  
syste m ,  adaptive t o  a l l  a p p l i cations 

over  a w ide temperature ran g e :  

U n iversal meas u r i n g  d r ive system 
PHYS I CA UM for cyl i n d er, cone/ 

p l ate and p late/p l ate measu r i n g  
systems 

The compact rheometer for 

the low stress sector 

4. A CSS rheometer with meas­

u r i n g  d r ive system with air bear ing 

and comp uter-contro l led  gap 
sett ing for meas u r i n g  v iscous and 
e last ic mater ia l  propert ies at 

extremely low shear stresses and 
for record i n g  and eval uati n g  the 

f low and stra in  behavi o u r :  
PHYS I CA Low Stress LS 1 00 for 

rotat ional , creep and osc i l l at ion 

tests ; with Pelt ier  temperatu re con­
trol device for cone/plate and 

p l ate/p late meas u r i n g  system s  

and a l i q u i d  tempe rature control 
device for cyl i n d e r  meas u r i n g  
systems 

The first portable rheometer 

of its class 

5. The fi rst portable rheometer 

for qua l ity control and product 
development ,  for meas u r i n g  the 

v iscosity and y ie ld point  and 
for record i n g  and eval uati n g  the 

f low behaviour :  
PHYSICA-RH EOLAB M C  1 

Portab l e  for rotat ional  tests with 
contro l led  shear rate and shear 
stress - expan dable with tem­

perature-control and meas u r i n g  
d rive systems f o r  cyl i n d e r, cone/ 

p l ate and p late/p late measu r i n g  

systems 

The special system for your 

spec ial wishes 

6. A dynamic cap i l lary rheometer 

with i nteg rated osc i l l at ing  U-tube 
for meas u r i n g  viscous and e lastic 
mater ia l  propert ies as a function of 

frequency or stra i n  on low-visco­
sity f l u i d s ,  as wel l  as the dens ity: 

PAAR OCR 

7. A viscometer for automat ica l ly  

measu r ing  the viscos ity of low to 
m e d i u m -viscos ity f lu ids with h i g h­
est reprod u c i b i l i ty; connect ing 

opt ion for  the autosam p l e r  S PV; 
can be combined with PAAR 
density meters:  

Rol l i n g  ba l l  v iscometer PAAR 
AMV 200/S PV 

8. An automatic fal l i n g  ba l l  v i sco­

m eter for determ i n i n g  v i scoelast ic 
mater ia l  propert ies at extremely 
low shear rates on h i g h-viscos ity 

mater ia ls :  
Magnetoviscometer PAAR MVM 

9. A viscometer for  meas u r i n g  
the viscos ity and f o r  determ i n i n g  

t h e  f low behav iour  o f  s u bstances 

under extreme shear stresses:  

H i g h-shear cap i l lary vi scometer 
PAAR HVA 6 

1 0. A favourably pr iced , stand ard 

method for manua l ly  meas u r i n g  
the viscos ity o f  f l u i d s  
Fal l i ng-bal l  v i scometer accord i n g  
t o  Heppler  

PHYSICA KF 1 0  

The reliable process vis· 

cometer for your production 

as a f low-throu g h ,  b u i lt - in  or 

i m mers ion system for conti nuous 
measurement and contro l  of 

the v iscos ity in the processi n g  

and product ion 

1 1 .  of i n homog eneous ,  abrasive 

or  stra in-sens i t ive su bstances 
i n  steady or t u r b u l ent f low: 

Osc i l l at ion rheometer 
PHYS I CA R H EOSW I N G  

1 2. o f  homogeneous f l u i d s  and 

melt ings i n  steady f low u n d e r  
test cond it ions corres pon d i n g  

t o  those i n  the laboratory:  

Rotat ional  vi scometer 
PHYSICA R H E OFLOW PV 1 00 

1 3. of very low to low-viscous 
f lu ids with h i g h est meas u r i n g  
val u e  resol ut ion :  
Cap i l lary vi scometer 

PHYS I CA VISCO FLOW KV 1 00 

Paar 
Physica 
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Abb. 2: 
Stromlinie bei der Umstromung einer mit 10 radjmin 

rotierenden Kugel (Durchmesser: 48 mm} in einer 
5%-igen wiilkigen Polyacrylamid-Liisung. Nach [8] 

Fig. 2. 
Streamlines for flow past a sphere with 

a diameter of 48 mm rotating at 1 0  radjmin 
in a 5% aqueous polyacrylamide solution (from [8]} 

a ls  be i  der newtonschen F luss igkeit verlaufen d ie 
Projektionen der Stroml i n ien aber auf geschlossenen 
Kurven um gemeinsame M itte lpunkte , d ie  erst be i  
vi:il l iger Vernach lass igung des Tragheitseinfl usses 
ins  Unendl iche rucken (d) .  

Be i  den oben beschr iebenen Exper imenten mit Poly­
acry lamid-Losungen konnte nur  der wegen der Kasten­
begrenzung n icht von Fall (d) zu untersche idende Fa l l  
(c)  rea l is iert werden ,  s .  Abb. 2. Dagegen wurde e in  
Stri:imungsfe ld  gemaB ob igem Fa l l  (b)  zuerst von 
K. Walters und J.  G. Savins [ 1 21 experimente l l  rea l i­
s iert ,  spater aber auch von uns genauer untersucht 
[ 13 ] .  Dabei  wurde gefunden ,  daB b is  zu einer gewis­
sen Rotationsgeschwind igkeit d ie  Voraussage gemaB 
der Approximation zweiter Ordnung gut erfu l l t  ist ,  s ich 
bei  hi:iheren Drehzahlen a l lerd ings i n  zunehmendem 
MaBe Abweichungen bemerkbar machen ,  d ie  a ls 
Effekte hi:iherer Ordnung interpretiert werden mussen .  

Auch  be i  den schon  fruher untersuchten starker visko­
e last ischen Polyacry lamid-Li:isungen waren bei den 
hi:ichsten Drehzah len Effekte hoherer Ordnung beob­
achtet worden .  Es b i ldete s ich dann unmitte lbar um 
d ie  Kugel herum e ine Zentrifugalzone i n  Form e ines 
Doppeltorus aus ,  wahrend weiter auBen der E inf luB der 
Normalspannungen unverandert domin ierte . Unter gun­
stigen Umstanden l ieBen s ich i n  e inem beschrankten 
Drehzahlbereich sogar gle ichzeitig eine innere und e ine 
auBere Zentrifugalzone real is ieren, s .  Abb. 3.  

Die etwas aufwendigere Berechnung der Stri:imung 
in  e iner Kegei- Piatte-Geometrie unter ahn l ichen 
Voraussetzungen,  wie s ie fUr d ie  Kugel gemacht 
worden waren ,  wurde zuerst von P. L .  Bhatnagar 
und S. L. Rathna [ 1 4] in Angriff genommen,  von 
D. K. M. Rao [ 1 5] vervo l l stand igt und spater von 
uns bezugl ich eines dart vorhandener Rechenfeh lers 
korrig iert [ 1 6] .  E in grundsatz l icher Untersch ied zu 
den Ergebnisses fUr d ie  Kugei- Umstri:imung besteht 
dar in ,  daB hier fUr jedes Verha ltn is von Viskoelastiz itat 
zu  D ichte e ine E inte i lung i n  zwei Zonen gefunden wird: 
In e iner  Umgebung um d ie  Kegelsp itze domin ieren 
d ie  v iskoelastischen Normalspannungen ,  weiter auBen 
dagegen d ie Zentrifugalkrafte . 

In der anfangs erwahnten Untersuchung [8] wurde 
hauptsach l ich der Fa l l  ana lysiert ,  i n  der d ie  v iskoelasti­
schen Normalspannungen im gesamten F lussigke its­
volumen domin ierten bzw. e ine Zentrifugalzone s ich 
gerade auszub i lden begann ,  vg l .  Abb. 4a und b. Zwar 
wurden auch h ier  schon mit verdunnteren Losungen 
von Polyacrylamid Stri:imungsformen gemaB der theo­
retischen Voraussage beobachtet, doch wurden d iese 
erst 1966 in Verb indung mit e iner  von K.-0 .  Falke aus­
gefUhrten D ip lomarbeit [ 1 61 deta i l l i e rter untersucht und 
zur  Abschatzung der v iskoelastischen Kenngri:iBen von 
Polysi loxanen und deren Li:isungen i n  Deka l i n  heran­
gezogen .  
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In the exper iments descr ibed above with polyacryl­
amide solutions ,  only the flow f ie ld shown in (c) was 
rea l ized (see Fig. 2) . The flow f ie ld shown in (b)  
was f i rst rea l ized experimental ly by K. Walters and 
J. G. Savins [ 12] ,  and was later examined in more 
deta i l  i n  our  work [ 13] . Up  to a certa in  rotation rate 
the second order approximation y ie lded good pre­
d ictions of the flow behavior .  However, as the rotation 
rate increased , deviations became more pronounced ,  
ind icating that higher order effects become signif icant. 

H igher order effects had also been observed at h igher 
rotation rates i n  previous i nvestigations of polyacryl­
amide so lut ions with h igher v iscoelastic ity .  A centri­
fugal zone in the shape of a doub le torus formed 
immediately next to the sphere . Outs ide th is centri­
fugal zone,  normal stresses dominate . Under favour­
ab le cond it ions,  over a l im ited range of rotation rate 
both inner and outer centrifugal zones were obta ined ,  
as seen i n  Fig. 3. 

P. L. Bhatnagar and S. L.  Rathna [ 14] were the fi rst 
to perform the more compl icated ca lcu lation of cone 
and plate f low under the same cond it ions descr ibed 
above for the sphere .  Their ca lcu lat ion was general­
ized by 0. K. M. Rao [ 1 5] , of whom we corrected a 
ca lcu lat ion error in a later pub l icat ion [ 1 6] .  A funda­
mental d ifference in the resu lts for th is flow f ie ld 
compared to flow around a sphere was that a lways 
two flow zones exist, independent of the viscoelastic ity 
to dens ity ratio .  Near the cone t ip v iscoelastic normal 
stresses dominate, wh i le  the outer region is  contro l led 
by centrifugal forces .  

The i nvestigat ion ment ioned previous ly [8] ma in ly 
analyzed the case in which viscoelastic normal stresses 
dominated the entire flow reg ion ,  or the centrifugal  
zone was just beginn ing to form (compare Figures 4a 
and 4b) . More d i l uted polyacrylamide so lutions were 
also shown to exh ib it flow fields cons istent with theo­
retica l  pred ictions .  However, these flow f ie lds were 
only later examined i n  more deta i l  i n  K. -0. Falke's 
1966 d ip loma thes is [ 1 6] .  H is  resu lts were used to 
estimate the v iscoelast ic parameters of polysi loxane 
and solut ions of polysi loxane i n  deca l i n .  

3 Secondary flows in straight and curved pipes 
For i nvestigating secondary flows in straight p ipes 
it appeared to us  that p ipes with an  e l l i pt ical cross­
section wou ld be most su itab le .  For th is case the 
form of the flow f ie ld had a l ready been predicted by 
Green and Rivlin as mentioned above . I n  add it ion ,  
W. E .  Langlo is and R .  S .  Rivl i n  [ 1 7] had used an 



3 Sekundarstromungen in geraden und 
gekri.immten Rohren 

Fur  d ie  Untersuchung von Sekundarstromungen in  
geraden Rohren sch ienen uns Rohre von e l l i pt ischem 
Querschn itt am geeignetsten zu se in , war doch h ierfur 
d ie  Form des Stromungsfe ldes n icht nur ,  wie oben 
erwahnt, schon von Green und Rivlin vorausgesagt, 
sondern auch von W. E. Langlois und R. S. Rivlin [ 1  7] 
anhand e ines verbesserten Mode l ls  in vierter Nahe­
rung berechnet worden .  Unter E insatz e iner 5%-igen 
waBrigen Losung von sehr hochmoleku larem Poly­
acrylamid wurden deut l iche Effekte erzielt ,  d ie  qua l i­
tativ der theoretischen Voraussage entsprachen [ 1 8] .  
E i ndrucksvo l le  Versuche d ieser Art wurden ba ld 
danach von V. Semjonow im Deutschen Kunststoff­
l nstitut Darmstadt auch an versch iedenen Polymer­
schmelzen durchgeflihrt und ganz ahn l iche Ergebnisse 
erha lten [ 1 9] .  

I n  d e r  Zwischenzeit hatte s ich d a s  Interesse der  
theoretischen Analyse von Sekundarstromungen 
in  gekrummten Kre isrohren zugewandt, bei denen 
sowoh l  d ie  Tragheit a ls  auch d ie  erste Normalspan­
nungsd ifferenz wirksam werden .  So hatte 1 960 
J. R. Jones [20] diese Stromung fur e ine Re iner-Rivl i n­
F iussigkeit in zweiter Naherung berechnet, und 
d iese Ana lyse wurde 1 963 von R. H. Thomas und 
K. Walters [2 1 ]  fUr das Model l  e iner v iskoelastischen 
F lussigkeit wiederho lt .  Dabei ergab s ich ,  daB - anders 
a ls  be i  der Stromung um rotierende Korper - hier die 
Zentrifuga lkrafte und d ie  Viskoelastiz itat im g le ichen 
S inne wirken und d ie  Stromung i n  der M itte vom Krum­
mungsrad ius weg ,  an den Randern aber entsprechend 
zu d iesem h in  bewegen.  Die Viskoelastiz itat bewirkt 
led ig l ich ,  daB be i  im ubrigen ganz ahn l ich geformten 
Stroml in ienfe ldern der M itte lpunkt der Sekundarstr6-
mung ein wenig mehr zum Rand hin verschoben wird . 

In ana loger We ise wie be i  den Experimenten mit dem 
geraden e l l i pt ischen Rohr wurde versucht, so lche 
Effekte an gekrummten kreiszyl i ndrischen Rohren 

improved fou rth order model  to ca lcu late the flow 
field for th is geometry . Using a 5% aqueous so lut ion 
of very h igh molecular weight polyacrylamide ,  obvious 
viscoelastic effects were observed that agreed qua l i­
tatively with theoretica l  predictions [ 1 8] .  Soon there­
after ,  impressive experiments of this type were con­
ducted by V. Semjonow at the Deutschen Kunststoff­
l nstitut Darmstadt [ 1 9] .  He examined various polymer 
melts and obta ined resu lts simi lar to ours. 

Meanwh i le ,  there was increasing interest in performing 
theoretica l  ana lyses of secondary f lows in  curved pipes 
of circular cross-section ,  for which both inert ia l  forces 
and the fi rst normal stress d ifference are effective . 
In 1 960 J. R. Jones [20] ca lcu lated th is flow to second 
order for a Reiner-Rivl i n  fl u id .  This ana lys is was accomp­
l ished for a v iscoelastic f lu id by R. H. Thomas and 
K. Walters [2 1 ]  in  1 963 .  From these resu lts it was 
learned that - un l i ke f low around a rotating sphere -
in th is case the centrifugal forces and viscoelastic ity 
act in concert .  The f lu id in the midd le  of the curved 
pipe is  pushed outwards ,  whi le f luid along the wal l s  
moves in  the  opposite d i rection .  The so le  effect of 
v iscoelastic ity is that the centre of the secondary flow 
is  sh ifted somewhat towards the outer wa l l ;  otherwise 
the flow l ines are nearly ident ical to the case without 
v iscoelastic ity . 

In ana logous fash ion to the experiments with stra ight 
pipe of e l l i pt ical cross-section ,  attempts were made to 
observe such effects us ing curved c ircu lar cyl i ndrica l  
p ipes .  Wave-shaped and spira led p ipes of var ious 
geometries were used . At suffic iently h igh f low rates 
one cou ld  observe spread out of dye that was injected 
through the pipe wal l  opposite the curvature rad i us .  
Even under abso lutely l am inar  f low cond it ions ,  rather  
intens ive cross mix ing occurred ,  at least over ha l f  of  
the cross-section .  I ndeed ,  after a certain flow d i stance 
the f lu id became colored throughout the p ipe [ 1 8] .  

4 Secondary flow i n  conical and slit dies 

For the cases cons idered previous ly ,  the secondary 
flow component was a lways or iented perpend icu larly 
to the pr imary flow. In  the case of v iscoelastic f lu ids 
enter ing a con ica l  or a s l it d ie ,  the secondary 
and pr imary flows are in the same p lane .  

The fi rst theoretica l  pred ictions of secondary flows 
in conical dies was presented in 1 959 by W. E. Langlois 
and R. S. Rivlin [22] . They conducted a perturbation 
ca lcu lat ion of second order using the Reiner-Rivl i n  f lu id 
model  and assumed that the out let cou ld be idea l ized 
as a point s ink .  Somewhat later the same type of 
ana lysis was done by P. N. Kaloni [23] for a visco­
e lastic O ldroyd f lu i d .  The same general  resu lts were 
obta ined i n  each of these stud ies ,  i . e . ,  the secondary 
flow exists in the form of vortices adjacent to the cone 

Abb. 3:  
Stromungsfeld mit innerer und iiuBerer Zentrifugalzone bei 
der Umstromung einer mit 1 50 radjmin rotierenden Kugel 
(Durchmesser: 20 mm} in einer 1 ,3%-igen Losung von 
Polyisobuten in Dekalin. Nach [1 3] 

Fig. 3: 
Flow field with inner and outer centrifugal zone tor flow past 
a sphere with a diameter of 20 mm rotating at 1 50 radjmin 
in a 1 . 3% solution of polyisobutylene in decalin (from [1 3]} 
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Abb. 4: 
Stromungsfeld bei einem (a) mit 250 radjmin und 

(b) mit 400 radjmin rotierenden Kegel in einer 

5%-igen waflrigen Polyacry/amid-Losung. Nach [8] 

Fig. 4. 
Flow field around a rotating cone in a 

5% aqueous polyacrylamide solution. Rotation rate: 
(a} 250 radjmin; (b) 400 radjmin; (from [8]} 

nachzuwe isen ,  wobe i  sowohl  we l lenform ig  gebogene 
als auch gewende lte Rohre m it versch iedener  Ste i ­
gung e ingesetzt wurd e n .  Be i  h i n re ichenden  D urch­
satzen l i eB  s ich i n  a l len  Fa l len e ine Verbre iteru ng  d e r  
in j i z i e rten Farbfade n  an der  d e m  Kri.i m m ungsrad i u s  
e ntge gengesetzte n Se ite der  R ohrwand beobachte n ;  
e b e nfal l s  fand be i  abso lut  l am inaren Stro mungs­
bed i ngungen e i ne  recht intens ive Q u e rverm ischung  
z u m indest  i.iber  den  ha lben  Querschn itt statt, s o  daB  
nach e i ner  gewissen  Laufstre cke  ke i ne  u n gefarbte 
F l i.iss igke it mehr  zu be obachten war [ 1 8] .  

4 Sekundarstromungen in konischen und 
Keilspaltdusen 

Stand i n  den b i sher  b e h an d elten Fa l len die S e k u n d ar­
stromungskom ponente stets senkrecht  auf der  Pri m ar­
stro m u n g, so  s i nd  b e i  d e r  E in stro m u n g  v iskoe lasti­
s c h e r  F l i.iss igke iten in  kon ische  b z w .  Ke i l spaltd i.i s e n  
be ide  in  der  g l e i c h e n  Ebene  angeordnet .  

D ie  alteste theoreti sche  Vorau ssage e iner  Sekundar­
stro m u n g  in  der  kon i schen  D i.i s e  wurde schon 1 95 9  
v o n  W. E. Langlois u n d  R.  S. Rivlin [22]  vorgestel lt ,  und  
z war war  d iese  m it H i lfe e i ner  Storungsrechnung zwe i ­
ter Naherung u nter Verwendung d e s  sag .  Re i ner-R iv l in­
Mode l l s  erh alten worden ,  wobe i  d ie  Au sfl uBoffn u n g  
d u rc h  e i ne  punktformige Senke  idea l i s iert wurd e .  
E in ige Zeit spate r w iederholte P. N. Kaloni [23 ]  
d i e s e  Unters u c h u n g  fi.ir e i ne  v iskoe lasti sche  O ld royd­
F i i.iss igke it und erh ie lt dabe i  im wesentl i chen  das g le i ­
che  Ergebn is ,  nam l i ch  e i ne  Sekundarstromung  in  Form 
eines dem Kege lm ante l an l iege n d e n  Wirbe lr ings ,  d u rch  
den  der  effe ktive Aus laufquerschn itt e ingeengt wird .  
Zwar wurde d ie Vertrauenswi.ird igke it d ieses  Ergebn is ­
s e s  aus versch iedenen  Grunden in  Frage geste l lt , i ns ­
b e s ondere deshalb ,  we i l  z u m indest  in  e inem gewissen  
B e re ich  u m  d ie S e n k e  h e ru m d ie  Sekundarstro m u n g  
d ie  Pri m arstro m u n g  i.iberkompens iert und  d a h e r  n icht 
m e h r  den  Charakter e i ner  ,k le i nen  Storung" hat .  
D ieser  E i nwand kann  aber  entscharft werden ,  wenn  
man - wie es  etwa P. SchOmmer [24]  getan h at -
das Approxi m at ionsverfah ren noch  e i ne  Ordnung 
weiterfi.ihrt und dabe i  ze igt, daB  h ierdurch  das  Ergeb­
n i s  n i cht wesent l ich  bee influBt wird . 
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envelope ,  wh ich effectively narrow the cross-sectional 
area at the die outlet. The val id ity of these resu lts 
was qu est ioned at the ti m e ,  because  at spec ific 
reg ions around  the s i nk  the secondary flow over­
c o m p e n s ates for the pr im ary flow, caus ing  the 
" s m al l  d isturban c e "  character to be  lost .  This 
crit i c i sm can be c ou ntered however,  by c arrying  
out  the app roxi m at ion to th i rd  order ,  as was done  
by P. SchOmmer [24 ] .  H is  resu lts ver ifi ed  the val id ity 
of the s e c on d  order  ca lcu lat ion s .  

Exp e ri m e ntal ly, t h e  flows d e s c ribed  above had 
been  observed i n  the late 1 950s as a re s u lt of the 
s e arch for the orig ins of the " m e lt-fractu re" effe ct .  
J. P. Tordel/a [25 ]  was app arently the fi rst to recog­
n i ze  that s u c h  irregu larities  i n  extruded  m e lt stran ds  
are  re lated to flu ctu ations  i n  t he  a rea  above the d i e ;  
s u c h  fl u ctuations a re  i nduced  by the s e c ondary flows 
d e s c ribed  above . It was not unt i l  years later that 
P. SchOmmer and U. Werner [26] showed that the 
phenome non was not spec ifi c to po ly m e r  m e lts . 
They fou n d  that the r ing-shaped secondary flows 
(correspond ing  to the the oretica l  pred ict ions d is­
cussed above), as wel l  as the resu lt ing in stab i l it ies  
c ou ld  a l so  b e  seen  in  d i lute po ly m e r  s olut ion s .  

Th e s e  find ings  sti m u l ated o u r  interest i n  exam in i ng  
d ie  flow p h e n o m e n a .  The resu lts of  our  fi rst exper i ­
m e nts u s i n g  d i lute so lut ions in  fl at b ottom e d  ho le­
type  d ies produced  aston i sh ment :  the exte ns ion  
of  the  c i rcu lat ion r ings i n  th is  type  of flow was 
extraord inary [2 7 ] .  S u c h  flows h ave s i n c e  been 
comprehens ively examined ,  both the oretic al ly 
( in partic u lar with n u m er ica l  m ethods)  and exp er i ­
m e ntal ly ;  see,  for exa m p l e ,  the co l le ct ion of i m ­
press ive flow photograp hs  in  t h e  b o o k  b y  Boger 
and Walters [2 ] .  

O n e  m ight as s u m e  that flow o f  a v iscoe last ic flu i d  
i n to  a s l it d ie  wou ld  be  s i m p ler  theoretic al ly than 
the p rev ious ly d i s c u s s e d  case of flow into a con ical 
d ie ,  because  the for m e r  case repre s e nts a p lanar 
prob le m .  However, th is i s  a false  ass u m ption because 
the ca lcu lat ion for the s l it d i e  must  be  carr ied out 
to th ird order, whereas a second  ord er  ca lcu lat ion 
y ie lds correct resu lts for the conica l  d ie .  According 
to a theory deve loped  by R. I. Tanner [28] ,  i n  p l anar 
flows a s e c ond  order  perturbation ca lcu lat ion does 
not prod u c e  flow effe cts ,  but i n stead pred icts on ly 
that the pressure fie ld  i s  modifi e d .  Neverthe less ,  
th i s  prob l e m  was  s olve d ear l i e r  i n  the previous ly 
c ited work by Langlois and  Rivlin [22] ,  us ing the 
same l i m it ing cond iti o n s .  



Exper imente l l  waren derartige Stromungen schon i n  
den spaten funfz iger Jahren beobachtet worden und 
zwar bei der Suche nach dem Ursprung des soge­
nannten .,Schmelzenbruch-Phanomens" .  Als erster 
erkannte woh l  J. P. Tordel/a [25] , daB d ie Ungle ich­
maB igkeiten im extrud ierten Schmelzenstrang mit 
Schwankungen im Raum oberha lb der Duse i n  
Verb indung stehen ,  d ie  s ich aus so lchen Sekundar­
stromungen heraus entwicke l n .  Aber erst Jahre spater 
- zuerst woh l  von P. Schiimmer und U. Werner [26] -

wurde geze igt, daB es s ich dabei  n icht um e in  fur 
Schmelzen spezifisches Phanomen handelt , sondern 
daB r ingformige Sekundarstromungen der theoretisch 
vorausgesagten Art wie auch deren l nstabi lwerden 
bere its i n  verdunnten Polymer losungen beobachtet 
werden konnen .  

D ies  weckte unser  e igenes I nteresse an der Unter­
suchung solcher Dusenstromungsphanomene,  und wir 
untersuchten solche zuerst i n  F lachboden-Lochdusen ,  
wobe i  d ie  schon mit verdunnten Losungen erhaltene 
auBergewohn l iche Ausdehnung der  Z i rkulationsr inge 
Erstaunen hervorrief [27] . Seitdem s ind solche 
Stromungen sowohl  theoretisch ,  insbesondere mit 
numer ischen Methoden ,  a ls auch experimente l l  e i nge­
hend u ntersucht worden ,  vg l .  d iesbezugl ich insbeson­
dere d ie Sammlung e indrucksvo l ler  Stromungsbi lder 
bei Boger und Walters [2] . 

Man konnte me inen ,  daB d ie E instromung e iner  visko­
e last ischen F luss igkeit in e ine Ke i lspaltduse theore­
t isch e infacher zu behande ln ware a ls  die vorstehend 
behande lte E instromung in e ine kon ische Duse ,  
da h ierbe i  ja e in  ebenes Prob lem vorl iegt. Dies i st 
aber e in  Trugsch l uB ,  denn man muB nun  d ie Approxi­
mation bis zur dr itten Ordnung durchfuhren ,  wahrend 
oben schon d ie zweite das gewunschte Ergebn is  
brachte . GemaB e inem Theorem von R.  I .  Tanner [28] 

· beschreibt naml ich fUr eine ebene Stromung d ie zweite 
Ordnung der Storungsrechnung ke iner le i  Stromungs­
effekte , sondern led ig l ich e ine Modifi kation des Druck­
fe ldes .  Desungeachtet wurde d ieses Prob lem in der 
schon z itierten Untersuchung von Langlois und Rivlin 
[22] unter den g le ichen e inschrankenden Bed ingungen 
gelost .  

Anders a ls  bei der E instromung in  e ine konische Duse ,  
wo unter rea l i stischen Bed ingungen immer e in  der 
Wand an l iegender Zirku lationsr ing vorausgesagt wird , 
werden nun je nach der Wah l  der be iden in der Appro­
ximation dritter Ordnung auftretenden Stoffkonstanten 
zwei qua l itativ versch iedene Stromungstypen erha lten .  
Entweder erfolgt gemaB Abb. Sa d ie E instromung nur  
i n  den wandnahen Bere ichen ,  wohingegen i n  e i nem 
mittleren Bereich zwei symmetr isch angeordnete 
Zirku lat ionswi rbel auftreten ,  oder aber die S ituation ist 
entsprechend Abb. 5b umgekehrt :  D ie E i nstromung 
erfolgt - in  e iner  gewissen Ana log ie zu den Verha lt-

For flow into a con ica l  d ie ,  c i rcu lat ion r ings a long 
the wal l  are predicted under a l l  rea l i stic cond itions .  
I n  contrast, i n  the s l it d ie  two qua l itatively d ifferent 
types of flow are obta ined ,  depend ing on the values 
ass igned to the two mater ia l  constants i n  the third 
order approximation equation . The first poss ib i l ity is 
the f low f ie ld shown in  Fig. Sa, i n  which the entrance 
f low comes on ly from the regions a long the wa l l ,  and 
two symmetric vortex flows exist i n  the centre region .  
The second poss ib i l ity , shown in  Fig. Sb , is  exactly 
the opposite : the entrance flow comes on ly from the 
centre region , whi le the two c i rcu lat ion vortices exist 
next to the wa l l .  Th is latter case is somewhat ana lo­
gous to the con ica l  d ie  flow. 

F low fie lds such as shown i n  Fig. 5b were fi rst rea l ized 
i n  our laboratory [2 7] . They were observed i n  var ious 
s l i t  d ies,  i nc lud ing those with a f lat base and those 
with d ifferent types of entrance openings. Of particu lar  
i nterest was the s ize of the c i rcu lat ion zones (and the 
cond it ions under which they became unstab le)  as a 
function of the flow rate and the geometry of the d ie .  
Wh i l e  flows of  th i s  type were commonly observed and 
systematica l ly examined afterwards (see, for example 
Boger and Walters [2]) the flow shown in F ig .  5a 
was only observed on a s ingle occasion i n  1 974 by 
K. Strauss and R. Kinast [28] . 

5 Secondary flow phenomena in oscillatory flows 

To th is po int we have d iscussed secondary flows that 
occur i n  steady s ituations .  In this section we wil l br iefly 
mention some phenomena that occur in osci l latory 
exper iments. Such processes were examined theo­
retica l ly between 1 960 and 1 965 ,  for i nstance by 
A .  C. P ipk in  [30] , who stud ied osc i l latory flow in a 
stra ight pipe with an e l l i pt ical cross-section .  He found 
that secondary f lows s imi lar to those i n  the steady 
flow case were also predicted for osc i l latory flow. 
I n  the latter  s ituation ,  the secondary flows are a 
second order effect from the product of ampl itude 

b)  
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Abb. 5: 
Einstromung in einer 
Keilspaltdiise gemaiJ der 
Approximation dritter Ordnung 
mit (a} zentralen und b) wand­
nahen Zirkulationszonen. 
Nach [22] 

Fig. 5.  
Calculations based on the third 
order approximation for 
entrance flow in a slit die. 
Location of circulation zones: 
(a} central; (b) near the wall; 
(from [22]} 
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Abb. 6: 
Sekundiirstr&nung einer 

1 ,67%-igen wii8rigen Poly­
acrylamid-Losung in einem 

mit einer Amplitude von ca. 40 •  
oszillierenden lylinder. Die 

Frequenz betriigt (a) 75, 
(b) 100, (c) 1 75, (d) 250 min-l . 

Nach [18] 

Fig. 6. 
Secondary flow of a 

1 . 67% aqueous polyacrylamide 
solution in a cylinder oscillating 
with an amplitude of about 40•. 

Frequency in min-l :  
(a) 75; (b) 1 00; (c) 1 75; (d) 250; 

(from [1 8]) 
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n issen  be i  der  kon ischen  DOse  - nur  in e i nem m ittleren 
Bere ich ,  wahrend nun  zwei  Z irku lationswirbel  den  
Wanden  an l iege n .  

Stromungen d e s  zweiten Typs wurden erstmal ig wahl 
von uns real is iert [2 7] ,  und zwar sowohl an e iner Sch l itz­
dOse  m it flac h e m  Boden als auch an so lchen m it unter­
sch ied l ich  s p itz zu laufenden  E instromoffnunge n .  Von 
besondere m  Interesse  waren dabei d ie GroBe der 
Z irku lationszonen in Abhangigkeit von Durchsatz 
und Gestalt der DOse  als auch die Bed ingungen ihres 
lnstab i lwerdens .  Wahrend  Stromungen d ieses Typs 
in  der Folgezeit i m mer  wieder beobachtet und syste­
m at isch untersucht  worden  sind - vgl . Boger und 
Walters [2] - wurden so lche vom ersten  Typ nur  in  
e inem e inz igen Fa l l  1 9 7  4 von K. Strauss und 
R. Kinast [29]  beobachtet. 

5 Sekundarstromungsphanomene in oszi l latori­
schen Stromungen 

Wahrend bei den b isher  behande lten Sekundarstro­
mungen stets e ine  stationare E rregung zugrunde lag, 
sol len absch l ieBend noch ein ige Andeutungen Ober  
Phanomene  erfolgen ,  d ie  durch e ine  per iod ische 
Bewegung verursacht werden .  Auch bezOgl ich so lcher 
Vorgange wurden zwischen 1 960 und  1 965 schon 
theoretische Untersuchungen angestel lt, so  etwa von 
A. C. Pipkin [30] fUr die osz i l l ierende Stromung in 
e i nem geraden Rohr m it e l l ipti sche m Querschn itt. 
Dabe i  wurde gefunden ,  d aB auch h ier  e ine  Sekundar­
stromung ahn l ich der  be i  der  stationaren Stromung 
vorausgesagten auftritt, a l lerd ings nun  schon als e in  
Effekt zweiter Ordnung i m  Produkt aus Amp l itude  und 
Frequenz .  Derartige Stromungen durften  aber schwer 
z u  rea l is ieren se in  und  s i nd  - s oweit bekan nt - b isher 
n icht  untersucht worden .  

G Onstigere Bed ingungen l i egen  be i  der  Untersuchung 
von Sekundarstromungen  u m  osz i l l ierende Rotations­
korper vor. H ier  hatte K. Frater [3 1 ]  den  Fa l l  der  
osz i l l ierenden  Kugel  theoretisch  analys iert und  dabe i  
e in  interessantes Wechse lsp ie l  zw ischen den E inflOs­
sen von Zentrifugal- und  Normalspannungskraften auf 
d ie  stationare Sekundarstromungskomponente in  Ab­
hangigkeit von der  Osz i l lat ionsfrequenz  vorausgesagt. 
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and frequency.  Such flows would be  very d ifficu lt 
to real ize and ,  to our k n owledge,  h ave never b e e n  
experi mentally investigated .  

M ore eas i ly atta inab le c ond it ions exist for secondary 
flows around  an osc i l lat ing rotational body.  K. Frater's 
[3 1 ]  theoretical analys is  of an osc i l lat ing s p here 
y ie lded interesti ng  pred ict ions about the interp lay 
of centrifugal and normal  stres s  influences  on the 
secondary f low component as a function of osci l lation 
frequency .  

Fo l lowing our experi m e nts with steady rotating  
spheres ,  we a lso  conducted osci l latory experi ments 
[ 1 8] .  We fou nd that near the equatorial p lane the 
periodic component of the az imuthal motion decreased 
very rap id ly as a function of d istance from the sphere . 
At these outer regions ,  only the inward directed steady 
secondary flow c o m ponent was infl uential . In conse­
quence of  a s l ightly unharmonic exc itation t th is  steady 
flow also c ontained an az im uthal c o m ponent that 
increased with increas ing frequency .  Because the 
average rate of the sphere in  osc i l lat ion is  zero, the 
steady az im uthal flow is  a secondary effect that, at a 
m in i m u m ,  is third order,  aris i ng from the product of 
the osc i l lat ion a m p l itude and frequency .  

The phenomena described  here are  c lose ly related 
to those d iscussed ear l ier .  One can in  fact cons ider  
secondary flows under  steady c ond it ions to be the 
l im itin g  case of  osc i l latory flow as the frequency tends 
to zero .  There are a lso unsteady flows,  for  wh ich such 
a l im it ing transit ion is  c o m p letely absent .  Such  cases 
have n o  steady analogue ;  an examp le  syste m is  a flu i d  
with a free surface contained in an upright cyl inder that 
osci l lates around its axis [ 1 8] .  Such an exper iment was 
suggested by K. Weissenberg [ 1 8] ,  who observed 
interest ing effects,  but d id  not further  investigate 
thes e .  As expected,  i n  a Newtonian flu id  undergoing 
such  osc i l latory m otion extended centrifugal vort ices 
for m .  O n  the other  hand ,  a flu id  with suffi c ient v isco­
e lastic ity wi l l ,  as a resu lt of normal  forc es ,  develop a 
compact vortex that rotates in the oppos ite d i rect ion . 
The vortex i s ,  however, short l ive d :  as shown in Fig. 6, 
with i ncreas ing frequency addit ional vortic e s  form ,  
a l s o  or ig inat ing a t  t h e  flu id  surface ,  unt i l  fin al ly the 



Wir fuhrten daher im Ansch luB an unsere Exper imente 
mit stat ionar rotierenden Kbrpern auch solche mit os­
z i l l i e render Erregung durch [ 1 8] .  Be i  der Kugel zeigte 
s ich dabe i ,  daB in der Nahe der Aquatorebene d ie  
per iod ische Komponente der Az imuta lbewegung sehr  
rasch mit der Entfernung von der  Kuge l  abk l i ngt und 
weiter auBen nur  noch d ie  nach innen gerichtete statio­
nare Sekundarstrbmungskomponente von E inf luB ist . 
l nfolge der durch e in  System von Kurbel- und P leue l­
stange erzeugten n icht streng symmetrischen Oszi l­
lationsbewegung wies d iese stationare Strbmung aber 
ebenfa l l s  e ine az imutale Komponente auf, d ie  noch 
dazu mit wachsender Frequenz immer ausgepragter i n  
Ersche inung trat. Da d ie  Geschwind igkeit der Kugel 
zwar se lbst den M itte lwert Nul l  bes itzt, n icht aber 
mehr e ine ungerade Potenz derselben, muB d ie  beob-' 
achtete stationare Az imutalbewegung als ein Sekundar­
strbmungseffekt von in n iedrigster Naherung d ritter 
Ordnung in  dem Produkt aus Osz i l lationsampl itude 
und -frequenz gedeutet werden .  

D ie h ier  genannten Phanomene hangen  m i t  den fruher 
betrachteten eng zusammen, i nsofern man d ie  Sekun­
darstrbmungen unter stationaren Bed ingungen a ls 
Grenzfa l le  derer mit osz i l lator ischer Erregung bei  
gegen Nul l  gehender Frequenz auffassen kann .  Es 
g ibt aber auch i nstationare Strbmungen,  d ie be i  e inem 
solchen Grenzubergang vol lstand ig verschwinden ,  so 
daB es h ierflir ke in stationares Analogon g ibt .  Dies ist 
z .  B. der Fal l i n  e iner  F lussigkeit ,  die be i  Vorhandense in 
e iner  fre ien Oberf lache in e inem aufrecht stehenden 
Zyl inder um dessen Achse osz i l l iert .  D ie mit e iner  
so lchen Anordnung durchgefUhrten Experimente [ 1 8] 
waren durch e inen Ber icht von K. Weissenberg ange­
regt worden ,  demzufolge er unter ahn l ichen Bed in­
gungen merkwurdige Effekte beobachtet, d ies aber 
n icht weiter verfolgt habe .  Wie n icht anders zu erwar­
ten ,  b i ldet s ich bei  e iner  so lchen schwingenden Bewe­
gung in  e iner  newtonschen F luss igkeit uber dem 
Zyl inderboden e in  ausgedehnter Zentrifuga lwirbel aus .  
Be i  e iner  h in re ichend viskoelastischen F luss igkeit ent­
steht dagegen - durch d ie  Normalspannungen hervor­
gerufen - uber dem Boden e in  gedrungener Wirbel mit 
entgegengesetztem Drehs inn . Es b le ibt aber n icht 
dabe i ,  sondern - wie Abb. 6 ze igt - b i lden s ich m it 
wachsender Frequenz daruber zuerst e in  weiterer und 
sch l i eB i i ch  - auch von der fre ien Oberf lache her -
e ine ganze Folge so lcher Wirbel aus ,  d ie  den F luss ig­
keitsraum vol lstand ig ausfli l l en .  Am Boden macht s ich 
dann a l le rd ings be i  hbheren Frequenzen wiederum 
der  Einf luB der  Zentrifugalkratte i n  zunehmendem 
MaBe bemerkbar ,  wodurch der  Bodenring nach innen 
zu abgedrangt wird . Solche Phanomene s ind unseres 
Wissens bisher aber noch n icht theoretisch untersucht 
worden .  iiliiRh 

entire f lu id is fi l led with such vortices .  At the base, how­
ever, the inf luence of centrifugal  forces i s  increas ingly 
d iscern ib le ,  and the bottom ring is pul led towards the 
centre . To our knowledge,  such phenomena have not 
yet been ana lyzed theoretica l ly .  :ii:!Rh 
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