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Der Widerstand und das Feld eines rechteckigen Haw.-Plattchens

Von Jocuen HAEUSLER

Aus dem Institut fiir Theorie der Elektrotechnik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Prof. W. BaDER)
(Z. Naturforschg. 17 a, 506—513 [1962] ; eingegangen am 9. Februar 1962)

Die Abhingigkeit des Widerstandes eines rechteckigen Havi-Plattchens vom Havri-Winkel a und
Seitenverhiltnis 4 wird mit Hilfe der konformen Abbildung untersucht. Als Losungen werden Be-
ziehungen zwischen den Widerstinden von Plittchen reziproker Seitenverhiltnisse, sowie Reihen-
darstellungen und einfache Niherungen fiir den Widerstand R(a, ) im gesamten Wertebereich
angegeben.

Es wird hervorgehoben, dafl selbst bei unsymmetrischer Form des Plittchens der Widerstand
invariant gegeniiber der Umkehr des magnetischen Feldes ist, obwohl sich die elektrischen Felder
im Pléttchen in beiden Fillen stark unterscheiden. Dies wird fiir ein Parallelogramm unter ge-
eigneten Bedingungen in zwei Feldlinienbildern gezeigt.

Zur Ermittlung des Feldlinienbildes eines rechteckigen Hari-Plittchens werden konforme Ab-
bildungen vorgestellt, die die Angabe der elektrischen Feldstirke im Plédttchen nach Betrag und
Winkel, des Ladungsbesatzes auf den freien Seiten und der Stromdichte in elementarer Rechnung
ermoglichen, Dabei fillt besonders die in Elektrodenndhe ungleichmidfige Durchstromung auf, die
hinsichtlich der Belastbarkeit des Plattchens interessant sein diirfte. Dies kann anschaulich einem

ermittelten Feldlinienbild entnommen werden.

1. Die Aufgabe
und Bemerkungen zum Losungsgang

Fiir ein rechteckiges Plattchen, das vielen techni-
schen Anwendungen zugrunde liegt. soll die Wider-
standsidnderung und Feldverzerrung im transversa-
len Magnetfeld untersucht werden. Zur Widerstands-
berechnung wird die Methode der konformen Ab-
bildung von Wick! {ibernommen und iiber bereits
bekannte Zwischenergebnisse® zu abschlieflenden
Resultaten gefiihrt.

Zur Ermittlung des Feldlinienbildes bieten sich
wesentlich einfachere Abbildungen als die von Wick
angegebenen an, die in diesem Zusammenhang erst-
mals vorgestellt und angewandt werden. Ausgehend
vom Havr-Effekt im beidseitig unbegrenzten, un-
endlich langen Leiter wird im folgenden der Rechen-
gang geschildert.

2. Krifteplan und Feld im unendlich langen
Leiter

Wird in einem beidseitig unbegrenzten, unendlich
langen Leiter der Dicke d und der Breite b der
Stromtransport von nur einer Tridgerart — im fol-
genden Elektronen — besorgt, so gilt im transversa-
len magnetischen Feld an jedem Elektron der in
Abb. 1 gezeigte Krifteplan.

1 R.F. Wick, J. Appl. Phys. 25, 741 [1954].

Im stationdren Zustand wirkt der Lorenrtz-Kraft
S, die Kraft &, infolge des elektrischen Feldes ©,
gleich grofl entgegen. Die Feldstirke (€, entsteht
zwischen den zu einem freien Rand abgetriebenen
Elektronen und dem Elektronenmangel auf dem an-

deren Rand.
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Abb. 1. Krifteplan im beidseitig unbegrenzten, unendlich
langen Leiter.

G, und die urspriingliche Feldstirke €, resultie-
ren zur Gesamtfeldstirke €. Diese schlieit mit der
urspriinglichen Feldstarke, bzw. der Stromdichte
& = €, den HaLr-Winkel a ein.

» ist die spezifische Leitfahigkeit, u, die Elektro-
nenbeweglichkeit des betrachteten Leiters. Fiir den
Harr-Winkel gilt:

tana=pu, B. (1)

Da nach Abb. 1 B<0 gesetzt wurde und u, <0 ist,
ergibt sich tana>0.

Gemill €= —grad ¢ erhilt man das in Abb. 2
gezeigte Feldlinienbild fiir den beidseitig unbegrenz-
ten, unendlich langen Leiter.

2 H.J.Lippmaxy u. F.Kunrr, Z. Naturforschg. 13 a, 462 [1958].
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Dabei wird deutlich, wie zwischen den Punkten 1
und 2 eine Spannung. die sog. Harr-Spannung,
entsteht. Da die Hari-Spannung im folgenden nicht
weiter untersucht wird, sei nur kurz auf die bekannte
Beziehung verwiesen, die sich nach dem Ansatz
Ugi~ = b E5 und entsprechender Umrechnung ergibt:

Un~= (Ru/d) Bi. (2)

Ry ist die sog. Hari-Konstante® und ¢ der den
TV ©s /.S'frd'mungx//n/en g
| NN VT
Uheo Q b
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Abb. 2. Feldlinienbild des beidseitig unbegrenzten, unendlich
langen Leiters.

Leiter durchflieBende Strom, d die Dicke des Leiters
in Richtung des magnetischen Feldes.

3. Verstofflichung

Verstoftlicht man in dem gewonnenen Feldlinien-
bild zwei Aquipotentiallinien durch hochleitende
Elektroden und legt zwischen diesen eine Spannung
an, die der Potentialdifferenz zwischen den verstoff-
lichten Aquipotentiallinien entspricht, so liegt in der
nunmehr endlichen Anordnung — einem Parallelo-
gramm — ein bekanntes Feld, namlich das des un-
endlich langen Leiters, vor. Dies gilt fiir jeweils
einen bestimmten Harr-Winkel.

4. Konforme Abbildung

Durch konforme Abbildung des Parallelogramms
auf ein Rechteck konnen Harr-Spannung, Wider-
stand, Feldbild und Ladungsbesatz fiir das Rechteck

ermittelt werden.

Aufbauend auf den Arbeiten von Wick ! sowie Lipp-
Many und Kunrr? soll zunidchst auf die Widerstands-
berechnung eingegangen werden. Zum Verstindnis der
folgenden Abbildungsschritte ist ein Hinweis auf die
Scawarz-CuristorreLsche Formel erforderlich.

Nach dieser Abbildungsfunktion

20) =2 [ (1 £) 1o (e~ ) 3)
0

(=&)L (t—Ea) T A+ B

3 E. H. Purey, The Hair Effect and Related Phenomena.
Butterworth, London 1960.
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148t sich die obere {-Halbebene auf ein n-Eck abbilden,
wobei n vorgeschriebene Punkte der &-Achse in n Eck-
punkte iibergehen, und die Winkel durch Wahl der y»
bestimmt werden konnen (vgl. Abb. 3).

1 E2

Abb. 3. Scuwarz-CuristorreLsche Formel.

(©)
739 v 7,(49)
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Abb. 4. Die Abbildungsschritte zur Ermittlung des Wider-
standes.

Den Widerstand des Rechteckes ermittelt man in
folgenden Abbildungsschritten, die in Abb.4 gezeigt
sind. Zunichst wird aus der Abbildung des Rechteckes
der z-Ebene auf die obere {-Halbebene der Zusammen-
hang zwischen dem Seitenverhiltnis 2 =a/b des Recht-
eckes und der GroBe k der {-Ebene bestimmt. Darauf
wird die obere (-Halbebene auf das Parallelogramm
der w-Ebene abgebildet. Da das Parallelogramm ein
Ausschnitt aus dem unendlich langen Leiter ist, kann
aus dem somit bekannten Feld der Widerstand ermittelt
werden.

Der erste Abbildungsschritt

2() =A [ (t—1) " (e—1/k) "
i (t+1/k) (@ +1) " dt+B,

=
2(0) =4, [ [A-2) A—k )] de (4)
0

fithrt auf tabellierte elliptische Integrale und liefert
den Zusammenhang:

l=a/b=K(Y1-k)/[2K(k)]1=K(¥)/[2K(K)]. (5)

In (5) sind K Abkiirzungen fiir vollstindige elliptische
Integrale 1. Gattung vom Modul % und seinem kom-
plementiren Modul &' =7/1—%?. Mit Hilfe der Trans-
formationsformeln fiir vollstindige elliptische Inte-
grale?

3(1+k) K(K) =K( i;;)

4 OBeruETTINGER-MaGNUs, Anwendung der elliptischen Funk-
tionen in Physik und Technik. Springer-Verlag, Berlin 1949.
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il (1+k) K(k) =K (3%) wird aus (5)
=K(104) /% (30)

/ 5 a 6
K 1_(2Vk)~)/K 21/1»-). (©)

] 14k ) 14k
Diese Umformung wird spéter benotigt.

Die Abbildungsfunktion fiir den zweiten Schritt lau-
tet:

w () 9 / (t—1) —-(‘.":—:/.-zf»(,_l/k) —(Ye+ala)
0
& (,+1//’]\-)*l",':*z’.?v(l_i_l)‘—(‘/:'31',7) d,+‘1§.
- : / ==l (7)
w(E) =y [ [1=1) (1+1/k)] =

=0

[(t+1) (t=1/k)]~lzFa/a) de .

5. Ermittlung von R(o, %)

Fiir den Widerstand des Parallelogramms gilt

R="U/I. wobei sich U und I durch die Feldstirke E

J. HAEUSLER

ausdriicken lassen (vgl. Abb. 1 und Abb. 4 rechts) :
U=E(cosa) |w,—w, |,
[=Gxd(wy—wy).
Gx=Gcosa; G=xFEcosa
I=d»E(cos®a) (w; —wy),

R— 1 1 |wz—w1|. (8)

zd cosa (wy—wy)

(vgl. Abschn. 2),

In (8) ist lwy—1w,;!/(w, —w,) =7" das Seitenver-
hiltnis des Parallelogramms. Den Seiten entsprechen
in der (-Halbebene die Strecken £; bis £, und &,
bis &, .

Nennt man den Integranden in (7) f(¢). so gilt
fir den Widerstand

(f
f(e) dt |
R— 1 1 1 ) (9)
%d cosa 1
_f1 f(t) de

Da (5) bzw. (6) einen Zusammenhang zwischen 7
und % festlegen, ist somit fiir das Rechteck ein Aus-

druck fiir R=R (o, 2) gefunden.

Lippyany und Kunrr ? geben nach geeigneter Substitution und unter Berticksichtigung der Feldabhangig-

keit der Leitfahigkeit % =x(a) fir R(a,4) an:

1 1
#(a) d cosa

R(a,7) =

J cosh(2 av/x) [sinh2v+4 k/(1+Fk)2]—"-dy
0

#(a) ist aus Messungen bekannt. Nach einfacher Umformung wird aus (10):

— : (10)
[ cosh(2 av/a) [sinh®> v+ ((1—Fk)/(1+k))*]—"-d»
0
_ofocosh(‘z av/a) [sinh®> v+QVk/(1+k))2]—"=-dr
: : (11)

R(a, /:) z(a) dcosa—: 9

Hier wird deutlich, daB} bei Vertauschung von 1 —[2 Vk/(1 +k)]> mit

[ cosh(2 ar/x) [sinh2v+1—@2Vk[(1+k))2]~-dr
0

[2VE/(1+k)]*> der Ausdruck

(11) in seinen reziproken Wert iibergeht. Das gleiche gilt fiir das Seitenverhiltnis in (6).

Somit wird

und in bezogener Darstellung:

R(2,2) R(a,1/%) =[1/x(2) d cos a]?

(12 a)

r(a,2) =R(a,2)/R(0,4) ,
r(a,2) r(a,1/2) = [%(0) /% (a) cos a]2.

(12 b)

LiaBt man in (12b) die Abhingigkeit der Leitfahigkeit x(a) unberiicksichtigt, so werden die rein geo-
metrisch bedingten Zusammenhinge deutlicher. Mit dem von der CorsiNo-Scheibe her bekannten relativen

Widerstand
Icorh = 1/cos?a=1+tan2a
wird r(o,A) r(a, 1/A) =rcom=1+tan®a. (13 a)
Aus (13 a) ist fiir =1 abzulesen:
r(a,1) =Vr(a,4) r(a, 1/2) = Vrcom, = V1 +tan’a. (13 b)
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Wir konnen diese Erkenntnis, die bisher nur fiir =0 bzw. ~ gefunden wurde, folgendermafien formu-
lieren:

Das Produkt der relativen Widerstinde zweier Plattchen reziproker Seitenverhiltnisse ist gleich dem
relativen Widerstand der Corsino-Scheibe. Der relative Widerstand eines quadratischen Plattchens ist gleich
dem geometrischen Mittel der relativen Widerstdnde zweier Plattchen reziproker Seitenverhaltnisse.

Die mit (12) bzw. (13) gefundene Beziehung vereinfacht die Ermittlung des Widerstandes, denn mit
der Losung fiir 0 <42 <1 sind auch die Werte 1 < 2 < o gefunden und umgekehrt.

Wir kehren nun zu Gl. (10) zuriick. Setzt man dort 2/T=p, e>” =t, so lassen sich Zihler- und Nenner-
integral auf die Form

[@p=rpt—p—) (2420 t+1) Ve dt
S mit v=[8/(1+k)2] -1

R(a,2) = - () d
g( =g p—p—) (12—2 v t4+1) Ve dt

zuriickfithren, fiir die eine Reihendarstellung bekannt ist ®. Es ergibt sich:

Ra, 1) = [1/(x(2) dcos )] [(g—1)/(g+1)] . (14 a)
wobei in g tabellierte I'-Funktionen und hypergeometrische Reihen F eingehen:
_ T —eaTl[el | FLQ/2) —e;e51/25 07
8= 2y I—a-T[AR) +e]  Fll—c; (1/2) +e; 3/2; 7] (14D)
mit e=1/4—a/27. (14¢)

Das Ergebnis (14 .a) bis (14 c¢) erlaubt einmal eine Auswertung mit Hilfe von Rechenmaschinen, zum
anderen sind fiir kleine v, d. h. 2= 1, Naherungen fiir g aus (14 b) angebbar:

2 ( [(1/2)+¢] A—e) @ ) 1+e(1—2¢) {[14(¢/3) - (1—2 &)1 (n[1/(1—17)] —?)+2?}

sin2x¢

g~ (+e—2 &) [(In[(1+v)/1—2)]1—2v)+2 2]

I'[(3/2)+¢] I'[2—e]

(14 4d)
Diese Naherung ist fiir den Bereich 0.5 Z <2 mit einem Fehler <17 anwendbar. Sie ist jedoch noch
relativ aufwendig und enthilt 2 nur iiber die Zw1schencroBe k aus der konformen Abbildung. Daher
sollen zum Abschlufl der Widerstandsberechnung Naherungen vorgestellt werden, die R direkt als Funktion
von a und / liefern. Fiir a=:7/4 und a =7/6 lassen sich die Integrale (10) auf tabellierte elliptische Inte-
grale zuriickfithren. Fir den ersten Fall sei der Rechengang angedeutet:

fcosh(z/2) [sinh? v+ (4 k) /(1+A)) ]—*/ dy
R(a/4,7) = V/i L S
*( jc0>h (»/2) [sinh2 v+ ((1—k /(1+A))°]—‘/ dv

Die Substitution sinh(»/2) =¢ fiihrt auf

;o[t4+12+(k/(1+k)2)]“/2dt
R(n/4,2) = V2 o7
(4 4 %(z/4) d ©° :
Of [+ (1=K 2(1+k))2] V= dt

Als Losung dieser Integrale findet man §

R(a/4, 2) = [1/(x(/4) d)] [K (1 — k) [K (V)] . (15)
Die graphische Darstellung der in (15) ermittelten Abhéngigkeit ist unter anderem in Abb. 6 gezeigt. Der

Kurvenverlauf wies auf ein asymptotisches Ubergehen der Widerstandskurven in Parallelen hin, deren Ab-

5 Grorxer-Horreiter, Integraltafel, Springer-Verlag, Wien 1958, 2. Teil, S. 184.
6 Siehe Anm. 3, S. 51.
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stand von der Geraden des Grundwiderstandes (o= 0) nur eine Funktion des Harr-Winkels a ist. Tatsach-
lich geht der Widerstandsausdruck (10) fiir 24— oo, d. h. k— 0, in die Form iiber:

2111)10 R(a,2) =Ry+0.(a)/[#(2) d] mit Ry=2/[x(a)d],
%Lﬂo R(a,2) =[1/(¢(2) d)][A+0x(a)] . (16)

Aufspaltung des Zahlers in (10) und Reihenentwicklung des Nenners mit Auswertung dabei auftauchender
Teilintegrale 7 liefert:

k —1/s
K(Vl 2) + l_*_k-/[cosh(Zpl)—l] ](:mh r+ (li—k) ) dy
R(a,2) = . o

#(a)dcosa 1 2k [ 1 4 _1/27 22n ) 7 ]
2 cosa 1+k 11_(4 —p-)—l—...é ( n )(2n)' n[(n—1/2)~ P]I

mit 0=[(1—k)/(1+k)]*>—1. — Da K(0) =m/2 ist, wird im Grenzfall:

lim R )= L [XOIH) ;3 [ owh@po)—L d»]
x(a) d 2 K (k) T sinh »
%= 0 (17)
_ 1 <2+ 2 f sinh(2 pv) +e~277—1 dv).
x(a) d (4 sinhv

/. geht bei diesem Grenziibergang natiirlich selbst gegen o ! Vergleicht man (16) mit (17), so erhilt man

Qoo(a)= 2 /smh(2 11/'7) d v+ 1/ e—2av/x—1] qv
0

.4 sinh » ev—e™?
0

Die Losung dieser Integrale ergibt 8: kein sehr grofler Unterschied mehr besteht; wihrend
0~ () und o4 (a) mit a— 7/2 nach oo streben, ist
ow(a)=tana—? [‘P(}l)-q-ri)—-?’(l)}, !
7 2 = 2 lim [0s(2) —0y(2)] =1— (4/a) In2=0,1177.

a—n/2

1

0 (a) =tan a — %[W(2

o
& 7) e 2 2] ’ Diese Tatsache erlaubt die Konstruktion brauchbarer
__ (18)  Naherungen, deren Giiltigkeit im Vergleich mit den
€ =EuLersche Konst. =0.577.. Losungen fiir a =1/4, a=7/6 und alle 2 bzw. 1=1

Die P.Fankiion fadet man tabellieit?. und alle a ermittelt wurde. Abb. 5 zeigt das Schema.
Nach (12 a) ergibt sich fiir 4 = 1 exakt:

R(a,Nx(a)d
a=a;
R(a,1) = ﬁg V1 +tan%a. (19) f |
| /// // Q-
Nimmt man auch hier eine Aufspaltung in Grund- = e &0
widerstand und winkelabhéngigen Anteil vor, so 6 |
ergibt sich 1k .
Ra1)= -1 (1+Vl+tan?a—1) T g
x(a) d (20) Abb. 5. Schema zur Konstruktion der Ndaherungen.

mit 01(a) = V1+tan2a—1.
Fiir 4 =1 wird dem Grundwiderstand der win-
Es zeigt sich, dal zwischen o (2) und o, (a) bereits kelabhingige Anteil 0;, (01 + 0x)/2 oder o, hinzu-

7 Siehe Anm. %, S. 54, 9 Jannke-Empe-Loscu, Tafeln hoherer Funktionen, Teubner-
8 Siehe Anm. %, S. 161 bzw. 55. Verlag, Stuttgart 1960.
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gefiigt. Fiir 2 <1 werden Werte nach (12b) er-
mittelt.

=1 r(a,z)—ﬁ@(1+ 2(“),), (21 a)
#%(a) A
< 15 1) = %(0) l+tran‘1ar.

A1 r(a,d) 2@ i+1-0@ (21Db)
Fiir o ist zu setzen bei
il 0=04(a),

AS1: o0=%(0;+0) (21¢)

sin a+1—cos a 1 1 o
= 2cosa —_}I[T(Q%—’;)

+@+21n2],

AS= 1: 0=0s(a).

Im ersten und dritten Falle tritt ein maximaler Feh-
ler <2,5% auf, der im dritten Falle bei 2=1 liegt,
im ersten nicht genau lokalisiert werden kann. Im
zweiten Falle bleibt der maximale Fehler <1,23%
fiir alle @ und 7.

In Abb. 6 und 7 sind die Widerstandskurven gra-
phisch dargestellt.

8
@=62.8° i
7+
R
c
6_
720
5 -

A—

Abb. 6. Abhingigkeit des Widerstandes vom Seitenverhéltnis
A=a/b und vom Harr-Winkel a. (c=1/x%(a) d.)

6. Widerstand einfach zusammenhingender
Havi-Plittchen beliebiger Form

Es sei noch betont, daB die Losung des Wider-
standausdrucks (10) die Losung aller Harr-Platt-
chen mit einfachzusammenhingender Flache und
linienférmigen Elektroden lings des Randes enthilt.

A=0
=05
5 A=0.
r(a.x)
% (a)/ae(0)[
10+
A=1
5l A=2
1 ==
P i ! N ! 1 i 1
0 7 2 3 4 5 6 tan a —=
L L :
45° a—— 829°
= . . * 1 = R (a, ;ﬁ)
Abb. 7. Abhéngigkeit des relativen Widerstandes r= R(0, 1)

vom Harr-Winkel a und vom Seitenverhiltnis A=a/b. Da die
ermittelte Abhingigkeit nur den Geometrieeinfluf} beriicksich-
tigt, wurde r(a, 4) - [#(0)/»(a)] aufgetragen.
Corsivo-Scheibe: A=0.

Es indert sich lediglich die Bedeutung der Hilfs-
groBe k je nach Abbildung. Als Grenzfall kommen
noch zweifach — aber ganz von Elektroden — be-
randete Flichen hinzu (Corsino-Scheibe).

W. BaDER wies in diesem Zusammenhang auf eine
eigenartige Erscheinung hin, die besonders bei un-
symmetrischen HavL-Plittchen auffallt. In (10) wird
deutlich, daB unabhingig von der geometrischen
Form des Plattchens der Widerstand invariant ge-
gen die Richtung des magnetischen Feldes ist:

R(a,2) =R(—a,1). (22)

Das ist deswegen eigenartig, weil bei Feldumkehr
in unsymmetrischen Pléttchen eine ganz andere An-
ordnung des Feldes erzwungen wird, als sie bei der

Abb. 8. Die Feldbilder eines Parallelogramms fiir die beiden

Richtungen des transversalen Magnetfeldes. Der Widerstand

ist von der Feldrichtung unabhingig: R(a) = R(—a).

@=(p/15) U, a’=mn/4. Links: B > 0, a=—a/, rechts: B <0,
a=a’.
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urspriinglichen Feldrichtung vorliegt. Diese Erschei-
nung wurde an einem Parallelogramm mit dem
raumlichen Winkel o’ =/4 bei den Hari-Winkeln
2=m/4 und — o untersucht. Die Feldbilder, deren
Ermittlung noch vorgestellt wird. sind in Abb. 8
gegentibergestellt.

7. Ermittlung der Feldstiarke des Plattchens

Da die zur Widerstandsherechnung beschriebene
Abbildung nur iber langwierige numerische Aus-
wertung zu einem Feldlinienbild und der Feldstarke
fihrt!, ist eine Naherungsmethode zweckmalig, die
berticksichtigt. dal} der feldverzerrende Elektroden-
einflufl schon im Abstand einer Elektrodenldnge von
der Elektrode aus gerechnet stark abgeklungen ist
(Abb. 0).

Als Ausgangspunkt dient wieder das Feld des
beidseitig unbegrenzten. unendlich langen Leiters
(Abb. 2). jedoch wird jetzt nur eine Aquipotential-
linie verstofflicht. Der gegen diese Elektroden ge-
neigte Streifen wird auf einem rechtwinkligen be-
grenzten abgebildet. Das bedeutet den Ubergang
vom beidseitig unbegrenzten zum einseitig begrenz-
ten. unendlich langen Leiter. Abb. 9 zeigt die Ab-
bildungsschritte.

@ ® ®

¥y n v

wew(%)

S'(OS z

v=@=const

£ £ 0 Y

-T 0 el
cosa

2= &1
Abb. 9. Die Abbildungsschritte zur Ermittlung des Feldbildes.

Der Streifen der z-Ebene mit der Breite 1 wird
durch
S=cosz

(23)

auf die obere [-Halbebene abgebildet. Den zweiten
Abbildungsschritt leistet ein Sonderfall der Scuwarz-
CuristorreLschen Formel fiir ein Dreieck. dessen
einer Eckpunkt im Unendlichen liegt.

w(l) = Q[f (1 — &)~ O+ @l) . (g £,) =)= (i) gy
P (24)

S [ (@ —1) e [(e—1)/(e+ 1)1 dr.
Durch Wallll der Elektrodenldange zz/cosa in der
w-Ebene hat der Streifen in der z- und w-Ebene die

gleiche Breite. Setzt man in (24) t=cos®, so er-
gibt sich unter Beriicksichtigung von (23) fir die

G =(cosh y—cos x )]"nexp’ _i(;t_!_2 o o retan 51{111 ]/) |
a
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Abbildungsfunktion

4

w= f [tan(w/2)]%%* dw .
0

Da in der Ebene w =u-+iv v die Potentialfunktion
ist. gilt fiir die Feldstarke in der z-Ebene

G =i dw/dz. (26)
Mit (25) und (26) und den Randbedingungen fiir

C ergibt sich A"=1. und die Abbildungsfunktion
lautet:

(25)

w= ‘ [tan(»/2) 1227 do . (27)
0

Fir die Feldstarke erhilt man:
€ =1i[tan(z/2)]?%"

und nach Zerlegung in Betrag und Winkel

I

sinz /|

(28)
Aus (28) ergeben sich als Isodynamen (Kurven
konstanten Feldstarkebetrages) :
1+cln,’a
1—c,ala
und als Isoklinen (Kurven konstanten Winkels) :

y =arsinh[ (sinz) tan ((z1/2 2) (¢, —7/2))] (30)
mit 7/2 = ¢y = 72 —a.

Die Kurven sind in Abb. 10 fiir a=z=/4 dar-
gestellt. Dort sind ebenfalls unter Einfithrung eines
neuen Koordinatensystems einige wichtige Beziehun-
gen zusammengestellt, die sich aus (29) und (30)
ergeben. Bei Anderung des HaLr-Winkels dndert
sich lediglich die Bezifferung, nicht die Form der
Kurven.

Die Kenntnis der Feldstirke nach Betrag und
Winkel erlaubt Aussagen iiber den Ladunggbesatz

cosh y+cos z

y = arcosh ( cos ¥ ) (29)
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Abb. 10. Isodynamen und Isoklinen der elektrischen Feld-
stiarke fiir a=x/4. Es ist f(x, £ b/2) =a, lim f(z, y) =a fiir
=0
.’/] —g b/2, [@(r, ?/)] [@(I’ —y) = ;Go :29
lim | € (2, 9)| = |6, .
XTr—>00



WIDERSTAND UND FELD EINES HALL-PLATTCHENS

an den freien Seiten, d. h. die Ladung pro Langen-
element des Randes. Ist Ex die Normalkomponente
dort, so gilt fiir den Ladungsbesatz 6 mit der Di-
elektrizitiatskonstanten &:

o=dekEy. (31)
und beim unendlich langen Leiter (Abb. 1 und 2)
Oo=deEsina.
Nach Abb. 9 erhalt man aus (28) :
0/ = — [tanh (y/2) 1+,
6/6. = [cotanh (y/2)]%%/=.

(32 a)
(32b)

Fiir die Belastung des Plattchens ist die in Elek-
trodenndhe ungleichmiflige Durchstromung interes-

sant. Bezogen auf den Betrag der Stromdichte im
unendlich langen Leiter

x=0:

T= —7:

Go=#FEcosa

erhilt man fiir die Stromdichte bei Austritt aus der
Elektrode

y=0: G/Gy=[tan(z/2)]%%". (33)

Abb. 11 zeigt die in (32 a und b) und (33) ermit-
telten Abhangigkeiten nach Einfithrung eines neuen
Koordinatensystems fiir einen HarL-Winkel o = 77/4.
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Abb. 11. Ladungsbesatz 6/6., und Betrag der Stromdichte
G/G, fiir a=z/4. In diesem Fall ist:

am oberen Rand: o=o0,, }/coth(z/2),
am unteren Rand: o= —o0_, }/tanh(z/2),
an der Elektrode: G=G,, J/tan(y/2); z=0.

8. Ermittlung des Feldlinienbildes

Wendet man auf die Abbildungsfunktionen (24)
die Substitution
t=("+1)/(="-1)
m=2al/(n—2a)

/)
w=ie“mf (z=1) 2 dr,

an, so wird mit

(34)

513

wobei die obere Grenze f(z) = [ —icotan(z/2)]™
ist. (34) zeigt an, daB} die Abbildungsfunktion fiir
ganzzahlige m nach Partialbruchzerlegung elementar
zu integrieren ist, d. h. fur

afa=1/2—-1/m (m=2).

Fir a=n/4 wurde das Feldlinienbild ermittelt.
Diese Abbildungsfunktion lautet nach Partialbruch-

zerlegung in (34):
w=V2(1 —i) [arcotanh V — i cotanh (z/2)
— arcotan J/ —i cotanh (z/2) ] .
Da sich die Umkehrfunktion nicht finden laft,

muB ein orthogonales Netz der z-Ebene in die w-
Ebene abgebildet werden und an Hand dieses iiber-
tragenen Netzes werden die Aquipotential- und Stré-
mungslinien auf den Streifen der z-Ebene iibertra-
gen.

Wie erwartet geht das Feld schon im Abstand von
ein bis zwei Elektrodenldangen von der Elektrode in
das Feld des unendlich langen Leiters tiber. Da die
Aquipotentiallinien im Ubergangsgebiet S-formig
verlaufen, ist bereits dort eine Auftrennung und
Erginzung zum endlichen rechteckigen Plattchen
ohne groflen Fehler moglich. So konnte das Feld
fiir das Seitenverhiltnis 1=2.4 ermittelt werden,
das bei Vertauschung von Aquipotential- und Stré-
mungslinien das Feldbild fiir 2=1/2,4 mitliefert.

(35)

p:04 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 25

0 2 4 6 8 10 2

Abb. 12. Aquipotential- und Stromlinien eines rechteckigen

Hacw-Plittchens mit dem Seitenverhiltnis 2A=2,4 beim Havrr-

Winkel a=x/4. ¢ = (p/25) U. U=Spannung am Harr-Plitt-
chen.

Abb. 12 zeigt das Feldlinienbild. Darin werden die
stark durchstromten Ecken deutlich, deren Lage nur
von der Feldrichtung, nicht von der Stromrichtung
abhéngt. Die Stromverteilung ist unabhingig von
der Stromrichtung. Dagegen geht bei Umkehr des
magnetischen Feldes das Feldlinienbild beziiglich der
Léangsachse des Plattchens in sein Spiegelbild iiber.
Ferner kann man ablesen, dall mit wachsendem Ab-
stand von der Elektrode die Hari-Spannung ihrem
grofiten Wert in der Plattchenmitte zustrebt.



