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NOTIZEN

Zur Ableitung der Londonschen Gleichungen
der Supraleitung

Von A. Have und W. FeNEBERG

Institut fiir Theoretische Physik der T. H. Miinchen
(Z. Naturforschg. 15 a, 641—642 [1960] ; eingegangen am 10. Mai 1960)

Die phanomenologische Theorie der Supraleitung be-
ruht im wesentlichen auf den Lonponschen Gleichungen,
die zusitzlich zur MaxwerLschen Elektrodynamik hinzu-
kommen. Diese Loxponschen Gleichungen gelten als et-
was grundsidtzlich Neues, als eine Erweiterung der
MaxweLLschen Theorie, die iiber diese hinausfiihrt. Dem-
gegeniiber soll hier gezeigt werden, daf} sich die Lonpon-
schen Gleichungen in gewissem Sinne aus der MaxweLL-
schen Theorie ableiten lassen, wenn man die iiblichen
Potentiale einfithrt und diesen eine geeignete Neben-
bedingung auferlegt. Dieses Verfahren ist dem der
Ableitung der Wellengleichung #hnlich, bei dem die
Lorentz-Konvention als Zusatzbedingung notwendig ist.

Die eine der MaxweLLschen Gleichungen, die in rela-
tivistischer Schreibweise
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lautet, wird bekanntlich durch die Einfiilhrung der Po-
tentiale 4,
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befriedigt. Die andere MaxweLLsche Gleichung
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in der j.° den normalen Onmschen Strom darstellt, 1a83t
sich aus einem Variationsprinzip
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gewinnen; dabei sind die Potentiale in der Lacrance-
Funktion L des elektromagnetischen Feldes zu variieren.
In dhnlicher Weise kann man die Loxponschen Gleichun-
gen aus der MaxweLLschen Theorie ableiten, wenn man
den Potentialen die Nebenbedingung

A, A= -k (5)
(mit festem k?) auferlegt, die zuerst von Dirac! in an-
derem Zusammenhang eingefiithrt wurde. Diese Neben-
bedingung ist mit einem Lacrance-Multiplikator zur
Lacrance-Funktion des elektromagnetischen Feldes hin-
zuzunehmen, so dafl L nunmehr lautet
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Die Durchfithrung der Variation (4) ergibt dann
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1 P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc., Lond. A 209, 291 [1951].
2 J. Baroeen, Handb. der Physik (S. Fligge), Bd. XV, S. 274.

Das Glied [ 4, , das hier neu auftritt, folgt unmittelbar
aus der Nebenbedingung (5) ; es 1aBt sich als ein zusitz-
licher Strom j,® (,Suprastrom®) interpretieren, der zu-
sammen mit dem Oumschen Strom j,° den Gesamtstrom
ju ergibt. Setzt man die neu gewonnene Beziehung in
der Form
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(A= —4 7/c?l; c =Lichtgeschwindigkeit) in die Bestim-
mungsgleichung (2) der Potentiale ein, so ergibt sich
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In klassischer Schreibweise heifit dies
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H=—crot(1Js); @=—a(g¥-+c2grad(lgs) (10)
(F;,,,:{f),—i@}; j,,s={4—:—85, 4ni95]).

Bis auf das Gradientenglied sind diese Gleichungen
genau die Lonponschen Gleichungen der Supraleitung,
wobei 2 den Charakter der Lonponschen Konstanten an-
nimmt. Dieses Gradientenglied kann man vermeiden,
wenn man die einfache Nebenbedingung (5) durch die
kompliziertere Beziehung

Wt2cAgrad [Dde+f(D)=—k (1)
ersetzt. Da diese im Gegensatz zu (5) nicht relativistisch
invariant ist, wurde hier das Viererpotential in das
Vektor- und das skalare Potential zerlegt: 4, ={2,i ®}.
f(D) ist eine beliebige Funktion von @ . Fiihrt man
nun wie vorher die Variation mit dieser Nebenbedin-
gung durch, so erhédlt man (10) ohne das Gradienten-
glied. Somit ist gezeigt, dal man die Lonponschen Glei-
chungen mit Hilfe der Nebenbedingung (5) bzw. (11)
aus der MaxwerLschen Theorie ableiten kann. Sie wer-
den dabei der Definitionsgleichung der Potentiale #qui-
valent. Daher ist die MaxweLLsche Gl. (1) in ihnen ent-
halten, wihrend (3) die erweiterte Form (7) annimmt.
Im Falle der Nebenbedingung (5) stimmen die Poten-
tiale mit dem sog. Supraimpuls iiberein. Das wesentlich
Neue sind also hier nicht die Lonxponschen Gleichungen,
sondern die Beziehung (8) fiir den Suprastrom, die be-
kanntlich den Ausgangspunkt der atomistischen Theorien
bildet. Wahrend sie bisher nur unter sehr speziellen
Bedingungen begriindet werden konnte 2, folgt sie hier
ganz allgemein.

Das Gradientenglied in (10) wurde schon mehrfach
diskutiert 3. Fiir die Deutung der Experimente ist es
unwesentlich. Wenn man es daher im allgemeinen weg-
1aBt, so spricht dafiir die grofere Einfachheit der zwei-
ten Gl. (10). Wenn man es dagegen hinzunimmt, so
werden die Lonponschen Gleichungen relativistisch in-

3 F. Boee, Z. Phys. 107, 623 [1937]. — F. Beck, Naturw. 39,
254 [1952].



642

variant und lassen sich zu der in diesem Sinne wesentlich
einfacheren Gl. (9) zusammenfassen. Wegen dieser re-
lativistischen Invarianz ist die Fassung (10) der iib-
lichen Form vorzuziehen.

Bei unserer Ableitung erscheint der Suprastrom als
reiner Feldstrom, im Gegensatz zum Omnwmschen Strom,
der extra eingefiihrt werden mufl. Die Lonpoxschen
Gleichungen sind daher als Feldgleichungen, nicht als
Materialgleichungen aufzufassen. Dies entspricht der
Tatsache, daf} die Energie des Suprastroms den Charak-
ter einer Feldenergie hat und keinen Beitrag zur JouLk-
schen Warme liefert. Trotz dieses verschiedenen Charak-
ters bilden Onmscher und Suprastrom insofern eine Ein-
heit, als nach (7) nur fiir die Summe aus beiden, ndamlich
den Gesamtstrom, eine Kontinuitdtsgleichung gilt. Dies
ist wesentlich natiirlicher als getrennte Kontinuitats-
gleichungen fiir die Einzelstrome, wie sie gelegentlich
gefordert werden *.

Die Nebenbedingung (5) bzw. (11) wird hier wie
bei Dirac ! dazu eingefiihrt, um ein neues physikalisches
Phanomen in der Maxwerischen Theorie unterzubrin-
gen. Im Gegensatz zu Dirac, der dabei an den normalen,
Onmschen Elektronenstrom dachte, ist hier die Supra-
leitung gemeint, fiir die die gewonnenen Beziehungen
ganz unmittelbar gelten. Wihrend Dirac als Kern sei-
ner Methode die Zerstérung der Eichinvarianz der Po-
tentiale durch die Nebenbedingung (5) betrachtete, ist
unser Verfahren nicht unbedingt an eine Einschrankung

Uber eine einfache Anordnung
zum Sichtbarmachen der Anregungszustinde
in Glimmstrecdken und Entladungs-Lampen

Von M. WLk

Institut fiir organische Chemie der Universitit Frankfurt/M.
(Z. Naturforschg. 15 a, 642—643 [1960] ; eingegangen am 6. Mai 1960)

Legt man nach Abb. 1 an die Auflenwand einer mit
Wechselstrom (50 Hz) betriebenen und gut abgeschirm-
ten Glimmlampe eine Ableitanode und fiihrt diese iiber
einen Verstirker an die Vertikalplatten eines Oszillo-
graphen, dessen Horizontalplatten mit einer linearen
Kippspannung von 25 oder 50 Hz versorgt sind, so zei-
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Anschluf3 des Brenners Kippgera?
an den 50Hz
Oszillograph

Abb. 1.
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der Eichinvarianz gebunden. Durch eine geeignete Wahl
f(®) = [c grad J @ dt]? 1Bt sich ndmlich (11) in die
eichinvariante Form

(A+cgrad [P de)2=—k? (12)

bringen, die natiirlich genauso zu den Loxponschen Glei-
chungen fiihrt. Hier ist also nur wichtig, daf} die Neben-
bedingung den Anlal zur Einfiihrung eines Lacrance-
Multiplikators bildet, der den Charakter einer neuen
Feldgrole zur Beschreibung der Supraleitung annimmt
und zu einer Erweiterung der Lacrance-Funktion des
elektromagnetischen Feldes fiihrt.

Der zunichst unbestimmten Grofe k2, die implizit in
[ bzw. . wieder auftreten muf}, kann man eine physikali-
sche Bedeutung beilegen, wenn man zu einer atomisti-
schen Betrachtungsweise iibergeht. Hier kann man sich
unmittelbar an Dirac! bzw. H6uLER 5 anschlieffen; dann
erhidlt man A=m/ne?, in Ubereinstimmung mit dem
tiblichen Wert der Loxponschen Konstanten (e=Ladung,
m =Masse, n=Dichte der Elektronen). Hier kam es uns
jedoch im wesentlichen nur darauf an zu zeigen, daf}
man die phanomenologischen Loxpoxschen Gleichungen
aus der phénomenologischen MaxweLLschen Elektro-
dynamik gewinnen kann.

4 M. vox Lave, Theorie der Supraleitung, Springer-Verlag,
Berlin 1949.
5 G. Honrer, Ann. Phys., Lpz. 10, 196 [1952].

gen sich auf dem Bildschirm Kurven mit aulerordent-
lich steilflankigen Impulsen von positiven und negativen
Werten, die von einer sehr flach verlaufenden Sinus-
kurve (Betriebsspannung der Glimmlampe) ausgehen
(Abb. 2). Dabei ist es gleichgiiltig ob die Lampe mit
einem Onmschen Widerstand oder mit einer Drosselspule
betrieben wird.

Lage, Héhe und Form der Impulse hingen von der
Lampenspannung, vom Fiillgas der Glimmlampe und
von deren Brenntemperatur ab.

Untersucht wurden die Osram-Spektrallampen: Cad-
mium, Natrium und Quecksilber, sowie eine gewdhnliche
Signalglimmlampe.
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Abb. 2.



