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L. MERTEN

Uber die Gitterschwingungen in Kristallen mit Wurtzitstruktur®

II. Einfluf der Coulomb-Krafte auf die Grenzschwingungen

Von Lupwic MErTEN **

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitdt Miinster (West{.)
(Z. Naturforschg. 15 a, 626—633 [1960] ; eingegangen am 23. Mirz 1960)

Die im Teil I abgeleiteten Formeln (L. Merten, Z. Naturforschg. 15a, 512 [1960] ; s. a. Berichti-
gung auf S.650) geniigen nicht, um auch den EinfluB der weitreichenden Couroms-Krifte voll zu
erfassen. Thr zusitzlicher Einflufl auf die Grenzschwingungen wird daher im vorliegenden zweiten Teil

nidher untersucht.

Dabei zeigt sich, daf} die vier ! ultrarot-inaktiven optischen Grenzschwingungen in ihrer Form nicht
beeinflult werden. Nur ihre Frequenzen @ndern sich etwas. Die dreila restlichen. mit einem Dipol-
moment verbundenen optischen Grenzschwingungen werden dagegen durch die Couroms-Krifte auch
in ihrer Form verdndert. Bei zweien von ihnen werden die Frequenzen richtungsabhiingig. Die Polari-
sationsvektoren dieser beiden Schwingungen sind, von den ausgezeichneten Richtungen abgesehen,
weder rein transversal noch rein longitudinal. Die weitere, in ihrer Frequenz richtungsunabhingige

Schwingung ist dagegen immer streng transversal.

4. EinfluB} der Coulomb-Kriafte auf die
Grenzschwingungen

Beim Wurtzitgitter sind aus dem gleichen Grunde
wie beim Zinkblendegitter neben den homdopolaren
Bindungskréften Couroms-Krifte wirksam. Diese
wurden in Teil I auller acht gelassen, erstens, weil
sie im allgemeinen die Gitterschwingungen in Kri-
stallen mit Wurtzitstruktur weniger beeinflussen als
die homoopolaren Bindungskréfte, zweitens, weil
man sich bei ihrer Behandlung wegen des langsamen
Abfalls der Couroms-Krifte nicht auf nahe Nachbarn
beschranken darf und deshalb zu ihrer Behandlung
eine besondere mathematische Methodik (z. B. Me-
thode der Ewarpschen Summen) benétigt. Da aber
gerade durch die CourLoms-Krifte, genauer durch das
von ihnen erzeugte makroskopische Feld, neue cha-
rakteristische Eigenschaften der Gitterschwingungen
auftreten, soll ihr Einfluf speziell auf die optischen
Grenzschwingungen (g —0) im folgenden naher
untersucht werden. Dabei setzen wir voraus, daf} die
Ladungen ndherungsweise wie im Atomkern lokali-
sierte Punktladungen behandelt werden diirfen.
Auflerdem rechnen wir elektrostatisch, vernachlassi-
gen also Retardierungseffekte.

Die Kopplungsdyaden fiir CouLoms-Kréfte haben

* Diese Arbeit stiitzt sich auf den zweiten Teil der Disser-
tation des Verf., Miinster 1959.

** Jetzige Anschrift: OSRAM-Studiengesellschaft, Augsburg.

! Ohne Beriicksichtigung der Entartung sind es sechs.

12 Da die Entartung bei den ultrarot-aktiven Schwingungen
durch den Einflul der Couroms-Kréfte mit Ausnahme fiir
die Kristallhauptrichtungen aufgehoben wird, haben wir
jetzt wieder von drei statt, wie im ersten Teil, von zwei
ultrarot-aktiven Grenzschwingungen zu sprechen.

1 RR) (4.1)

die Gestalt: @ (/L) =e. e (R3 —3 s
(e : effektive Ladung).
wobei R = r(}L)und R = R/ (s. Anm. 2).
Die Koeffizienten C (,%) fiir CouvLoms-Krifte
[siehe Gl. (2.1b)] lassen sich mit Hilfe der Ewarp-
schen Methode auf die Form bringen:
4 e e
Ce(t) =7 2 1% +B(%)-
Liflt man q— 0 gehen, so hdngt der Grenzwert

der Dyade ‘fﬂ offensichtlich von der Normalenrich-

tung ab. in der der Grenziibergang vollzogen wird.

(4,2)

Die Dyaden B** =lim B (%) existieren dagegen
q—0
eindeutig; sie gehorchen denselben Symmetriegeset-
zen wie die im ersten Teil behandelten Dyaden
C*" = lim Cx (%) fiir nicht-Couromssche Krifte 3.
q—0

Die Unsltetigkeit des ersten Terms bei q =0 ist die
Folge des langsamen Abfalls der Couroms-Krifte
mit der Entfernung. Dieser Term hiangt eng mit
dem durch die Schwingungen erzeugten makroskopi-
schen Feld zusammen.

Da wir hier keine numerischen Rechnungen durchfiih-
ren, ist die explizite Gestalt der Dyaden B (;39) fiir das
Folgende von geringem Interesse. Trotzdem sei sie der
Vollstindigkeit halber hier angegeben: Sofern k= K/,

2 Zum Beweise dieser und der folgenden Gleichungen siehe
etwa Anm. 3. 4,

3 M. Borx u. K. Huaxe, Dynamical Theory of Crystal Lat-
tices, Oxford, Clarendon Press 1954.

4 L. Mertex, Z. Naturforschg. 13 a, 1067 [1958].

5 Der Index N ist gegeniiber dem ersten Teil hinzugefiigt,
weil die Gesamtsumme C(k?c') +CN(k'§c,)=Cc(k?c,)wei-
terhin ohne Index geschrieben werden soll.



DIE GITTERSCHWINGUNGEN IN KRISTALLEN MIT WURTZITSTRUKTUR II

4
Va

gilt zunéchst streng: B(;}¥)=ex ek'{

T

627

%‘1é (e—a/*/4R* 1) _RBZTH (Rr(kﬁc,)) e=iar(yh)

+ T (a) +9) (a () +9) G a(h) +a 4R eim""("’”—""’”}- (4,3)

Va R2 A

o2
7—[(")53 a;H("

Hierin bedeuten: Sy

q(h) =2ny(h), wobei y(h)=hb'+h,b>+hsb?

ein Gittervektor des reziproken Gitters ist. Bei der
Summe iiber b bedeutet der Strich am Summenzeichen
Ausschlufl des Termes A=0. R ist eine prinzipiell be-
liebig wihlbare Abschneidegrenze, die jedoch fiir nu-
merische Rechnungen nur innerhalb sehr enger Grenzen,
d.h. in der GroBenordnung der reziproken Gitterkon-
stante zu wihlen ist. [Man vermeide Verwechslungen
mit R in Formel (4, 1).]

Im Falle k=Fk" wird die Berechnung im allgemeinen
dadurch schwieriger, daB8 die Kopplungsdyaden Lp(kok)
nicht formal nach (4,1) (dieser Ausdruck wiirde dabei
wegen R=r(k°k)=0 auch singuldr werden), sondern
nach (2, 6a) zu berechnen sind:

(P(kok)z_;w(ki")‘ (4, 3a)
Es 146t sich jedoch zeigen, daB — sofern man den Term
mit ¢ (,),) ausschlieBt — (4,3) auch fir k=K gilt,
wenn man nur in der Summe iiber / beim Gliede /=0
Ho_ 4 I
3Vn )
setzt. (Beim formalen Einsetzen von r(kok)=0 in H
wiirde auch H singulir.) Beim Zinkblendegitter hat
man damit schon den strengen Ausdruck B (k?c) , da
@ (kok) verschwindet (vgl. Anm. 4, S.1068). Beim
Waurtzitgitter verschwindet @ (kok) zwar nicht streng,

wohl aber auf der rechten Seite von (4, 3a) die Sum-
men iiber die ersten und zweiten Nachbarn. [Der Nach-
weis 1aBt sich leicht mit den Abstandsvektoren aus
Tab. 2 unter Benutzung von (4,1) durchfithren.] Da
diese den Hauptbeitrag zur Gesamtsumme liefern, darf
man auch hier annehmen:

@ (x) = 0.

Fiir eine strenge Rechnung miifite man allerdings die
Dyaden ¢ (kok) nach (4, 3a) gesondert berechnen und in

B() beriicksichtigen.
Da der Kristall im ganzen ungeladen ist und
4
folglich Z e, =0 gilt, dirfen wir wegen e;=e3,
E=1
e, =e, setzen:
e;=e3=e,

(4,4)

Benutzen wir noch die Abkiirzung (q ist fiir eine
feste Richtung zu nehmen)

2 2
T=1lim *7 99 _ |im ** nn, (4,5)
g0 va q4° g—0 Va

es=¢e;= —e.

[n = % = (n;, My, ng) ist der Normaleneinheits-

vektor; fiir die Komponenten Tas gilt offensicht-
lich:

Top=T5sa,

Ty+Tae+Ty=47 e v,

TopTya=TasTys, (a)

(b)

so erhilt (4,2) in der Grenze q — 0 die Gestalt:
Lin%) Colib)e=( =1)54¥ T4 BF¥, (4, 7a)
a—

(4,6)

und fiir die Gesamtsumme C(,%,) ergibt sich:
C* (m) = lim C (x%) = (= 1)¥*+¥ T 4 C¥¥ 4 Br¥
a—0

q

= (=1)*+¥ T 4 A%, (4,7Db)
Wegen des ersten Gliedes ist der Grenzwert C** (m)
in (4, 7b) ¢ ebenfalls richtungsabhéngig. — Der rich-
tungsunabhingige Anteil ist mit A% = C** 4 BF¥
abgekiirzt.

Damit ergibt sich als Schwingungsgleichungssystem fiir die Grenzschwingungen:
(A4 T —my w2 D)-v(1) + (A2 -T)-v(2) + (A2¥+T)-v(3) + (4“-T)-v(4) =0,
(A2 =T)-v(1) + (A2 +T —myw2]) v(2) + (42 -T) v(3) + (4*+T) v(4) =0,
AN+ T) v(1) + (432-T)-v(2) + (A8 +T —m; 0?1)-v(3) + (434 -T)-v(4) =0,

(A% —-T)-v (1) + (A2 +T)-v(2) + (A®-T) v(3) + (A¥+T—myw?I)-v(4) =0.

(4,8)

6 Die Richtungsabhingigkeit ist dabei durch den Normalenvektor n als Argument angedeutet.
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Nutzt man hierin die auch fiir die Koeffizienten 4%

L. MERTEN

k" giiltigen Beziehungen (3, 3a) und (3, 3b), S. 519, 520,

aus, so nimmt das Koeffizientenschema die vereinfachende Form an:

AU+ T—m, o 4v—T AB+T AM—T
Ae—T A+ T—my 0?1 An—T AT (4, 8a)
AB+T AU—T AU+ T—m, o? I Az—T : » 08
Au—T AM+T Ae—T A+ T—my ?

Im Gegensatz zu (3,4) haben die Koeffizienten wegen des Terms T keine Diagonalform mehr. Die drei
Gleichungssysteme (3,11) werden daher durch die CouLoms-Krifte wieder miteinander gekoppelt.

Zunichst seien wieder die Eigenfrequenzen o berechnet. Sie ergeben sich aus der zu (4.8) gehorigen
Sékulargleichung:
1 Ctti—m, w1 e ci Cu A T—m, o* ] AT AT Av—T
G Cr—my o Cu C _ AT A+ T—my ? Av—T A%+ T 0
ce én Ct-mwtl (= AT AU=T AT —m, w1 Av—T =Y.
Cl‘ CZ‘ C|5 C!!—m: w! I All..‘T A2‘+T AIZ_T A2!+T_m2 w2 I
(4,9)

Zur Ausrechnung lafit sich die Determinante zunichst genau wie friher (vgl. S.520) in ein Produkt
zweier sechsreihiger Determinanten umwandeln, d. h. die Sdkulargleichung sich in die beiden Gleichungen

aufspalten:

CU+C8—m, w1
’bl! +~Cll

| - C“—m AT Tr—cn
Cl’_—cl‘ 222

—Z’“—m, ol

z”"f-b‘—m, w*l
AM— 48— ot ] Alr— g1

T+

=0, (4, 9a)

Al2— g1 =0. (4', 9b)

AR —A*—m, 0* 1

In der zweiten Gleichung durften die C**" durch die 4**" ersetzt werden, weil sich die Matrizen T in der
Differenz herausheben. Da die 4**" Diagonalform besitzen, lassen sich die Losungen in derselben Weise
wie frither gewinnen. Man hat in (3,10) nur die C**" durch die 4**" zu ersetzen:

2 _ 1 11 413y, 1 400 4 (a) fir a=1,
of = (48— )+ T (42— 42 -ty
11 13 1 22 24 1 12 14\2 (b) fir a=3.

£ ]/ (g (42 = A2) =, (42— A (4 - ay) (4,10)

Wegen A% — AE¥ stimmen o, und w, wieder
iberein. Bei den Frequenzen (4,10) besteht die
durch die CouLoms-Krifte bedingte Anderung allein
darin, daB zu den GroBen C**" noch Couroms-Terme
B¥%" zu addieren sind, die sich genau wie jene ver-
halten.

Die Determinante in (4,9a) 1dBt sich nicht so
einfach ausrechnen wie frither diejenige in (3, 5a),
weil sie jetzt auch noch die Matrizen T enthilt. Zu-
nédchst 1aft sie sich jedoch wie dort weiter verein-
fachen. Die Addition der zweiten Spalte zur ersten
liefert:

| —mywtl A+ gu—2T |
—myw?l A+ AM+2T—my 0l |

=0,

Indem man weiter das my/m;-fache der ersten Zeile
von der zweiten subtrahiert, kann man aufspalten:

l _mlwz”, _ my+my (A2 + 41%)
my

pomtme 7 02f —0.

my

Der erste Faktor liefert wieder die drei Grenz-
frequenzen der akustischen Schwingungen:
Wk, =0. (4,11)

Nach Multiplikation mit m,/2(m, +m,) bleibt noch
zu losen:

'_i 12 14 o mymy; 2 _
’ 2 (A +A )+T 2 (my+msy) w1 0

oder unter Benutzung der Abkiirzung
17 12 4, mmy o —
Au= 2[A1 AR+ M 02 (4= 4y)

: (4,12a)
ausfiihrlich geschrieben (s. Anm. 7) :

7 Die hieraus berechneten Frequenzen und die weiter unten
angegebenen Polarisationsvektoren gehoren, wie man durch
Vergleich sieht, zu den drei optischen Eigenschwingungen,
die in Anm.® phdnomenologisch behandelt wurden. Die
dortigen Formeln sind allerdings umfassender, weil sie
nicht wie hier an ein spezielles Modell der Bindungskrafte
gekniipft sind und u.a. durch Ionenpolarisation verursachte
Effekte implizit enthalten.

8 L. MerteN, Z. Naturforschg. 15 a, 47 [1960].
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‘ "l;'“T" A,Ti-"r,, ;:: 0. (4,12) (4, 6), so ergibt sich:

s T SN A2 A3+ A2 Tgg + A, Ay(Tyy+T39) =0. (4,13)

Entwickelt man die Determinante und beachtet dabei " . .

Als erste Losung liest man hieraus ab:
L[ 412 14, mmy o ,
s o 4 : 2 =0, 4,1
4= - |4+ Al il o (4,14)
w2 = _ Matms (A1 4+ A1) = — Mt (124 B2 4 C14 4 BY) (4,14)
1 my m, 1 1 my my
Fiihrt man nun die Abkiirzungen A, =AY+ A* und 02 = ’";"12“ ? ein, so nimmt der Rest der Gl
my+my

(4,13) die Form an:

Al A3+A1 T33+A3(T11+T22) =0, (4‘, 15,)

s (All +w'®) (Asl + ') — ?I(All +w’?) Ty — %(Aa’ + w'?) (T3 +Ty) =0,
4+ [(Ay +A43) —2(Tyy +Toy+ Tyg) Jo'2+ A, Ag' — 2(A4, Ty3+ A3 (T3 + T5)) =0,

w+ (Al' +A4; —

a

Sa e2) w24 Ay (Al’

. e2) QA A T,
Va

wobei in der letzten Gleichung (4, 6b) benutzt wurde.

Als Losung folgt hieraus:

A — A BE e2) =2 V%(_Al'—Aa’ﬁL %e2)2+A3'(—A1’+—§fe2) +2(4, — A) Tss,

w1

P23= 3\ 7 va

2 _mutmg |1 (g s 87 o 11/_'
W= Tt 2( A7 -4+ 22 )5 5 4,

+ A+ ‘*v_" e2)“ $bs ‘ii (4, — Ay) ng?

(4,15)

mit 4" =AY+ A} und 4, = 43>+ A}

Dabei gehore w, zur Losung mit negativem [bzw.
im weiter unten behandelten Fall (Ib) mit positi-
vem], wg zur Losung mit positivem [bzw. im Fall
(Ib) mit negativem] Wurzelvorzeichen. Wegen des
Faktors ng4? sind diese Frequenzen im Gegensatz zu
(4,14) richtungsabhangig.

Wir haben also das Ergebnis: Bei Einbeziehung
der CourLoms-Kriafte werden zwei der Grenzfrequen-
zen richtungsabhingig. Bei der niheren Diskussion
der Richtungsabhangigkeit sind dabei zwei Falle zu
unterscheiden, die durch

a) Normalenvektor senkrecht zur Drehachse: ng=0.

87 2|4/ — A | und BT e2> |4, — 4|
Vg Va

charakterisiert sind (s. Anm. 9) :
Fall I: 8v_n e2<| Ay — 44|, d. h. groBe Anisotro-
a

pie der Bindungskrafte im Vergleich zur Grofle der
effektiven Ionenladungen.

(Ia) Wir nehmen zunachst an, dal3 Al' —A3'
positiv ist. Dann werden die Frequenzen in den aus-
gezeichneten Richtungen gegeben durch *:

g3=*—ml+ﬂ2- %(—A1,—A3’+Si 62) =E %(A{—As’— 8”82)],
% my my va Va
. =M<_Al'+ 8a ez) =ﬂiﬂ(_ Al g1 87 ez), (a) (4, 16a)
o my my Va my my Va
2 _ Mytmy g mytme (412 414
@3, = my my (—45) my My ( A3 4 ) ' ol

9 Um allgemein zu sein, soll bei der Diskussion keine Riick-
sicht darauf genommen werden, welche Fille bei Kristallen
mit Wurtzitstruktur wirklich auftreten. Die fiir die Grenz-
frequenzen erhaltenen Ergebnisse lassen sich auch weit-
gehend auf andere zweiatomige polare einachsige Kristalle
iibertragen. Vergleiche auch Anm. !° auf Seite 631.

* In diesem Falle wire es iibersichtlicher, den ersten Sum-
manden im Radikanden von (4,15) in der Form

zu schreiben.
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B) Normalenvektor parallel zur Drehachse: ny=1.

L. MERTEN

U)ggz,z"l"f_"lg‘tl (—Al’—A3,+ 81)‘71—62):{:»17(A1’—A3’+ 8:’!6')},
a

2 myms |2 2 vy
wf = Tt (_ 47) o Pt g1z gl), (a) (4,16p)
=1 my my my my
w§ _ mtmy (_ A3’+ 8x e2) _ mytmy (__ Aéﬁ _ A;“ + 8 e‘-’). (b)
1 my my Uy my my Va

(Ib) Nehmen wir jetzt an, daB 43" — A, positiv
ist, so erhélt man die gleichen Ergebnisse, wenn man
jetzt nur, wie oben angedeutet, die Losung mit dem
positiven Wurzelvorzeichen als w,, die mit dem
negativen als wg bezeichnet.

Die Losung w, lafit sich in beiden Fallen als Er-
weiterung der Losung w, in (3, 8a), S. 520, die Lo-
sung wg als Erweiterung der Losung w5 in (3, 8b)
auffassen. Wie man durch Vergleich mit den Schwin-
gungen in kubischen Kristallen unmittelbar erkennt
und wie wir weiter unten bei der Ausrechnung der
Polarisationsvektoren explizit zeigen werden, sind
die Schwingungen auch jetzt in den ausgezeichneten
Richtungen streng transversal (w2; und ws) bzw.
streng longitudinal (w2y und w3;). Wenn man von
der einen ausgezeichneten Normalenrichtung kon-
tinuierlich in die andere ibergeht, geht wie frither
die transversale Schwingung der einen ausgezeich-

a) Normalenvektor senkrecht zur Drehachse: ny=0.

neten Normalenrichtung in die longitudinale der an-
deren iber. Dabei @ndern sich aber gegeniiber frii-
her die Frequenzen, und auch die Polarisationsvek-
toren (vgl. weiter unten) liegen fiir die Zwischen-
richtungen nicht mehr genau in den ausgezeichneten
Richtungen. Da die berechneten Frequenzen fiir die
ausgezeichneten Normalenrichtungen die obere bzw.
untere Grenze der bei Anderung der Normalenrich-
tungen iberstrichenen Frequenzintervalle darstellen,
ergibt sich fiir beide Zweige eine Intervallbreite

2 my+my 87 o
g, = es.

D 9 2
A(w?) =ws —wr =w? —w
(w?) 2, 2, 3, Molie ¥

(4, 16¢)
Fall II: 8v—7 e*>| A, — 45|, d. h. geringe Aniso-

tropie der Bindungskrifte im Vergleich zur Grofle
der effektiven Ionenladungen.

In diesem Falle werden die Frequenzen fiir die
ausgezeichneten Richtungen gegeben durch:

g mutms (1 f g0 g7 8 2) ,1,,(_,4’ A+ 87 2)
Qo= m1m2[2( 4, A3+va€ T3 Foly =€ )
wf, =TI (—4y) = e R A Ly B (a) (4,17a)
1752 Bk
wf = Tt (g0 Sn ) mutm (gl gl 87 g). ()
Bl a 1. 48%8 a
f) Normalenvektor parallel zur Drehachse: ng=1.
wh 5= T cl) <_A1,‘A3’+ 22 €2> e ‘1; <A1,—A3/+8y'7 e‘*’) ,
" mymy, |2 v 2 "
2 _mytmy o gy MytMms (412 414
i s M=y = Sl = = A (a) (4,178)
wf = Tt (a7 ) = B (g a4 TR e) )
L a 1 2 a

Auch fiir diesen Fall sind die Schwingungen in den ausgezeichneten Richtungen rein transversal (w2 und
®2;) oder rein logitudinal (w3, und ws;). Beim kontinuierlichen Ubergang von der einen Normalen-
richtung zur anderen geht jetzt aber die transversale Schwingung der einen Richtung in die transversale der
anderen, ebenso die longitudinale der einen in die longitudinale der anderen iiber. Die Losungen lassen
sich hier nicht mehr sinnvoll als verbesserte Losungen w,, wy in (3,8a) bzw. (3,8b) auffassen. Sieht man
niamlich von dem unwesentlichen Unterschied zwischen A**" und C**’ ab, so sind z. B. jetzt beide Frequenzen
w, [aus (3,8a)] und wy [aus (3,8b)] in dem neuen w, als Spezialfdlle enthalten (ndmlich fiir die aus-
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gezeichneten Richtungen), wihrend w; als hohere Frequenz keine der beiden Frequenzen als Spezialfille
enthdlt. Da die berechneten Frequenzen fiir die ausgezeichneten Normalenrichtungen wieder die obere bzw.
untere Grenze der bei Anderung der Normalenrichtungen iiberstrichenen Frequenzintervalle darstellen, er-

gibt sich fir beide Zweige eine Intervallbreite:

2 2 _ 22 2
A(w?) = o — oy —}w3° Ws,

Falls 352
Va

>| A4/ — A4y | (s. Anm. 19), ist 4, — Ay

im Radikanden von (4, 15) zu vernachlassigen, und
es folgt:

> 1 ’ # 8 e? _,_18. 2
why = m1+m{ ,(_Al e BEEE )+ __,71}

|

my; my 2 Va 2 Va
e Tty =4 iy ) (a) (4,17")
= my m, 2
w23: my+my (_ A,1 +A3' +3ﬂ62). (b)
my m, 2 Va

Die Frequenzen werden dann richtungsunabhingig,
und die zugehorigen Schwingungen sind, wie weiter
unten gezeigt wird, fiir alle Richtungen praktisch
transversal (w,) bzw. longitudinal (ws).

Schlielich sei noch die Frage aufgeworfen, ob es
Falle gibt, fiir die sich die beiden Bereiche beriihren.
Dies 148t sich sofort aus Gl. (4, 15) ablesen, da fiir
die Beriihrungsstelle w,=w; sein, d.h. der Radi-
kand verschwinden muB. Falls 4,"— 43" >0, ist dies
aber offensichtlich nur méglich, wenn sowohl

.»41'—A3'=81]—'7e2 als auch ©~  ng=0,
a
falls 4,"— A3' <0, wenn sowohl
A;;'-—A{:%’T[—e2 als auch ng=1.
a
(4,18)

Beriihrung tritt also genau im Ubergangsfall [<—II
auf, und zwar fiir die Normalenrichtung senkrecht
(ng=0) bzw. parallel zur Drehachse (ng=1).

Wir wollen jetzt noch zeigen, welchen Ein-
flu die Couroms-Krifte auf die Polarisation der
Gitterschwingungen haben. Gegeniiber der Berech-
nung der Polarisations(Amplituden-)vektoren im
Teil I (Vernachlassigung der CouLoms-Krafte) wird
dies dadurch etwas schwieriger, dafl wegen der Nicht-

10 Wihrend aus frilheren Messungen des Ultrarotspektrums
(ZnO 11,12, BeO!2) auf betrichtliche Anisotropien ge-
schlossen wurde, liegt nach neueren Messungen bei den
untersuchten Verbindungen fiir die transversalen Eigen-
schwingungen fast vollkommene Isotropie vor (ZnS 13,
CdS 13, CdSe 3, ZnO *). Demnach trife wenigstens fiir
die letztgenannten Verbindungen der hier besprochene
Grenzfall zu. Wie in einem weiteren Teil gezeigt werden

_ myt+my 412 14 12 14
g L A + A7 — A7 — A" .
1, 2

(4, 17¢)

diagonalitdt der (richtungsabhingigen) Dyaden T
das System der Schwingungsgleichungen, wie er-
wahnt, nicht mehr in drei Teilsysteme zerfallt.

Die zu den Frequenzen (4, 10) gehorigen Polari-
sationsvektoren lassen sich jedoch auch hier schnell
angeben. Man kann namlich zeigen, dal T keinen
Einflu auf die Polarisation hat. Dazu lassen wir in
dem Schwingungsgleichungssystem (4,8) zunichst
die T fort. Es unterscheidet sich dann nur in den
zusitzlichen Gliedern B**' zu den C**' von dem frii-
heren [zerlegt=Gl. (3, 11), S. 521], in dem die Cou-
Lome-Kréfte vernachldssigt waren; man hat also die
dortigen C**" durch A** = C**' 4 B¥*: zu ersetzen. Da
die B**" und damit die A** sich beziiglich ihrer
Symmetrieeigenschaften wie die C**" verhalten, ins-
besondere wieder nur aus Diagonalelementen be-
stehen, zerfdllt das Gleichungssystem genau wie frii-
her in drei Teilsysteme [siehe Gl. (3,11)], und alle
aus ihm folgenden Gleichungen lassen sich dadurch
gewinnen, dal man in den entsprechenden, aus Gl.
(3,11) abgeleiteten Gleichungen C**" durch 4**" er-
setzt. U. a. behilt also die Beziehung (3, 16) fiir die
Polarisationsvektoren Giiltigkeit:

v(l)=-v(3), v(2)=-v(4). (4,19)

Dies ist nun trivialerweise auch eine Losung der

Gleichung
T-v(l)-T-v(2) +T-v(3)-T-v(4) =0.

Addieren wir nun diese Zeile zur ersten und dritten
des eben erwihnten unvollstindigen Gleichungs-
systems mit den Koeffizienten A;;’ und subtrahieren
sie von der zweiten und vierten Zeile, so ergibt sich
das vollstandige Gleichungssystem (4,8). Da aber
Gl. (4,19) Losung der beiden Teilsysteme von (4, 8)

soll, 1aBt sich dies auch aus dem atomistischen Aufbau des
Wartzitgitters verstehen.

11 S. ToLksporr, Z. Phys. Chem. 132, 161 [1928].

12 J. Strove, Phys. Rev. 38, 1818 [1931].

A. Mirsuisar, H. Yosuinaca u. S. Fusira, J. Phys. Soc., Ja-

pan 13, 1235 [1958].

14 R. J. Corrins u. D. A. Kieinmay, J. Phys. Chem. Solids 11,
190 [1959].
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ist, 16st sie auch (4, 8) selbst, was wir zeigen woll-
ten.

Die Polarisationsvektoren zu den Frequenzen (4,14)
und (4, 15) werden dagegen beziiglich ihrer Richtung
stark von den Couroms-Kraften beeinflult. Zunachst

L. MERTEN

1aBlt sich zeigen, daf} die Beziehung (3, 14)

v(1)=v(3)=- "2v(2) = -

my

—'nﬁf—v(él) (4, 20)

Giiltigkeit behalt.

Zum Beweis subtrahieren wir in (4, 8) die dritte Gleichung von der ersten und die vierte von der zwei-
ten. Beachten wir dabei die spezielle Gestalt der Koeffizientenmatrix [vgl. Gl. (4. 8a)], so ergibt sich fiir

die beiden ersten Gleichungen:

(All_Al3_m1w21)-(v(].) —”(3))+

(42— 41)-(v(2) -v(4))=0,

(412~ A14).(0(1) —0(3))+ (A2 — A2 —my w2 1)-(V(2) —(4))=0.

Die Determinante dieses Gleichungssystems verschwindet fir die Frequenzen (4,14) und (4.15) nicht;
denn da sie mit (4,9b) iibereinstimmt, wiirde ihr Verschwinden entgegen der Voraussetzung das Vorlie-
gen der Frequenzen (4,10) bedeuten. Folglich existiert nur die triviale Losung:

v(1) =v(3),

v(2) =v(4). (4, 20a)

Setzen wir dies Ergebnis in die beiden ersten Gleichungen von (4, 8) ein

(A" 4 AB 2T —myw?1)-v(1)

L (A4 A1 _2T).v(2) =0.

(4124 A1 _2T). (1) + (A2 + A%+ 2T — my 0 I)-(2) =0
und addieren sie, so bleibt wegen A1 + 413 4+ 4124+ 4% =0 und A+ A"+ 422+ 4?*=0 [vgl. (3.2) und

(3.3). S. 519, 520]:
—my0*l-v(1) —myw?l-v(2) =0,

womit (4, 20) bewiesen ist.

Alle vier Vektoren haben also dieselbe Gestalt,
und zwar ergibt sich explizit (s. Anm. 1) :

Zur Frequenz (4,16) gehoren die Polarisations-
vektoren

v, (k) = fi(ny, —ng,0)  (k=1,2,3,4) (4,21)

d.h. v(1)=— "Zz v(2), (4, 20b)
1

und zu den Frequenzen (4, 17) :

Vo5(k) =fi (nyny,ngng, N—n2—ny?),  (4,22)

wobel N = 1}92 [A1’+ _mgits
€

8 my+my

wﬂ (4, 22a)

oder nach Einsetzen von (4, 15)

Dabei gehore v, zur Frequenz wg, ¥3 zur Fre-
quenz w,. Die Faktoren f;, f;" sind dabei entspre-
chend Gl. (4,20) nur relativ zueinander festgelegt.

Aus beiden Formeln ergibt sich folgendes: Die
Schwingung mit w; und v,(k) [Gl. (4,14) und
Gl. (4,21)] ist wegen

n vy (k) =fi(nyn,—nyng) =0
stets transversal. Der Polarisationsvektor liegt dabei

immer senkrecht zur hexagonalen Achse.

15 Um nicht durch eine etwas lingere Rechnung hier zu unter-
brechen, sei der Beweis der Gln. (4,21) und (4,22) in
einem Anhang nachgeholt.

T 1 V (-4 =4+ 5% &) £ 427 (4~ 4)) g

} - (4, 22b)

Vg Va

Spaltet man die Vektoren v,(k) und v,(k) auf
nach

vy, 3(k) =vO (k) +v3 (k),  (4,23)

wobei VW (k) =f;"(nyny, nyng, —n®—ny?)
(4, 23a)
und v (k) =fi’ (0,0, N), (4, 23b)

so ist vV (k) fiir beide Frequenzen gleich und wegen
n-vW (k) = fi" (ny® ng +ny? ng — ng[ny* +ny*]) =0

rein transversal; die Frequenz ist nur noch in
v‘f?,(k) enthalten. Falls N =0, ist die Schwingung
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also immer streng transversal, wenn dagegen N =1,
ist sie streng longitudinal, wie man aus der Dar-
stellung

2,3(k) = fi (ny ng, nyng, 1 —ny* —ny?)
=ng fy' (ny, ny, ny)
sofort sieht.
Genau diese beiden Fille treten aber fiir alle Rich-
tungen auf, wenn Ll |4, — 45| (Spezialfall

Va
von Fall I, S. 630). Durch Einsetzen von (4,17’a)
in (4, 22a) folgt dann namlich

Sk {AL;*AL] ~0, (a)

und von (4, 17’b) (4, 24)
2 [A/—Ay  8me?

= T

Die zu w, gehorige Schwingung ist also fir alle
Richtungen praktisch transversal, die zu wg gehorige
praktisch longitudinal. Die langen optischen Schwin-
gungen unterscheiden sich dann nicht mehr von
denen in kubischen Kristallen.

Durch Einsetzen der Frequenzen (4, 168;a) und
(4,178; a) bzw. (4,16;a) und (4,17;b) in (4, 22a)
ergibt sich ebenfalls, dal N =0 bzw. N = 1. Setzt man
allerdings (4,16;b) und (4,17; a) bzw. (4,168;b)
und (4,178;b) ein, so wird N im allgemeinen
weder =0 noch =1; in beiden Fallen verschwinden
aber (im ersten wegen ng=0, im zweiten wegen
n;=ny,=0) die erste und zweite Komponente von
v (k) (im zweiten Fall sogar noch die dritte), so
daB auch vy 3(k) selbst parallel zur Drehachse liegt.
— Damit ist gezeigt, dal auch fiir beliebige grofle
Anisotropie und fiir beliebige Werte der Couroms-
Krifte die Schwingungen in den ausgezeichneten
Richtungen immer transversal bzw. longitudinal
sind.

Anhang

Beweis der Gln. (4,21) und (4,22):

Zum Beweis von (4,21) und (4, 22) driicken wir in
der ersten Gleichung von (4, 8) alle v (k) nach (4, 20)
durch v (1) aus:

(A“-{-Als— % (A2 + A1)
2

+2(1+ %)T'—m1 w21> (1) =0

2
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oder

1 1 m+m
L (A2 ey - TuTme o . -

( g (A — 5 e, I+T> v (1) =0.
Mit den Abkiirzungen (4, 12a) geschrieben, lautet die
Koeffizientenmatrix:

( A1+T1l Tl! Tl.l )
T, A+Tew T .
Tl! TI2 A3+T33
Die Komponenten von v (1) ergeben sich hieraus als
algebraische Komplemente zu einer festen Zeile (CraMER-
sche Regel), etwa der ersten:

vy (1) = ‘A‘;—HT"’ A,i”rn‘ =A; A3+ A3 Ty + A4, Ty,

T T
”2(1) et T:; Ax+':7'“ =—A3Ty,,
T, A+T,
vs(D)=| 78 P, =—41 Ty,
d. h. es ist:

V() =(41 43+ A3 Tos+ A, Tyy, —A3T15, —A; Tyy) .

Liegt nun die Frequenz (4,14) vor, so ist 4,=0 [Gl.
(4,14')]. Dann folgt:

47e
V(1) =43(Tee, —T12,0) =4, ~E

ns(ng, —ny,0)

47 e

=](1(712, _n190) mit f1=A8 ns, (Ay 1)
womit Gl. (4,21) bewiesen ist.

Liegen die Frequenzen (4,15) vor, so konnen wir
die erste Komponente nach (4,15) umformen in
—As Ty, die dritte in

—::‘ (A1 Ag+ A3 (T11+T5)),

d.h.
v() = (—Aa Foiq =y Tu,% [4, Ay
+ 45T+ T)]
— %;A,(TIS,T%, = llg Ty, =Tl
=1 (nyng,nang, N—n2—ny?) (A, 2)
gy e “{)’a—ei 4, (A, 2a)
und N= _4::—:2 4,= 8—’;‘? Ay %wz
(A =A2+A4%).  (A,2b)

Damit ist auch (4, 22) bewiesen.

Herrn Prof. Dr. W. Franz mochte ich fiir sein for-
derndes Interesse und fiir wertvolle Hinweise auch zu
diesem Teil herzlich danken.



