
mit xp (x) = Z V (k) uk (x) (A3) 
k 

(wenn die Voraussetzungen (38) und (39) gemacht wer-
den). Nun gilt für alle t 

8 
8xv(1) S+'(\, 2) = 8xv (2) 

•S+'( 1,2), (A4) 

wenn man (21) benutzt (die bei tl = t2 auftretenden 
Singularitäten heben sich gerade heraus). Die u, haben 
die Form (Pi t-wiO. Behandeln wir der Einfachheit 
halber die (pj-, co2) als diskret, so wird wegen (A 4) 

S+' = Zf (pif coei ffi (r.-r .N>> («i-«.)] (A 5) 
sein. Dies S+' (1,2) wird aus dem durch (A 1) bestimm-
ten S + (1, 2) durch Einschalten der Wechselwirkung 
hervorgehen. Daraus folgt unmittelbar die Gleichung 
(43). 

Nach (43), (A 2) und (A 3) ist 
S+' (1, 2) = - 2 7 « i (r l t— oo) xti* (r 2 , t 2 ) 

— oo bes. Zust. 
= - E u k (r15 - oo) ( U (0, 2) xp (2) U (2, - oo) <Z> , 

bes. Zust. 
Z7 (0, — 00) xp(k) 0). 

Daher ist 
V (2) = («j, (2) «I», 

mit = U (0, — oo) xp (k) 0 

eine mögliche Darstellung; <t>_k ist der Zustand, in 
dem das fc-Elektron vernichtet ist. Ferner gilt 

8 _ 
i — uk* (x) = Eu* (x) — (E — wk) uk* (x) (A 6) 

d. h. ük (x) = e«~jfc«(r) 
gibt den Energiebeitrag des A;-Elektrons an. Bei 

dieser Überlegung ist die sog. Mollersche Relation 
U (0, — oo) H0 (— oo) = H (0) U (0, — oo) (A 7) 

benutzt (s. z. B. Glaser und Zimmermann 8 ) , die 
wiederum nur im Teilraum der Zustände freier Teil-
chen als gültig angesehen werden kann. Als Gesamt-
energie folgt sofort (44). 

2. Darste l lung von <t> aus cp 
Man kann für A und xp bekanntlich Integralglei-

chungen (Yang und Feldman1 8 ) aufstellen, bei de-
nen die Operatoren ^4in und în durch 
+ (t , — oo) = yinOt. — oo) , 

A (r, — co) = Ain (r, — c o ) ( A 8 ) 

definiert sind und den wechselwirkungsfreien Opera-
torengleichungen genügen. Sie hängen mit den xp der 
Wechselwirkungsdarstellung durch 

y>(x)= U* ( 0 , - o o ) Vin(«)CT(0, - c o ) (AO) 
zusammen. Hieraus folgt 

Vin {x) Ö = 0. (A 10) 
Aus den xp-m* (k) (Erzeugungsoperatoren) mit 

Vin (x) = Z Vin (k) Uk (x) 
kann man nach der Becker-Leibfr ied-Methode den 
Hilbert-Raum der Streuzustände aufbauen (der mit 
dem durch die xp (k) erzeugten unitär äquivalent ist). 
Betrachten wir nur diesen, so ist klar, daß aus 
cpt-^-oo (| 1 . . . N |) = (Vin* (!)••• Tm* (Ar) Ö, # ) 

(A 11) 
alle Komponenten von (p gewonnen werden können. 
Denn sollte nach Voraussetzung ein Zustand aus N 
Elektronen sein, und ein solcher hat nur Projektionen 
in den Raum 

Jdr t . . .dtN / ( ! • • • N) Vin* (1) . . . Vin* (N)ä. 

18 C. N. Yang u. D. Fe ldman , Phys. Rev. 79, 
972 [1950], 

Stationäre magneto-hydrodynamische Stoßwellen beliebiger Stärke 
V o n R . LÜST 

Aus dem Max-Planck-Institut für Physik, Göttingen 
(Z. Naturforschg. 10a, 125—135 [1955]; eingegangen am 24. Dezember 1954) 

Es werden für stationäre magneto-hydrodynamische Stoß wellen das Dichte- und 
Druckverhältnis, die Richtungsänderung des Magnetfeldes und die Geschwindigkeit hin-
ter der Front in Abhängigkeit von der Machschen Zahl bestimmt. Es zeigt sich, daß drei 
verschiedene Arten von Stoßwellen in einem Plasma mit Magnetfeld existieren können, 
die im Grenzübergang zu unendlich schwachen Stößen in Schallwellen bzw. Alfvensche 
Wellen übergehen. Die aufgestellten Gleichungen werden für ein einatomiges Gas und für 
verschiedene Stärken und Richtungen des Magnetfeldes als Funktion der Machschen 
Zahl numerisch gelöst und diskutiert. 

In einer früheren Arbeit1 waren die Grundglei-
chungen für magneto-hydrodynamische Stoß-

wellen in einem Plasma mit unendlicher Leitfähig-

1 R. Lüst , Z. Naturforschg. 8a, 277 [1953]. Im fol-
genden mit I bezeichnet. S. auch F. de H o f f m a n n u. 
E. Tel ler , Phys. Rev. 80, 692 [1950]. 

keit abgeleitet worden. Wenn man sich auf eine 
makroskopische Beschreibung solcher Stoßwellen 
beschränkt, d. h. sich nur für die Dichte, den 
Druck, die Temperatur, das Magnetfeld usw. vor 
und hinter der Stoßfront interessiert, so zeigen 
alle diese Größen beim Durchgang durch die Stoß-



front eine sprunghafte Änderung, die von der Ge-
schwindigkeit der Stoßfront abhängt. Für die nor-
malen hydrodynamischen Stoßwellen lassen sich 
für diese Dichte-, Druck- und Temperatursprünge 
explizite Gleichungen angeben2. Im folgenden sol-
len analoge Gleichungen für Stoßwellen im Mag-
netfeld aus den Grundgleichungen abgeleitet wer-
den und damit die Verhältnisse bei verschiedenen 
Stoßstärken näher untersucht werden. Es wird 
sich zeigen, daß z. B. das Dichteverhältnis im all-
gemeinen Fall durch eine Gleichung 3. Grades be-
stimmt ist. Eine Untersuchung ähnlicher Art ist 
auch von H e l f e r 3 angestellt worden. 

Für das folgende sollen dieselben Bedingungen 
und Bezeichnungen wie in I zugrunde gelegt wer-
den. Die Leitfähigkeit sei also stets unendlich groß, 
die Stoßfront eben und unendlich ausgedehnt, so-
wie stationär. Sie liege in der yz-Ebene, und die 
Geschwindigkeit U der Stoßfront verlaufe stets in 
der ^-Richtung. Weiterhin sei die Unabhängigkeit 
aller Größen von der z-Koordinate vorausgesetzt. 
Schließlich sei angenommen, daß die Stoßwelle in 
ein ruhendes Gas hineinlaufe, d. h. daß die Ge-
schwindigkeit Uj der Massenteilchen vor der Front 
(gemessen im gleichen Koordinatensystem wie U) 
Null sei. Wenn mit t> die Relativgeschwindigkeit 
zur Stoßfront bezeichnet wird, so gilt [vgl. Gl. (I, 
30)]: 

= vt 0: 

— WX2 U '. vy i U,,o II 

(Der Index ,,1" bezieht sich stets aufWerte vor der 
Front, der Index ,,2" auf solche hinter der Front.) 

Abb. 1. Stoßfront (in der 
i/z-Ebene liegend und sich 
nach rechts bewegend) und 
Magnetfeld für M+l > 1. 

Das Magnetfeld !Q liege in der xy-Ebene irgend-
wie schief zur Stoßfront; der Winkel zwischen 
Magnetfeld und x-Richtung heiße cp (s .Abb. 1). 

1. Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Wellen 
unendlich kleiner Amplitude im Magnetfeld 

Aus der normalen Gasdynamik weiß man, daß 
Stoßwellen nur möglich sind, wenn die Geschwin-
digkeit U größer als die Geschwindigkeit cs ist, 
mit der sich Wellen unendlich kleiner Amplitude 
— das sind Schallwellen — im Gas ausbreiten 
können. Das Verhältnis M = U/cs bezeichnet man 
als Machsche Zahl, und Stoßwellen können also 
nur bei 31 >1 existieren. 

Ebenso bekommt man auch nur magneto-hydro-
dynamische Stoßwellen, falls die Frontgeschwin-
digkeit U größer ist als die Geschwindigkeit, mit 
der sich eine unendlich kleine Störung im Magnet-
feld fortpflanzt. Die Geschwindigkeit solcher 
„Schallwellen" in einem Plasma hängt von der 
Stärke des Magnetfeldes und von der Fortpflan-
zungsrichtung (relativ zum Magnetfeld) ab. Außer-
dem existieren im Magnetfeld sowohl transversale 
als auch longitudinale Wellen. Dies ist zuerst von 
H e r l o f s o n 4 und von van de H ü l s t 5 gezeigt 
worden. 

Die Geschwindigkeiten solcher Schallwellen 
seien hier noch einmal angegeben, da sie für das 
folgende wichtig sind. In I ergab sich durch Grenz-
übergang zu unendlich schwachen Stoßwellen für 
das Quadrat der Ausbreitungsgeschwindigkeit c in 
der ^-Richtung folgende quadratische Gleichung 
[s. Gl. (I, 65)]: 

1 . 1 
4 71 Q H

2 c 2 - 0 (2) 

Hierin ist Q = Dichte, H2 = H2 + Hy2, cs2 = dpjdq 
= y p/Q = Schallgeschwindigkeit ohne Magnetfeld. 
p = Druck und y = Verhältnis der spezifischen 
Wärmen. Aus Gl. (2) erhält man die beiden Lö-
sungen 

c+* = + 4 71 Q H
2 

und 

c_ 

+ 

+ 4 71 Q 

4 71 Q 

H2\ 

H2 H2 ca (3 a) 

+ 4 71 o H
2 H2Ca (3 b) 

2 S. z. B. K. Oswat i t s ch , Gasdynamik, S. 94. 
Springer-Verlag, "Wien 1952. 

3 H^L. He l fer , Astrophys. .T. 117, 177 [1953]. 

4 N. H e r l o f s o n , Nature, Lond. 165, 1020 [1950]. 
5 H. C. van de Hüls t , Problems of Cosmical Aero-

dynamics, p. 45 (Dayton. Ohio, Central Air Docu-
ments Office 1951). 



Im Grenzfall q> = 0, d . h . das Magnetfeld liegt 
parallel zur Ausbreitungsrichtung, wird daraus: 

c+ 2 = cs2 und c_2 = H * = c A 2 . (4a, b) 

In diesem Fall hat man einmal die normale longi-
tudinale Schallwelle mit der Geschwindigkeit cB 

und außerdem die transversale Alfvensche Welle 
mit der Geschwindigkeit cA . Die normale Schall-
welle wird durch das Magnetfeld nicht beeinflußt, 
da die Schwingungsrichtung longitudinal und da-
mit parallel zum Magnetfeld ist. Das Magnetfeld 
liefert aber eine Quersteifigkeit (Torsionssteifig-
keit) analog wie in einem festen Körper und er-
möglicht so auch die Ausbreitung transversaler 
Wellen. In einem festen Körper ist die Geschwin-
digkeit der transversalen Wellen stets kleiner als 
die der longitudinalen. Hier dagegen kann die Ge-
schwindigkeit der transversalen Wellen auch grö-
ßer sein als die der longitudinalen, falls das Mag-
netfeld genügend stark ist. 

Im anderen Grenzfall cp = .nß, d. h. das Magnet-
feld liegt senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, be-
kommt man: 

c+2 = c82 + H y 2 = c*2 und c_2 = 0 . (5 a, b) 

Hier hat man nur eine mögliche Welle, nämlich 
eine longitudinale Welle mit der Geschwindig-
keit c*, während eine transversale Welle in der ir-
Richtung nicht existieren kann, da das Magnet-
feld in diesem Fall keine Quersteifigkeit in bezug 
auf die z-Richtung liefert. Für die longitudinale 
Welle wirkt sich das Magnetfeld so aus, daß die 
Kompressibilität herabgesetzt wird. Daher ist die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c* größer als c8 

(s. auch Abschn. 3). 
Im allgemeinsten Fall (cp 4= 0 und cp 4= .T/2) sind 

die Verhältnisse analog wie in einem festen aniso-
tropen Körper. Durch das Magnetfeld tritt eine 
Kopplung der longitudinalen und transversalen 
Wellen ein. Die beiden möglichen Wellen mit den 
Geschwindigkeiten c+ bzw. c_ sind weder rein 
longitudinal noch rein transversal, sondern die 
Schwingungsrichtung liegt schief zur Fortpflan-
zungsrichtung und ist abhängig von der Größe der 
jeweiligen Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Nach 
van de Hülst ist der Winkel a der Schwingungs-
richtung mit der x-Achse gegeben durch: 

t g « ± = Ca ~aC±2 ctg cp. (6) 
c± 

Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten gilt in 
jedem Fall, daß c + > c _ ist. Ist das Magnetfeld nur 
sehr schwach, so bekommt man 

c+2 -»• c82 mit a+ -> 0 (7 a) 
und 

c_2 cA2 mit a_ nß . (7 b) 

Dann sind also die Wellen wie im Fall cp = 0 rein 
longitudinal und rein transversal. Wenn das Mag-
netfeld dagegen sehr stark ist, so hat man folgende 
Grenzwerte: 

c+2 -> cA2/cos2 cp mit a+ t / 2 + 99 (8 a) 
und 

c_2 -> cs2 cos2 cp mit cü— -> cp . (8 b) 
Die Schwingungsrichtung der Welle mit der Ge-
schwindigkeit c+ liegt also hier senkrecht zum 
Magnetfeld und die der Welle mit der Geschwin-
digkeit c_ parallel zum Magnetfeld. 

Abb. 2. Die „Schallgeschwindigkeiten" c+, cA und c_ 
in Abhängigkeit von der Stärke des Magnetfeldes in 
verschiedenen Richtungen zum Magnetfeld, bezogen 
jeweils auf die Schallgeschwindigkeit ohne Magnetfeld. 

Der Vollständigkeit halber sei bemerkt, daß noch 
eine dritte rein transversale Welle existiert (so-
fern 99+.t/2), deren Schwingungsrichtung senk-
recht auf der xy-Ebene steht. Dies ist eine Alf-



vensche Welle mit der Fortpflanzungsgeschwindig-
keit 

Diese ist nicht gekoppelt mit den beiden Wellen, 
deren Schwingungsrichtungen in der a;?/-Ebene 
liegen. Da hier nur Vorgänge in der zy-Ebene be-
trachtet werden sollen, interessiert diese Wellen-
art im Grunde für das folgende nicht. 

In Abb. 2 sind die drei verschiedenen Fortpflan-
zungsgeschwindigkeiten der Wellen mit unendlich 
kleiner Amplitude aufgetragen in Abhängigkeit 
von der Stärke des Magnetfeldes für ein einatomi-
ges Gas (y = 5/3). Die verschiedenen Geschwindig-
keiten sind jeweils bezogen auf die Schallgeschwin-
digkeit cs ohne Magnetfeld. Der Kurvenparameter 
ist y2 = cos2 cp. Der Faktor ß ist das Verhältnis der 
inneren Energie des Gases zur gesamten inneren 
Energie [s. Abschn. 3, Gl. (23)]. In Abb. 3 sind die 
verschiedenen Schallgeschwindigkeiten noch ein-
mal in einem Polardiagramm bei festgehaltener 
Richtung des Magnetfeldes aufgetragen. Die Kur-
ven geben also an, bis wohin beispielsweise kleine 
Störungen in einer Sekunde gelaufen sind. 

2. Parallele Stoßwellen 

Wie schon in I gezeigt wurde, hat das Magnet-
feld keinen Einfluß, wenn die Fortpflanzung der 
Stoß welle parallel zum Magnetfeld erfolgt (99 = 0). 
Die entsprechenden Grundgleichungen sind z. B. 
in I, Gl. (41a—d), angegeben worden. Daraus las-
sen sich das Dichte-, das Druck Verhältnis usw. in 
Abhängigkeit von der Machschen Zahl Mx = U/csl 

berechnen2. 
Diese seien hier noch einmal zum Vergleich mit 

den folgenden angegeben: 
g2 M* 
Ql ~ + (1 — / * * ) ' ( 9 ) 

f f = ( l + , u 2 ) M 1 2 ~ l u 2 , (10) 

^ = ( 1 - ^ ( 1 - ^ ) . (11) 

Hierin ist JLI2 = {y — l)/(y + 1) (12) 

(d. h. / ( 2 = l / 4 , wenn y = 5/3). 

Man sieht aus Gl. (9), daß das Dichte Verhältnis 
bei sehr starken Stößen (Mx 00) gegen den Grenz-
wert 1/ju2 geht und das Druckverhältnis gegen Un-
endlich. 

3. Senkrechte Stoßwellen 

Wenn die Ausbreit ung der Stoß wellen senkrecht 
zum Magnetfeld erfolgt (99 = rr/2), so kann man 
sehr leicht von den normalen hydrodynamischen 
Stoßgleichungen zu denen im Magnetfeld über-
gehen, indem man an Stelle des Gasdruckes den 
Gesamtdruck 

p* = p + pm = p+ £ 2 , (13a) 

und an Stelle der inneren spezifischen Energie des 
Gases die gesamte innere Energie 

e * = e + e m = e + _ l _ | ) 2 ( 1 3 b ) 

in die Gleichungen einsetzt [s. I, Gin. (40a) und 
(40 b)]. Im folgenden soll in mehr qualitativer 
Weise der Einfluß des Magnetfeldes abgeschätzt 
werden, während die genauere Ableitung der Glei-
chungen für die Dichte-, Druckverhältnisse usw. 
im nächsten Abschnitt bei den schiefen Stoß wellen 
miteingeschlossen ist. Diese Betrachtung kann sich 
auch für andere Probleme, bei denen Magnetfelder 
zugegen sind, als nützlich erweisen; (z. B. kann das 
von C h a n d r a s e k h a r 6 abgeleitete Virialtheorem 

6 S. Chandrasekhar u. E. Permi , Astrophysik 
J. 118, 116 [1953]. 



im zweidimensionalen Fall damit auf einfache 
Weise gewonnen werden). 

Da auf der Vorder- und Rückseite der Stoßfront 
die Entropie stets als konstant angenommen wird 
(Reibung und Wärmeleitung werden vernachläs-
sigt), gilt für die Vorder- bzw. Rückseite der Front 
folgende Beziehung zwischen Gasdruck und Gas-
dichte : 

p = Agy, (14) 

wobei A eine Konstante ist. Der magnetische 
Druck pm ist gegeben durch 

1 
:15) 

Aus I, Gin. (45c) und (45d), folgt H/Q = const. (1(5) 

Diese Gleichung drückt die Tatsache aus, daß 
wegen der vorausgesetzten unendlichen Leitfähig-
keit die Materie streng an das Magnetfeld gekop-
pelt ist. Mit Hilfe von Gl. (15) und (16) bekommt 
man dann 

Pm = B Q/a' > (17) 
wobei ym — 2 und B eine weitere Konstante ist. 
Man sieht also, daß man den Zusammenhang zwi-
schen dem magnetischen Druck und der Gas-
dichte mit einem „Verhältnis der spezifischen Wär-
men" ym — 2 beschreiben kann. Mit diesem Wert 
kann man jetzt analog wie bei einem idealen Gas 
die innere Energie des Magnetfeldes ableiten. Für 
ein ideales Gas gilt: 

1 P e = 
y — i Q 

Für die magnetische Energie ergibt sich dann: 
1 Pm 1 

(18) 

8 no H J . (19) m 7 m - 1 Q 
Das gleiche gilt für die Schallgeschwindigkeit im 
Magnetfeld [s. Gl. (5)]: 

*•> o i 2 P Pm 
c*2 = c-a- + Crö = y — + ym — . (20) 

Wenn man nun für die gesamte Energie einführt: 

1 V* 
1 ( 2 i : 

so kann man damit ein effektives y* definieren in 
analoger Weise, wie man das für die Materie und 
Strahlung getan hat7. (Es sei bemerkt, daß auch 
andere Definitionen von y* möglich sind.) Aus 

7 S. Chandrasekhar , An Introduction to the 
Studv of Stellar Structure, p. 55 ff., I7nit\ of Chicago 
Press 1939. 

Gl. (21) erhält man zusammen mit Gl. (18) und 
(19): 

y e-f- ym em y* — (22) 

Als Maß für die Stärke des Magnetfeldes sei das 
Verhältnis ß zwischen der inneren Energie des Ga-
ses und der gesamten inneren Energie eingeführt, 
also 

e=ße*-, em = (l-ß)e* (0 < ß < l). (23) 

Dann wird aus Gl. (22) 
y*=ßy + ( l - ß ) ym. (24) 

y* wird für ein einatomiges Gas zwischen 5/3 und 2 
liegen. Ein größeres y* bedeutet, daß die Materie 
inkompressibler und dementsprechend die Schall-
geschwindigkeit senkrecht zum Magnetfeld ver-
größert wird. Für die Stoßwellen heißt dies, daß 
der Dichte- und Druckanstieg bei Gegenwart eines 
Magnetfeldes zunächst nicht so groß ist wie ohne 
Magnetfeld, y* bleibt aber beim Durchgang einer 
Stoßwelle nicht konstant, da ß nicht konstant 
bleibt. Für sehr starke Stöße nimmt das Druck-
verhältnis sehr stark zu, während das Dichtever-
hältnis beschränkt bleibt [s. Gl. (9) und (10)]. Die 
innere Energie des Gases e2 kann so mit zunehmen-
der Stoßstärke beliebig zunehmen, dagegen bleibt 
die innere Energie des Magnetfeldes em2 stets end-
lich. Der Faktor ß2 auf der Rückseite der Front 
geht also mit wachsender Stoßstärke gegen 1, und 
damit wird y2* den Grenzwert y haben. Das 
Dichteverhältnis wird demnach für sehr starke 
Stoßwellen den gleichen Grenzwert haben wie bei 
den normalen hydrodynamischen Stoß wellen, 
nämlich (y + l ) / (y—1). Man sieht so, daß für sehr 
starke senkrechte Stoßwellen das Magnetfeld prak-
tisch keine Rolle mehr spielt. Es wird sich zeigen, 
daß dies auch für Stoßwellen gilt, die sich nicht 
senkrecht zum Magnetfeld fortpflanzen. 

4. Schiefe Stoßwellen 

Das Magnetfeld soll nun eine beliebige Richtung 
zur Stoßfront haben, also 0 < cp <TC/2. Der Gesamt-
druck in der x-Richtung p * ist dann nach Gl. (I, 
35) gegeben durch 

= p + -^(Hy*-Hx*) 

>] = cos q> 

(25) 



ist. Für die beiden Schallgeschwindigkeiten in der für das Dichteverhältnis 
^-Richtung bekommt man aus Gl. (3 a) und (3 b) 
mit Hilfe von Gl. (23) und Gl. (26) 

1 

Q 2 

er, = 
v K_ 2fi*(i-ft*)ß e " ± ' 

wobei 

Är± = //* (1 + /i2) ß + (1 -/i2)2 (l-ß) 

— 4(1+ /z2) (1 —fi2)2 ß (1 —ß) r/2}1/2 

a) Ä n d e r u n g des M a g n e t f e l d e s 

Aus Gl. (I, 61) bekommt man: 

Hv2\-^{Hx2)2-Q2 (̂ 2)2J 
= HVX^(HX1)2-QX (,xl)2j 

Es sei zunächst vorausgesetzt, daß 
1 

(27) 

(28) 

(vx2)2 # 4 71 Qt (Hx2)2 

(29) 

(30) 

sei. Dann ist das Verhältnis der ^-Komponenten 
des Magnetfeldes gegeben durch: 

Hy2 gl foal)2 iTT (Hxi)2 

H * 1 02 (^2)2—ITT (Hx2)2 

= yC, 

wobei y = Q2!Qx und 

1—6^2 
während b eine Konstante ist: 

(Hx)2 

(31) 

(32) 

2 jii2 

(34) 

Pz + y2 [ ^ - r ^ - l z l i / y ) 2 ] 

Eine Umformung liefert mit r = I/o 

zip _ + + 
zl r (l — fi2)r l 

Aus dem Impulssatz für die rr-Komponente Gl. (I, 
5 2 , b l ) bekommt man 

- - 3 7 - f e i + I T -J7 (#v i ) 2 } > (35) 

so daß sich schließlich für den Druck auf der Rück-
seite der Front ergibt: 

p2 = (1—//2)öi {vxl)2 — V2Pi 

- [/*2 (zl # v ) 2 - (1 - ^ 2 ) { ( H w 2 ) 2 - (^ t f l ) 2 } ] . 

Benutzt man Gl. (31), so wird daraus 

Vi = (1— (v«i)2 — 
1 

ix2 pv 

- ( 1 y T^VO: ( y c + 1 ) \ (H*)2 • < 3 6 > 

Führt man jetzt die Machsche Zahl 

•in [ ] ix2 (yC-l)2 

M x 2 = 
K i U2 

(ct = c+ 1 bzw. = c_j) (37) 

ein und wendet die Gin. (23), (26) und (27) an, so 
erhält man schließlich für das Druckverhältnis in 
Abhängigkeit von der Machschen Zahl 
Vj_ 
Vi 

K M 2 n2 
2y2ß x A l J i l 1 

i7lQ*[Vx)2 ' 
da nach Gl. (I, 52 c und 52 e) 

Qi vxi = QzVx2 und HxX = üx2 

ist. Die letzte Gleichung und Gl. (31) beschreiben 
also das Magnetfeld auf der Rückseite der Stoß-
front in Abhängigkeit von dem Magnetfeld der 
Vorderseite, sofern das Dichteverhältnis y be-
kannt ist. 

b) D r u c k V e r h ä l t n i s 

Aus Gl. (1,59) erhält man mit der Enthalpie für 
ein ideales Gas 

1 + p 

'\ji2{yC-\)2 + (l-ju2)yD(yC+l)] 

Hierin ist 
KxMx2-2(\-y2)2(\-ßl)r]2 

D = l-bg2 ~ K1M12-2(l-^)2{\-ß1)r]l2y 
und KX = K+X bzw. = K . 

KXMX2- 2(1-^)2 (i-ßx)Vl2y 
1 Kx Mx2 

(38) 

(39) 

(40) 

c) D i c h t e V e r h ä l t n i s 
In Gl. (38) stehen bis auf das Dichteverhältnis y 

nur Größen von der Vorderseite der Front. Das 
Dichteverhältnis ist durch Gl. (33) gegeben. Setzt 
man in diese die Gl. (38) ein, so ergibt sich: 

KXMX*- (l-/*2)2 {l->h2)yD(yC+l) 
ft2 \K, M2 + 2 ß1 (1 -ft*)U ,<2 (1 -,*)2 (1 - ßx) (1 - rh2) [(y C- 1 )2 - y D (y C + 1 ) ] 



Daraus bekommt man eine Gleichung 3. Grades für das Dichteverhältnis y : 

aa y3 + a2 yz + ai y + s = 0 (41) 
mit den Koeffizienten 

a3 = 4/<2 (1 )l (1 -ß1)2r]l2 {KXM* + 2 (1 -jui)ß1rjl2} , (42a) 

a2 = (l-^)(l-ßl)K1M12{[l-rh2-iil2 (3 + rjx2)] KXMX2-4Vl* {2/i* (1 ßx + (1 (1 ~ßi)]} , 
(42 b) 

a, = K 2 M X * { ^ K X M X 2 + (1 + / / 2 ) ( 1 - / « * ) » ( 1 — f t ) + 2/*2 (1 - / * * ) f t + r)x* (1 - / / 2 ) 2 ( 3 - / i « ) (1 - f t ) } 
(42 c) 

und 
aQ = —K*M*. (42 d) 

Bevor diese Gleichung 3. Grades näher diskutiert 
wird, sollen noch einige andere Größen, die von 
Interesse sind, abgeleitet werden. 

Mit Hilfe von Gl. (31) und Gl. (38) wird daraus 

ß'2 ~ ß1 + (l-ß1){r]l* + y* C2(l-»h2)}' 
(46) 

f ) N e i g u n g des M a g n e t f e l d e s h i n t e r der 
F r o n t 

d) G e s c h w i n d i g k e i t h i n t e r der S t o ß f r o n t Das Quadrat des Kosinus des Neigungswinkels 
Die x-Komponente der Geschwindigkeit der v o m Magnetfeld auf der Rückseite der Stoßfront 

Materie hinter der Front ist nach Gl. (1) gegeben i s t gegeben durch 
durch 

ux2 = Vx2 — vxi • (43) 
Nach dem Impulssatz für die x-Komponente Gl. 
(I, 52, b l ) gilt 

— qx vxx ux2 — Q\U ux2 =P2 — Pi 

Setzt man hier Gl. (38) ein, so bekommt man 

= (1 M x [ 1 - 2 ( 1 + „ » ) p * ß l 

- (1 -ß*) (1 - f t ) (1 -r,*) [p* (yC~ l )2 (44) 

o M x 2)2 

7 h ~ (#2)2 
VI 

7 ? 1 2 +i / 2 C 2 ( l -7 ? 1 2 ) • (47) 

g) S p e z i e l l e L ö s u n g 

Bisher war vorausgesetzt worden nach Gl. (30), 
daß 

4= "1 [Hx2) 

sei. Es soll nun der Fall 

(48) 

+ (1 -/O yD (yC+ 1) - (7/ C2- 1)] 
1 

KXMX* | ' 
Für die ^/-Komponente der Geschwindigkeit er-
hält man aus dem Impulssatz 

Q2 Vx2 vy2 — —Q1Uuy2 — (Hv2 — Hyl) Hxl. 

Mit Hilfe von Gl. (31) ergibt sich dann 

+yi-Vl2(l-yC) 
1 

KXM x 
(45) 

gesondert untersucht werden. Dies ist nach Gl. (29) 
nur möglich, wenn entweder Hyl = 0 oder 

(^i)2 = t ^ 7 ( ^ I ) 2 = (Cai)2 (49) 

ist. HyX = 0 heißt aber Ausbreitung parallel zum 
Magnetfeld, und dies war schon in Abschn. 2 unter-
sucht worden. 

Wir betrachten daher den Fall, daß Gl. (48) und 
(49) erfüllt ist, aber HyX #= 0 und Hy2 #= 0. (Wenn 
Hy2 — 0 sein soll und außerdem Gl. (48) gelten soll, 
so muß auch Hyx = 0 sein, wie sich leicht zeigen 
läßt.) Dann ist nach Gl. (31) C zunächst unbe-
stimmt, während die Definition von D nach Gl. e) V e r h ä l t n i s d e r m a t e r i e l l e n E n e r g i e 

d i c h t e zur G e s a m t e n e r g i e d i c h t e h i n t e r (40> n i c h t m e h r s i n n v o 1 1 i s t" E s w i r d s i c h a b e r z e i " 
gen, daß der Ausdruck D(yC+ 1) ebenso wie C 
endlich bleibt, und nur in dieser Form tritt D in 
den Gleichungen in Erscheinung. 

Aus Gl. (48) und (49) folgt mit Hilfe der Konti-
nuitätsgleichung, daß vxx — vx2 ist, und damit be-

der S t o ß f r o n t 
Nach Gl. (23) gilt 

r'2 = 

e2 

77 (1 - / < 2 ) p 2 + 1 7 r ( f f 2 ) 2 



kommt man für diesen Fall y — Q^Qi= 1- Man kann 
nun y als Funktion von Mx2 = x an der Stelle 

•ro = W ) o = 
(CAi)2 

= 2(1 —/i2)2 (1 — ß x ) r\2jKx 

(50) 
in eine Potenzreihe entwickeln, indem man die 
Gleichung 3. Grades Gl. (41) für y benutzt. Man 
erhält dann 

y = 1 -f a (x — x0) + b (x (5i; 
wobei die Koeffizienten a und b sich ergeben zu 

und 

b = 

" (1 

Kx* 

(52 a) 

• {ju2 (1 +JU2)ß1-(l (1 Vi2 ( 5 2 b) 

Setzt man Gl. (51) in Gl. (32) ein, so wird im 
Grenzübergang 

C = — 1 für x = xQ und y = 1 
und damit 

Hy2 = — Hyl für x - .r0 und y = 1 . (53) 

Weiter ergibt sich im Grenzübergang 
D (yC + 1) = ax0 bx02 für x = x0 und y = 1 . 

Dies in Gl. (38) eingesetzt ergibt 

Pi — V\ für x = x0 und y = 1 . (54) 
Weiterhin ist nach Gl. (44) 

ux2 — 0 für x — und y = 1 . (55) 
Dagegen bleibt die Geschwindigkeitskomponente 
auf der Rückseite der Front in der y-Richtung 
endlich und ist nach Gl. (45): 

== 21^2 (1 —f.i2) +Kl—ßx +Kl-^V+KZ, 

für £ — und y = 1 . (56) 

Man hat also bei x = ;r0 die etwas merkwürdige Lö-
sung, daß die Dichte und der Druck auf beiden 
Seiten der Stoßfront übereinstimmen. Dagegen 
hat die y-Komponente des Magnetfeldes auf der 
Rückseite der Front das entgegengesetzte Vor-
zeichen der y-Komponente auf der Vorderseite 
(s. Abb. 4). Der hieraus resultierende Impuls tan-
gential zur Stoßfront wird durch eine Materie-
strömung mit der Geschwindigkeit uy2 aufgenom-
men. Daß diese Lösung gerade dann möglich ist, 
wenn die Frontgeschwindigkeit U gleich der Ge-

schwindigkeit cA der Alfvenschen Wellen ist, wird 
durch folgendes verständlich: Die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit von Alfvenschen Wellen gilt nicht 
nur für infinitesimale Störungen, sondern auch für 
beliebig große8. Stellt man sich die Magnetfeld-
linien als Saiten vor, die hier aus ihrer Ruhelage 
ausgelenkt seien, so wird sich deshalb eine solche 
Auslenkung mit der Geschwindigkeit cA fortpflan-
zen. 

Abb. 4. Stoßfront und Magnetfeld für U = cXl. 

Die Gleichung 3. Grades des Dichte Verhältnis-
ses y liefert an der Stelle x = x0 noch zwei weitere 
Lösungen. Für die eine Lösung ist y> 1 und Hy2 = 0 
[d .h . es gilt Gl. (30)], die andere Lösung ergibt 
y< 1, was physikalisch nicht sinnvoll ist, da da-
mit eine Entropieerniedrigung verbunden wäre. 

5. Diskussion der Ergebnisse 

a) Es soll nun die Lösung der Gleichung 3. Gra-
des, Gl. (41), für das Dichteverhältnis y = Q2/Qi dis-
kutiert werden. 

Keinen Dichtesprung wird man dann bekommen, 
wenn die Geschwindigkeit der Stoßfront gleich der 
Schallgeschwindigkeit vor der Front ist. Die Lö-
sung y — 1 bekommt man also, wenn 

und wenn 
U = c+ 1 d. h. M+1 = — = 1 

c+i 

U = c_x d. h. M-x = — = 1 

ist. Außerdem hat sich in Abschn. 4g herausge-
stellt, daß y — 1 eine Lösung von Gl. (41) ist, wenn 

U 
l = c A l d. h. MXx = -— = 1 

Ai 
ist. Es gilt nun stets für die beiden Schallgeschwin-
digkeiten c+ und c_ sowie für die Geschwindigkeit 
der Alfvenschen Wellen 

c_ < cA < c+ , (57) 

8 H. A l fv^n , Cosmical Electrodynamics, p. 86 Ox-
ford 1950. 



0,75 

— 0.25 

ß = 0,75 

0.75 

A 25 

ß = 0,50 

8 12 Mi 16 

Abb. 5. Dichteverhältnis y — Q2lQ\ in Abhängigkeit von M_x2 für 
ßx = 0,15\ 0,5 und 0,25. Der Kurvenparameter ist jeweils 

7̂ 2 = cos2 <px = 0,75; 0,5 und 0,25. 

wobei c+ und c_ nach Gl. (27) gegeben sind, wäh-
rend man für cA erhält: 

j - ß p 
CA = V (58) 

Löst man daher Gl. (41) auf diese Weise, daß 
man die Machsche Zahl M mit der kleinsten Schall-
geschwindigkeit c_ definiert, so bekommt man für 
J f _ x = 1 die Lösung y — 1. Weiterhin erhält man 
wieder die Lösung y=l, wenn M-x = c^c—^ (> 1) 
ist, und schließlich ergibt sich die Lösung y—\, 
wenn M-x = c+1/c-1 (> 1) erreicht ist. 

Zur genaueren Untersuchung wurde die Gl. (41) 
als Funktion von M2-x für y = 5/3 (einatomiges 
Gas) und für verschiedene ßx und t]l numerisch ge-
löst. Weiterhin wurden das Druckverhältnis, die 
Geschwindigkeiten hinter der Front, die Rich-
tungsänderung des Magnetfeldes und das Verhält-
nis der inneren Energie des Gases zur gesamten 
inneren Energie numerisch bestimmt. Die ersten 

Rechnungen erfolgten mit Hilfe der 
Göttinger elektronischen Rechenma-
schine G 1, später konnte die große 
elektronische Rechenmaschine G 2 be-
nutzt werden9. Die Resultate sind in 
den Abb. 5 und 6 als Funktion von 
M2-x für verschiedene Parameter werte 
ßx und 7] 2 aufgetragen. 

Das Dichteverhältnis y (s. Abb. 5) 
nimmt mit wachsendem M2-x zunächst 
zu. Von einem bestimmten Wert von 
M2-x (der auch schon bei Jf2_x < 1 
liegen kann) sind drei Lösungen für y 
möglich, von denen aber zunächst y2 

und y3 kleiner als 1 sind. Diese Lösun-
gen sind physikalisch nicht sinnvoll, 
da sie mit einer Entropieabnahme ver-
bunden wären. Erst be iM 2 - x = cA21/c2_1 

wird y2 = 1. Mit wachsendem M2-x 

nimmt dann yx ab und y2 zu, bis man 
an einen Punkt gelangt, an dem yx = y2 

ist, während y3< 1 ist. Von da ab exi-
stiert nur noch die Lösung y3, die für 
die Stelle 

M 2 „ x = c2+1/c2_, 

den Wert 1 erreicht. Das Dichte Ver-
hältnis y nimmt dann mit wachsender 
Machzahl stets zu, um für sehr große 
Machzahlen den Grenzwert 4 wie bei 
den normalen hvdrodvnamischen Stoß-

Abb.6. Richtungsänderung des Magnetfeldes (H^Hy X) 
in Abhängigkeit von M_x2 für ßx = 0,25 sowie für 

ri* = 0,75; 0,5; 0,25. 

9 H. Oehlmann, Vorträge über Rechenanlagen 
(herausgegeben von L. Biermann) S. 60, Göttingen 
1953. 



wellen zu erreichen. Die Erklärung hierfür ist die 
gleiche wie bei den senkrechten Stoßwellen (s. 
Abschn. 3). Auch bei sehr großen Machschen Zah-
len können bei bestimmten Parameter werten 

M+12 für ß1 = l,0; 0,75; 0,5 und 0,25 sowie für V = 0 
und 0,75. 
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Abb. 8. Druckverhältnis p2IPi'ßi in Abhängigkeit von 
M+12 für ft =1,0 ; 0,75; 0,5 und 0,25 sowie für r]12 = 0 

und 0,75. 

und r\x u. U. wieder drei reelle Lösungen existieren, 
jedoch sind die zwei zusätzlichen Lösungen nega-
tiv und daher nicht sinnvoll. 

Man hat also drei verschiedene Arten von statio-
nären Stoß wellen, die im Grenzübergang zu unend-
lich schwachen Stößen in Wellen mit der Geschwin-
digkeit c_, cA und c+ übergehen. Die Rechnungen 
zeigen, daß die Stoßwellen, die zu der Schallge-
schwindigkeit c+ gehören, für jede Machsche Zahl 
M + 1 > 1 existieren können. Dagegen sind die bei-
den anderen Arten von Stoßwellen nur in einem 
bestimmten Bereich 1 < M - X < . a bzw. 

cA l /c_j < i l f - j ^ a 

möglich. Für große Machsche Zahlen können diese 
nicht auftreten, außerdem können sie nur in einem 
um so kleineren Bereich von M-x existieren, je 
schwächer das Magnetfeld ( jö1->l) ist. 

Abb. 9. Richtungsänderung des Magnetfeldes (f?22) 
Abhängigkeit von M+ l 2 für ßx = 0,75; 0,5; 0,25 sowie 

für ^2 = 0,75; 0,5; 0,25. 

Im Fall Tji — 0 (senkrechte Stoß wellen) wird aus 
Gl. (41) eine quadratische Gleichung, von der nur 
eine Lösung physikalisch sinnvoll ist, da die an-
dere Lösung negative Dichteverhältnisse ergibt. 



Hier hat man also stets nur eine Art von Stoß-
wellen, die für M+1 = U/c+1 = U/c^* ->• 1 in Schall-
wellen mit der Geschwindigkeit cx* übergehen 
(s. Abschn. 3). In Abb. 7 ist das Dichteverhältnis 
und in Abb. 8 das Druckverhältnis für rĵ ^ — O bei 
verschiedenen Werten von zusammen mit noch 
anderen Parameterwerten rj1 als Funktion von 
M2+l = U2/c2+1 aufgetragen. 

b) Die Richtungsänderung des Magnetfeldes 
hinter der Stoßfront für die c_-Wellen ist so, daß 
die «/-Komponente des Magnetfeldes mit wachsen-
dem M - x zunächst abnimmt. Dies ist anschaulich 
so zu verstehen, daß die magnetische Energie auf 
diese Weise erniedrigt wird. Wenn M-x — cAJc-1 er-
reicht ist, steht das Magnetfeld senkrecht auf der 
Front (Hy2 — 0, s. Abschn. 4). Dann nimmt die y-
Komponente schließlich in anderer Richtung wie-
der zu, während die y-Komponente des Magnet-
feldes bei den cA-Wellen abnimmt, bis sie mit der 
der c_-Wellen übereinstimmt (s. Abb . 6). Bei den 
c+-Wellen nimmt die «/-Komponente des Magnet-
feldes stets zu, das Magnetfeld wird durch die 
Stoßfront umgeschmissen (s. Abb. 6 und Abb. 9). 
Die magnetische Energie wächst zwar auf diese 
Weise stets, aber da die innere Energie des Gases 
für große Machsche Zahlen viel stärker ansteigt 
und die Zunahme der magnetischen Energie be-
grenzt bleibt, nimmt schließlich das Verhältnis der 
magnetischen Energie zur Gesamtenergie für große 
Machsche Zahlen doch ab. Für kleine Machsche 
Zahlen kann jedoch bei bestimmten Werten von 

und r]l dieses Verhältnis auch zunehmen (s. 
Abb. 10). 
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Abb. 10. Verhältnis ß2 der inneren Energie e2 des Gases 
zur gesamten inneren Energie e2* hinter der Stoßfront 
in Abhängigkeit von M+ l 2 für = 0,75, 0,5; 0,25 sowie 

für ^ = 0,75; 0,5; 0,25 und 0. 

Herrn Professor Biermann möchte ich vielmals 
für fördernde Diskussionen und sein Interesse an der 
Arbeit danken, ebenso Fräulein T r e f f t z für zahl-
reiche Ratschläge und Herrn Oehlmann für die 
Hilfe bei den Rechnungen auf der G 2. 


