Ein Vergleich dreier aussagenlogischer
Semantiken
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Abstract

In this article we compare three different semantic theories for a
propositional language, namely a valuation-semantic, a truth-set-
semantic and a modal-set-semantic theory. We prove step by step
that these semantic theories are mutually equivalent.

1 Einleitung

In diesem Aufsatz vergleichen wir die Belegungs-, die Wahrheitsmen-
gen und die Hintikkamengensemantik fiir eine aussagenlogische Sprache.
Unser Ziel ist es, anhand hinreichend ausfiihrlicher Beweise zu zeigen,
dass diese drei Semantiken - salopp formuliert - paarweise miteinander
dquivalent sind.

Im Gegensatz zur aussagenlogischen Belegungssemantik wird sowohl
bei der aussagenlogischen Wahrheits- als auch bei der aussagenlogischen
Hintikkamengensemantik nicht auf Wahrheitswerte Bezug genommen.
Infolgedessen wird keine Funktion benétigt, die jeder Formel (genau)
einen Wahrheitswert zuordnet. Stattdessen wird mit Formelmengen, die
gewisse HEigenschaften haben, operiert.

Wir kiirzen ‘Definition’ mit ‘D’, ‘Metatheorem’ mit ‘T’ und ‘genau
dann, wenn’ mit ‘gdw’ ab.

2 Fine aussagenlogische Sprache

Das Vokabular sei identisch mit Vp UV, U Vz, wobei Vp identisch mit
der Menge aller und nur der Aussagenkonstanten, V. identisch mit der
Menge aller und nur der logischen Zeichen und Vz identisch mit {(,)}
sei.

Definition 1. Fiir jede Menge g sowie fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
g ist ein n-gliedriger Ausdruck gdw ¢ eine n-stellige Funktion von {i :
1<i<n}in VpUV,UVz ist.
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Definition 2. Fiir jedes X gilt:
X ist ein Ausdruck gdw es mindestens eine natiirliche Zahl n gibt derart,
dass X ein n-gliedriger Ausdruck ist.

Definition 3. Fiir jede Menge f sowie fiir jede natiirliche Zahl n sowie
fiir jedes X gilt:

f ist eine n-gliedrige Konstruktionssequenz fiir X gdw f eine n-stellige
Funktion von {i: 1 <i<n}in{Y :Y ist ein Ausdruck.} ist, und X ein
Ausdruck ist, derart, dass gilt:

1) fn=2X, und
2) fiir jede natiirliche Zahl k mit 1 < k < n gilt:

2.1) fx € Vp, oder

2.2) es gibt mindestens eine natiirliche Zahl ¢ mit 1 < ¢ < k derart,
dass fr = —f;, oder

2.3) es gibt mindestens eine natiirliche Zahl ¢ sowie mindestens
eine natiirliche Zahl j mit 1 < 4,57 < k derart, dass f; =
(fi N fj) oder fx = (fi V f;) oder fx = (fi — f;) oder fy =
(fi = £5).

Definition 4. Fiir jedes A gilt:

A ist eine Formel gdw es mindestens eine Funktion f sowie mindestens
eine natiirliche Zahl n gibt derart, dass f eine n-gliedrige Konstrukti-
onssequenz fiir A ist.

Definition 5. Fiir jede Formel A gilt: A ist atomar gdw A € Vp.
Definition 6. F = {A: A ist eine Formel.}.!

Definition 7. Fiir jede Menge T gilt: T ist eine Formelmenge gdw
TCF.

Definition 8. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Formel B gilt:
(1) Wenn A atomar ist, dann ist der Grad von A (kurz: gr(4)) = 0,
(2) gr(=A) = gr(A)+1,
(3) fiir jedes ® € {A,V,—, <} gilt: gr((A® B)) = gr(A) + gr(B)+1.

1Wir fithren hier keinen Beweis dafiir an, dass es genau eine Menge aller und nur
der Formeln gibt, da dies nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist. Auch die
bereits geduBlerten und noch folgenden Behauptungsitze der Art ‘Die Menge aller
und nur [...]" fiihren wir ohne Eindeutigkeitsbeweis an.
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Definition 9. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Formel B gilt:

(1) Wenn A atomar ist, dann ist der Hintikkagrad von A (kurz: hg(A))
= 1’

(2) hg(=4) = hg(A)+1,
(3) fiir jedes ® € {A,V,—, <} gilt: hg(A ® B) = hg(A) + hg(B)+1.2

3 Die Belegungs-, die Wahrheitsmengen- und die Hintikka-
mengensemantik

3.1  Modell-sein-fiir als 2-stellige Relation

Definition 10. Fiir jede Funktion f gilt: f ist eine Belegung gdw f
eine Funktion von Vp in {0,1} ist.

Definition 11. Fiir jede Belegung [ sowie fiir jede Formel A gilt:
(3 ist ein belegungssemantisches Modell von A (kurz: E? A) gdw fiir jede
Formel B sowie fiir jede Formel C' gilt:

(1) Wenn A atomar ist, dann gilt: F# A gdw 3(A) = 1,

(2) wenn A = =B, dann gilt: ¥ =B gdw es nicht der Fall ist, dass
=8 B3

(3) wenn A = (B A C), dann gilt: % (B A C) gdw F? B und FP C,
(4) wenn A = (BV C), dann gilt: % (B Vv C) gdw F? B oder £° C,

(5) wenn A = (B — (), dann gilt: % (B — C) gdw F? =B oder
F O,

(6) wenn A = (B « C), dann gilt: F? (B < C) gdw (F° B und F? C)
oder (F? =B und F# =C)
3.2  Wahrheitsmenge-sein als 1-stellige Relation

Definition 12. Fiir jede Formelmenge T gilt: T ist eine Wahrheitsmen-
ge gdw fiir jede Formel A sowie fiir jede Formel B gilt:

(1) " AeTgdw A¢T,
(2) (ANB)eT gdw AeTund BeT,

2Wir kénnten D9 auch mit Hilfe von D8 formulieren.
3Statt ‘Es ist nicht der Fall, dass E# A’ schreiben wir kurz ‘8 A’.
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(3) (AvB)eT gdw A€ T oder BeT,
(4) (A—-B)eT gdw ~A €T oder BeT, und

(5) (A~B)eTgdw(AcTund BeT)oder (A€ T und -BeT)
(Vgl. [2, S. 12]).

Bei D12 wird im Gegensatz zu D11 - salopp formuliert - nur fiir jede Art
von komplexer Formel eine Regelung getroffen. Aulerdem wird nicht auf

Wahrheitswerte Bezug genommen. Gleiches gilt auch fiir die folgende
Definition:

3.3 Hintikkamenge-sein als 1-stellige Relation

Definition 13. Fiir jede Formelmenge T gilt: T ist eine Hintikkamenge
gdw fiir jede Formel A sowie fiir jede Formel B gilt (vgl. [1, S. 27.]):4

(1) Wenn A € T und wenn A atomar ist, dann —A ¢ T,
(2) wenn ~—A €T, dann A €T,

(3) wenn (AAB)€eT,dann A€ T und BeT,

(4) wenn ~(AAB) €T, dann —A € T oder =B € T,
(5) wenn (AVB)eT,dann A€ T oder BeT,

(6) wenn ~(AV B) €T, dann A €T und -B €T,

(7) wenn (A — B) € T, dann ~A € T oder Be T,

(8) wenn ~(A— B)eT,dann A€ T und ~B €T,

(9) wenn (A« B) €T, dann (A €T und B € T) oder (—A € T und
-BeT), und

(10) wenn (A < B) € T, dann (mA € T oder -B € T) und (A€ T
oder BeT).

4Drei Beispiele fiir Hintikkamengen, falls p,q Aussagenkonstanten sind:
{p,~=p}. {(=p — @), ~—p, p},0.
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3.4 Simultan erfillen als 2-stellige Relation

Definition 14. Fiir jede Belegung 3 sowie fiir jede Formelmenge T
gilt: 3 erfiillt simultan belegungssemantisch T (kurz: hf T) gdw fiir jede
Formel A gilt: Wenn A € T, dann 7 A.

Wir kénnen uns entsprechende Definitionen fiir die Wahrheits- und fiir
die Hintikkamengensemantik sparen, da bei diesen Semantiken in keiner
Weise auf Belegungen Bezug genommen wird. Es reicht, wenn wir die
jeweiligen Erfiillbarkeitspréadikate definieren.

3.5  Simultane Erfillbarkeit als 2-stellige Relationen

Definition 15. Fiir jede Formelmenge T gilt: T ist belegungssemantisch
simultan erfiillbar gdw es mindestens eine Belegung [ gibt derart, dass
VT

Definition 16. Fiir jede Formelmenge T gilt: T' ist wahrheitsmengen-
semantisch simultan erfiillbar gdw es mindestens eine Wahrheitsmenge
T* gibt derart, dass T C T™* (Vgl. [2, S. 12]).

Definition 17. Fiir jede Formelmenge T gilt: T ist hintikkamengense-
mantisch simultan erfiillbar gdw es mindestens eine Hintikkamenge T
gibt derart, dass T C T™.

3.6 Folgerung als 2-stellige Relationen

Definition 18. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Formelmenge T gilt:
A folgt belegungssemantisch aus T' (kurz: T' F4 A) gdw fiir jede Belegung
0 gilt: Wenn ):f T, dann E° A.

Definition 19. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Formelmenge T gilt:
A folgt wahrheitsmengensemantisch aus T' (kurz: T F5 A) gdw fiir jede
Wahrheitsmenge T™* gilt: Wenn T' C 7%, dann A € T™*.

Definition 20. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Formelmenge T gilt:
A folgt hintikkamengensemantisch aus T (kurz: T Eg A) gdw fiir jede
Hintikkamenge T™* gilt: Wenn T' C T, dann —A ¢ T*.

Um unter anderem T38 zu erhalten, kénnen wir D20 nicht analog zu
D19 formulieren.
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3.7 Allgemeingiiltigkeit als 1-stellige Relationen

Definition 21. Fiir jede Formel A gilt: A ist belegungssemantisch all-
gemeingiiltig (kurz: F; A) gdw fiir jede Belegung 3 gilt: F° A.

Definition 22. Fiir jede Formel A gilt: A ist wahrheitsmengenseman-
tisch allgemeingiiltig (kurz: Fo A) gdw fiir jede Wahrheitsmenge T gilt:
AeT (Vgl [2,S. 12]).

Definition 23. Fiir jede Formel A gilt: A ist hintikkamengensemantisch
allgemeingiiltig (kurz: F3 A) gdw 0 F¢ A.

Wir kénnen D23 nicht analog zu D22 formulieren, da nach D13 gilt, dass
() eine Hintikkamenge ist. Vgl. D23 mit T27.

4 FEinige Metatheoreme

Metatheorem 24. Fiir jede Belegung (§ sowie fiir jede Formel A gilt:
':5 A gdW ':ﬁ ——A.

Beweis:
Trivial mit D11

Metatheorem 25. Fiir jede Belegung [ gilt: h? 0.

Beweis:
Sei [ eine Belegung und sei A eine Formel.
Nach ML? gilt: A ¢ (). Also: Wenn A € (), dann FP A. Also: Fiir jede
Formel A gilt, dass, wenn A € (), dann F? A. Also nach D14: I=? (. Also:
Fiir jede Belegung (3 gilt, dass l=1ﬁ 0.
O

Metatheorem 26. Fiir jede Formel A gilt: F1 A gdw 0 F4 A.

Beweis:
Sei A eine Formel.
=
Annahme: E; A.
Zu zeigen: ) =y A.
Aus der Annahme folgt nach D21 gilt fiir die Belegung 3: F? A. Also:
Wenn EY ), dann =7 A. Also: Fiir jede Belegung 4 gilt, dass, wenn 5 (),
dann E# A. Also nach D18: 0 =, A.
<: Analog mit T25
O

5Wir schreiben kurz ‘ML’ fiir ‘Mengenlehre’.
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Metatheorem 27. Fiir jede Formel A gilt: Fo A gdw () F5 A.

Beweis:
Sei A eine Formel.
=
Annahme: E9 A.
Zu zeigen: () F5 A.
Aus der Annahme folgt nach D22 fiir die Wahrheitsmenge 7: A € T.
Also: Wenn ) C T, dann A € T. Also: Fiir jede Wahrheitsmenge T gilt,
dass, wenn ) C T, dann A € T. Also nach D19: () k5 A.
<: Analog
O

5 FEinige Metatheoreme iiber Beziehungen zwischen der Be-
legungs-, der Wahrheitsmengen- und der Hintikkamengen-
semantik

Metatheorem 28. Zu jeder Wahrheitsmenge 7" gibt es mindestens eine
Belegung 3, sodass fiir jede Formel A gilt: A € T gdw % A6

Sei T' eine Wahrheitsmenge.

Hilfsdefinition (HD): [ sei diejenige Belegung, sodass fiir jede atomare
Formel A gilt: B(A) =1gdw AeT.

Wir beweisen mit Hilfe eines Prinzips der starken vollstdndigen Induk-
tion:
Fiir jede natiirliche Zahl k gilt, dass fiir jede Formel A vom Grad
kgilt: A e T gdw F° A.

Basisbehauptung:
Fiir jede Formel A vom Grad 0 gilt: A € T gdw F° A.

Induktionsbasis:

Sei A eine Formel vom Grad 0. Also: A ist atomar. Nach HD gilt: 5(A)
=1gdw A € T. Also nach D11: A € T gdw F? A. Also: Fiir jede Formel
A vom Grad 0 gilt, dass A € T gdw 7 A.

6Wir kénnten sogar beweisen:
Zu jeder Wahrheitsmenge T' gibt es genau eine Belegung 3, sodass fiir jede Formel A
gilt: A € T gdw EF A.
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Schrittbehauptung:
Fiir jede natiirliche Zahl k gilt: Wenn fiir jede natiirliche Zahl ¢ mit
0 < i <k gilt, dass fiir jede Formel A vom Grad i gilt, dass A € T gdw
EA A, dann gilt fiir jede Formel A vom Grad k+1, dass A € T gdw F° A.

I) Induktionsvoraussetzung (I.V.):
Sei k eine natiirliche Zahl und gelte fiir jede natiirliche Zahl ¢ mit 0 <
i < k, dass fiir jede Formel A vom Grad i gilt: A € T gdw F° A.

IT) Zu zeigen ist:
Fiir jede Formel A vom Grad k+1 gilt: A € T gdw E° A.

Sei A eine Formel vom Grad k+1. Wenn A eine Formel vom Grad
k+1 ist, dann trifft genau einer der folgenden Félle zu:

1. Fall Es gibt mindestens eine Formel B vom Grad k derart, dass A =
—B. Sei B vom Grad k eine solche Formel.
=: Sei =B € T. Also nach D12: B ¢ T. Also nach L.V.: ¥% B. Also
nach D11: 8 —B. Also: E° A.
<: Sei F# =B. Also nach D11: #% B. Also nach LV.: B ¢ T. Also
nach D12: =B € T. Also: A€ T.
Also: A € T gdw F° A.

2. Fall, 3. Fall und 5. Fall: Analog zum 4. Fall.

4. Fall Es gibt mindestens eine Formel B vom Grad i sowie mindestens
eine Formel C' vom Grad j mit 0 < 4, j < k derart, dass A = (B —
(). Sei B vom Grad i eine solche Formel und sei C' vom Grad j
eine solche Formel mit 0 < ¢,j < k.
=:Sei (B— C) €T. Also nach D12: =B € T oder C € T.

Fall 4.1.1: =B € T. Also nach D12: B ¢ T. Also nach L.V.: ¥° B.
Also nach D11: E# —=B. Also: E# =B oder F° C.

Fall 4.1.2: C € T. Also nach L.V.: E8 C. Also: E? =B oder P C.
Also in jedem Fall: ¥# =B oder F? C. Also nach D11: # (B — O).
Also E° A.

«: Sei FA (B — (). Also nach D11: £ B oder F° C.

Fall 4.2.1: E# =B. Also nach D11: ¥ B. Also nach I.V.: B ¢ T.
Also nach D12: =B € T. Also: "B €T oder C € T.

Fall 4.2.2: E8 C. Alsonach I.V.: C € T. Also: =B € T oder C € T.
Also in jedem Fall: =B € T oder C € T. Also nach D12: (B —
C)eT. Also: AeT.

Also: A € T gdw E° A.
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Also in jedem Fall: A € T gdw E° A.
O

Metatheorem 29. Zu jeder Belegung [ gibt es mindestens eine Wahr-
heitsmenge T, sodass fiir jede Formel A gilt: A € T gdw =7 A.7

Sei ( eine Belegung.
Hilfsdefinition (HD): T = {A : 5 A}.
Zu zeigen: T ist eine Wahrheitsmenge.

Seien B, C Formeln.

1) =: Sei =B € T'. Also nach HD: E# —B. Also nach D11: ¥# B. Also
nach HD: B ¢ T.
<: Sei B ¢ T. Also nach HD: ¥## B. Also nach D11: F# =B. Also
nach HD: -B € T.

2), 3) und 5): Analog zu 4)

4) =:Sei (B — C) € T. Also nach HD: F# (B — (). Also nach D11:
E8 =B oder P C.
Fall 4.1.1: 7 —B. Also nach HD: =B € T. Also: =B € T oder
CeT.
Fall 4.1.2: % =B. Also: E# C. Also nach HD: C € T. Also: =B € T
oder C eT.
Also in jedem Fall: =B € T oder C' € T
<:Sei "BeToder CeT.
Fall 4.2.1: =B € T. Also nach HD: E? =B. Also: £ =B oder E° C.
Also nach D11: E# (B — ().
Fall 4.2.2: =B ¢ T. Also: C € T. Also nach HD: F# C. Also: F# -B
oder 7 C. Also nach D11: F° (B — C).
Also in jedem Fall: E# (B — (). Also nach HD: (B — C) € T.

Also nach D12: T ist eine Wahrheitsmenge.
O

Metatheorem 30. Fiir jede Formelmenge T gilt: T ist belegungsse-
mantisch simultan erfiillbar gdw T" wahrheitsmengensemantisch simultan
erfiillbar ist.

"Wir kénnten sogar beweisen:
Zu jeder Belegung 3 gibt es genau eine Wahrheitsmenge T', sodass fiir jede Formel A
gilt: A€ T gdw EP A.
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Beweis:
Sei T' eine Formelmenge.
=
Annahme: T ist belegungssemantisch simultan erfiillbar.
Zu zeigen: T ist wahrheitsmengensemantisch simultan erfiillbar.
Aus der Annahme folgt nach D15: Es gibt mindestens eine Belegung
G mit |:f T. Sei (B eine solche Belegung. Also: )=f T. Also gilt nach
D14 fiir die Formel A: Wenn A € T, dann E% A. Annahme 2: A € T.
Also: E? A. Nach T29 gilt: Es gibt mindestens eine Wahrheitsmenge 7%,
sodass fiir jede Formel A gilt, dass A € T* gdw F°? A. Sei T* eine solche
Wahrheitsmenge. Also: A € T* gdw F? A. Zusammen mit F° A gilt:
A € T*. Also: Wenn A € T, dann A € T*. Also: Fiir jede Formel A
gilt, dass, wenn A € T, dann A € T*. Also nach ML: T C T*. Also: Es
gibt mindestens eine Wahrheitsmenge 7' mit =7~ 7. Also nach D16: T
ist wahrheitsmengensemantisch simultan erfiillbar.
<: Analog
O

Metatheorem 31. Fiir jede Formelmenge T' gilt: Wenn 7' eine Wahr-
heitsmenge ist, dann ist T eine Hintikkamenge.

Beweis:
Sei T' eine Formelmenge.
Annahme: T ist eine Wahrheitsmenge.
Zu zeigen: T ist eine Hintikkamenge.
Seien A, B Formeln.
Aus der Annahme folgt:
1) Wegen: A €T gdw A ¢ T, gilt: Wenn —=A € T, dann ~A ¢ T. Also:
Wenn A € T und wenn A atomar ist, dann —=A ¢ T. Wegen: -A € T
gdw A ¢ T, gilt: ——A € T gdw A € T. Also: Wenn ——A € T, dann
AeT.
2), 3) und 5): Analog zu 4)
4) Wegen: (A — B) € T gdw —=A € T oder B € T, gilt: Wenn (4 —
B)eT,dann A €T oder BeT.
Wegen: A€ T gdw A¢T,(A— B)eT gdw ~A €T oder BeT,gilt:
~(A—B)eTgdw A€ T und -B € T. Also: Wenn =(4 — B) € T,
dann A € T und =B € T.
Also nach D13: T ist eine Hintikkamenge.
O

Metatheorem 32. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Hintikkamenge T'
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gilt: Wenn A € T, dann —A ¢ T8

Beweis:
Sei T' eine Hintikkamenge.

Wir beweisen mit Hilfe eines Prinzips der starken vollstdndigen Induk-
tion:
Fiir jede natiirliche Zahl k gilt, dass fiir jede Formel A vom Grad
k gilt: Wenn A € T, dann —A ¢ T.

Basisbehauptung:
Fiir jede Formel A vom Grad 0 gilt: Wenn A € T, dann -A ¢ T.

Induktionsbasis:
Sei A eine Formel vom Grad 0 und sei A € T. Also: A ist atomar. Also
nach D13: -A ¢ T.

Schrittbehauptung:
Fiir jede natiirliche Zahl k gilt: Wenn fiir jede natiirliche Zahl ¢ mit
0 < i < k gilt, dass fiir jede Formel A vom Grad i gilt, dass, wenn
A €T, dann —A ¢ T, dann gilt fiir jede Formel A vom Grad k+1, dass,
wenn A € T, dann ~A ¢ T.

I) Induktionsvoraussetzung (I.V.):
Sei k eine natiirliche Zahl und gelte fiir jede natiirliche Zahl i mit 0 < i <
k, dass fiir jede Formel A vom Grad i gilt: Wenn A € T, dann —-A ¢ T.

IT) Zu zeigen ist:
Fiir jede Formel A vom Grad k+1 gilt: Wenn A € T', dann A ¢ T

Sei A eine Formel vom Grad k+1. Wenn A eine Formel vom Grad
k+1 ist, dann trifft genau einer der folgenden Félle zu:

1. Fall Es gibt mindestens eine Formel B vom Grad k derart, dass A =
—B. Sei B vom Grad k eine solche Formel.
Sei =B € T. Also nach Kontraposition der I.V.: B ¢ T. Also nach
D13: =—B ¢ T. Also: ~A ¢ T.

2. Fall, 3. Fall und 5. Fall: Analog zum 4. Fall.

8Mit diesem Metatheorem kénnten wir beweisen:
Fiir jede Formelmenge T gilt: T ist eine Wahrheitsmenge gdw 7" eine Hintikkamenge
ist und fiir jede Formel A gilt, dass A €T gdw A ¢ T.
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4. Fall Es gibt mindestens eine Formel B vom Grad i sowie mindestens
eine Formel C' vom Grad j mit 0 < 4, j < k derart, dass A = (B —
C). Sei B vom Grad i eine solche Formel und sei C' vom Grad j
eine solche Formel mit 0 <¢,j < k.
Sei (B — C) € T. Also nach D13: =B € T oder C € T.
Fall 4.1: =B € T. Also nach Kontraposition der I.V.: B ¢ T'. Also:
B¢ T oder -C ¢ T.
Fall4.2: C € T. Alsonach I.V.: =C' ¢ T. Also: B ¢ T oder -C ¢ T.
Also in jedem Fall: B ¢ T oder =C' ¢ T. Also nach D13: =(B —
C)¢T. Also: A ¢T.

Also in jedem Fall: Wenn A € T, dann —A ¢ T.
O

Metatheorem 33. Zu jeder Hintikkamenge T gibt es mindestens eine
Belegung 3 derart, dass fiir jede Formel A gilt: Wenn A € T, dann F° A.9

Beweis:
Sei T' eine Hintikkamenge.

Hilfsdefinition (HD): (3 sei diejenige Belegung, dass fiir jede atomare
Formel A gilt: f(A) =1gdw AeT.

Wir beweisen mit Hilfe eines Prinzips der starken vollstdndigen Induk-
tion:
Fiir jede natiirliche Zahl k mit k& > 1 gilt, dass fiir jede Formel A
vom Hintikkagrad k gilt: Wenn A € T, dann E° A.

Im 4. und im 5. Fall des folgenden Beweises ist die Verwendung des
Hintikkagrads von Formeln unumgénglich. Wiirden wir den Beweis nach
dem Grad der Formel durchfiihren, kénnte etwa folgender Fall eintreten:
gr(B — C) = k+1mit gr(B) = kund gr(C) = 0. Also: gr(-B) = k+1.
Also kénnten wir die I.V. nicht mehr anwenden.

Basisbehauptung:
Fiir jede Formel A vom Hintikkagrad 1 gilt: Wenn A € T, dann E° A.

Induktionsbasis:
Sei A eine Formel vom Hintikkagrad 1. Also: A ist atomar. Sei A € T.

9 Aufgrund von D13 kénnen wir nicht zeigen, dass gilt:
Zu jeder Hintikkamenge T' gibt es mindestens eine Belegung (3 derart, dass fiir jede
Formel A gilt: A € T gdw E° A.
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Nach HD gilt: A € T gdw 3(A) = 1. Also nach D11: A € T gdw F® A.

Also:

EA A

Schrittbehauptung:
Fiir jede natiirliche Zahl k mit k > 1 gilt: Wenn fiir jede natiirliche Zahl
tmit 1 <14 < k gilt, dass fiir jede Formel A vom Hintikkagrad i gilt, dass,
wenn A € T, dann E? A, dann gilt fiir jede Formel A vom Hintikkagrad
k+1, dass, wenn A € T, dann E° A.

I) Induktionsvoraussetzung (1.V.):

Sei k mit k£ > 1 eine natiirliche Zahl und gelte fiir jede natiirliche Zahl
i mit 1 <4 <k, dass fiir jede Formel A vom Hintikkagrad ¢ gilt: Wenn
AeT,dann EP A.

IT) Zu zeigen ist:
Fiir jede Formel A vom Hintikkagrad k-+1 gilt: Wenn A € T, dann F° A.

Sei A eine Formel vom Hintikkagrad k+1. Wenn A eine Formel vom
Hintikkagrad k+1 ist, dann trifft genau einer der folgenden Félle zu:

1. Fall

1.1. Fall

1.2. Fall

1.3. Fall

Es gibt mindestens eine Formel B vom Hintikkagrad ¢ mit 1 <
1 < k derart, dass A = —=B. Sei B vom Hintikkagrad i eine solche
Formel mit 1 < ¢ < k. Wenn B vom Hintikkagrad ¢ eine solche
Formel mit 1 < ¢ < k ist, dann trifft genau einer der folgenden

Unterfalle zu:

B ist atomar.

Also: A = —=B. Sei =B € T. Also nach D13: B ¢ T. Also nach
HD: 8(B) # 1. Also nach D11: ¥ B. Also nach D11: % —B. Also:
EB A

Es gibt mindestens eine Formel C' vom Hintikkagrad ¢ mit 1 < i <
k — 1 derart, dass B = —=C'. Sei C vom Hintikkagrad i eine solche
Formel mit 1 <3<k —1.

Also: A = —=C. Sei -—C € T. Also nach D13: C' € T. Also nach
I.V.: £8 C. Also nach T24: E# =—C. Also: EP A.

Es gibt mindestens eine Formel C' vom Hintikkagrad ¢ sowie min-
destens eine Formel D vom Hintikkagrad j mit 1 < ¢, < k —2
derart, dass B = (C' A D). Sei C vom Hintikkagrad ¢ eine sol-
che Formel und sei D vom Hintikkagrad j eine solche Formel mit
1<4,5<k-2.
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1.4. Fall
1.5. Fall

1.6. Fall
2. Fall,
4. Fall

Also: A = —(C A D). Sei =(C A D) € T. Also nach D13: -C € T
oder =D € T.

Fall 1.3.1: =C € T. Also nach I.V.: E? =(C.19 Also nach D11: #° C.
Also: P C oder ¥° D.

Fall 1.3.2: =D € T. Also nach I.V.: E# =D. Also nach D11: ## D.
Also: P C oder ¥° D.

Also in jedem Fall: ¥% C oder ¥? D. Also nach D11: ¥8 (C A D).
Also nach D11: E# =(C A D). Also: E° A.

Analog zum 1.3. Fall.

Es gibt mindestens eine Formel C' vom Hintikkagrad 4 sowie min-
destens eine Formel D vom Hintikkagrad j mit 1 < 4,5 < k —2
derart, dass B = (C' — D). Sei C' vom Hintikkagrad 4 eine sol-
che Formel und sei D vom Hintikkagrad j eine solche Formel mit
1<i,j<k-—2

Also: A =~-(C — D). Sei -(C — D) € T. Alsonach D13: C €T
und =D € T. Also: C € T,—D € T. Also nach IL.V.: £° C,E? —-D.
Also nach T24: EP =—=C,E? —D. Also nach D11: #° —-C,¥% D.
Also: ¥/ =C und ¥# D. Also nach D11: ¥ (C — D). Also nach
D11: E# —~(C — D). Also: E° A.

Analog zum 1.5. Fall.
3. Fall und 5. Fall: Analog zum 4. Fall.

Es gibt mindestens eine Formel B vom Hintikkagrad ¢ sowie min-
destens eine Formel C' vom Hintikkagrad j mit 1 < 4,5 < k —1
derart, dass A = (B — (). Sei B vom Hintikkagrad 4 eine sol-
che Formel und sei C' vom Hintikkagrad j eine solche Formel mit
1<4,j<k-1

Also: A = (B — (). Sei (B — C) € T. Also nach D13: =B € T
oder C eT.

Fall 4.1: =B € T. Also nach LV.: £ =B. Also: % =B oder £° C.
Fall 4.2: C € T. Also nach L.V.: P C. Also: F? =B oder ° C.
Also in jedem Fall: ¥4 =B oder F* C. Also nach D11: E# (B — C).
Also: EA A.

Also in jedem Fall: Wenn A € T, dann F° A.

O

10Da C vom Hintikkagrad i mit 1 < i < k — 2 ist, ist =C vom Hintikkagrad i+1
mit 1 < ¢ < k — 1, also maximal vom Hintikkagrad & — 1. Also kénnen wir die I.V.
anwenden.
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Metatheorem 34. Fiir jede Hintikkamenge T gilt: T ist belegungsse-
mantisch simultan erfiillbar.

Beweis:
Sei T' eine Hintikkamenge.
Nach T33 gilt: Es gibt mindestens eine Belegung ( derart, dass fiir jede
Formel A gilt, dass, wenn A € T, dann E? A. Sei 3 eine solche Belegung.
Also: Fiir jede Formel A gilt, dass, wenn A € T, dann F? A. Also nach
D14: hf T. Also: Es gibt mindestens eine Belegung [ mit hf T. Also
nach D15: T ist belegungssemantisch simultan erfiillbar.
O

Metatheorem 35. Fiir jede Hintikkamenge T gilt: T ist wahrheitsmen-
gensemantisch simultan erfiillbar.

Beweis:
Sei T' eine Hintikkamenge.
Nach T34 gilt: T ist belegungssemantisch simultan erfiillbar. Also nach
T30: T ist wahrheitsmengensemantisch simultan erfiillbar.
O

Metatheorem 36. Fiir jede Formelmenge T gilt: T ist wahrheitsmen-
gensemantisch simultan erfiillbar gdw T hintikkamengensemantisch si-
multan erfiillbar ist.!!

Beweis:
Sei T' eine Formelmenge.
=
Annahme: T ist wahrheitsmengensemantisch simultan erfiillbar.
Zu zeigen: T ist hintikkamengensemantisch simultan erfiillbar.
Aus der Annahme folgt nach D16: Es gibt mindestens eine Wahrheits-
menge T mit " C T*. Sei T* eine solche Wahrheitsmenge. Also: T C T*.
Weiter gilt nach T31: T ist eine Hintikkamenge. Also: Es gibt mindes-
tens eine Hintikkamenge T mit 7' C T. Also nach D17: T ist hintikka-
mengensemantisch simultan erfiillbar.
<: Analog
O

1Wir kénnten mit diesem Metatheorem und T30 zeigen:
Fiir jede Formelmenge T gilt: T' ist belegungssemantisch simultan erfiillbar gdw T'
hintikkamengensemantisch simultan erfiillbar ist.
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6 FEinige Metatheoreme iiber Beziehungen zwischen F1,Fs,
':3, ':4, ’:5 und ':6

Metatheorem 37. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Formelmenge T
gilt: TE4 A gdw T E5 A.

Beweis:
Sei A eine Formel und sei T eine Formelmenge.
=
Annahme: T ¥5 A.
Zu zeigen: T ¥, A.
Aus der Annahme folgt nach D19: Es gibt mindestens eine Wahrheits-
menge T* mit T C T* und A ¢ T*. Sei T* eine solche Wahrheitsmenge.
Also: T CT* und A ¢ T*. Also: A ¢ T*. Nach T28 gilt: Es gibt mindes-
tens eine Belegung (3, sodass fiir jede Formel A gilt, dass A € T gdw
EB A. Sei (3 eine solche Belegung. Also: A € T* gdw £° A. Zusammen
mit A ¢ T* gilt: % A. Wegen: T C T* und A ¢ T*, gilt: T C T*. Also
gilt nach ML fiir die Formel B: Wenn B € T, dann B € T*. Annahme
2: B eT. Also: B € T*. Wegen: Fiir jede Formel A gilt, dass A € T*
gdw FP A, gilt: B € T* gdw FP B. Also: F° B. Also: Wenn B € T, dann
EA B. Also: Fiir jede Formel B gilt, dass, wenn B € T, dann =° B. Also
nach D14: l=1ﬁ T. Also: l=’f T und ¥P A. Also: Es gibt mindestens eine
Belegung 3 mit |:f T und #° A. Also nach D18: T ¥, A.
<: Analog
O

Metatheorem 38. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Formelmenge T'

Beweis:
Sei A eine Formel und sei T" eine Formelmenge.
=
Annahme: T ¥4 A.
Zu zeigen: T 5 A.
Aus der Annahme folgt nach D20: Es gibt mindestens eine Hintikka-
menge T mit T C T und —A € T. Sei T eine solche Hintikkamenge.
Also: T C T und -A € T. Also: T C T. Nach T35 und D16 gilt: Es
gibt mindestens eine Wahrheitsmenge 7™ mit T' C T*. Sei T eine solche
Wahrheitsmenge. Also: T C T*. Zusammen mit T C T gilt nach ML:
T CT* Wegen: T'C T* und —=A € T gilt nach ML: =A € T™*. Also nach
D12: A ¢ T*. Also: T C T* und A ¢ T*. Also: Es gibt mindestens eine
Wahrheitsmenge T* mit T'C T* und A ¢ T*. Also nach D19: T ¥5 A.
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<: Analog mit T31
O

Trivialerweise gelten die folgenden Metatheoreme:

Metatheorem 39. Fiir jede Formel A sowie fiir jede Formelmenge T'
gilt: TE4 A gdw T F¢ A.

Metatheorem 40. Fiir jede Formel A gilt:
(1) ':1 A gdW ':2 A,

(2) ':2 A gdW ':3 A,

(3) ':1 A gdW ':3 A,

(4) F1 A gdw 0 5 A,

(5) F1 A gdw 0 ¢ A,

(6) Eo A gdw D E4 A,
(7) Fo A gdw 0 Fg A,
(8) F3 A gdw 0 4 A,
(9) F3 A gdw 0 5 A.

7 Ausblick

Wie sich gezeigt hat, ist die Wahrheitsmengensemantik gegeniiber der
Belegungssemantik einfacher handzuhaben und sparsamer in den ver-
wendeten Mitteln: Bei jener bené6tigt man keine Wahrheitswerte, keine
Belegungen, keine Induktionsbeweise. Wem diese Vorteile nicht ausrei-
chen, der sei auf die Pridikatenlogik verwiesen.

Fiir pradikatenlogische Systeme kénnen hinsichtlich der Folgerung ei-
ner geschlossenen Formel C' aus einer Menge geschlossener Formeln T' die
Aquivalenzen zwischen der Wahrheitsmengen-, der Hintikkamengen-, der
Belegungs-, der Henkininterpretations- und der w-Interpretationsseman-
tik gezeigt werden. Um dies auch fiir eine Tarskiinterpretationsseman-
tik zeigen zu konnen, muss eine Einschrinkung gemacht werden. Die
schwéchste mir bekannte Einschrankung ist, von T die Beschranktheit
zu verlangen. Die Beschranktheit von T besagt, dass es abzéhlbar unend-
lich viele Gegenstandskonstanten gibt, die in keinem Element von 7" vor-
kommen. Diese Beschrankung ist angesichts dessen, dass iiblicherweise
akzeptiert wird, dass die Menge aller und nur der natiirlichen Zahlen mit
der Menge aller und nur der geraden natiirlichen Zahlen gleichméchtig
ist, alles andere als stark.

Dass eine Einschrankung von T erforderlich ist, liegt an der Bestim-
mung fiir geschlossene Allformeln (und jener fiir geschlossene Existenz-
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formeln) bei der Definition des Tarskimodells. Bei der Tarskiinterpretati-
onssemantik kann auch ein iiberabzihlbar méachtiger Gegenstandsbereich
gewdhlt werden, obwohl lediglich abzéhlbar viele Gegenstandskonstan-
ten zur Verfiigung stehen. Dies ist einer philosophischen (und damit einer
griindlichen) Priifung bediirftig, da meiner Ansicht nach ein semantisches
Logiksystem ausschliellich anhand semantischer Eigenschaften oder Ge-
gebenheiten natiirlicher Sprachen begriindet werden kann.
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