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WAS IST EIN MATHEMATISCHER BEWEIS?

Wir befassen uns zunichst mit der Frage der
Natur mathematischer Satze und wie sie zu be-
griinden sind.

Wir setzen den Beginn der Mathematik als
theoretischer Wissenschaft mit Thales von Milet
(um 600 v. Chr) an, dem Proklos Diadochos
(410-485 n. Chr.) nachsagt, er hitte als erster
bewiesen, daB der Kreisdurchmesser den Kreis
in zwei (gleiche) Hilften teilt:

Dieser Satz ist anschaulich klar — wozu sollte
man ihn dann noch beweisen? Allerdings handelt
der Satz ja nicht von dem hier aufgezeichneten
“Kreis”, den man anschauen kann, sondern von
cinem idealen Objekt, das man niemals aufzeich-
nen kann und wo man sich nicht cinfach auf dic
Anschauung berufen kann.

Fir Pythagoras von Samos (ctwa 580-500)
war das Wesen der Dinge durch Zahlen und
deren Verhdltnissc beschricben; so crgibt sich
z.B. einc Oktav, wenn das Liangenverhéltnis der
cntsprechenden Harfensaiten 2:1 ist. Daher be-
schaftigten sich dic Pythagoricr vicl mit Zahlen
(und zwar warcn dics nur dic “natiirlichen™ Zah-
len 1. 2, 3....): sic teilten dicse in “gerade™ und
“ungerade” cin und beniitzten Spiclstcinchen,
um gewissc GesctzmaBigkeiten zu finden. So cr-
gibt sich z.B. dic Formel (n + 1V =n+2n+1
aus folgender Anordnung schwarzer und weifler
Stcinchen:
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In shnlicher Weise erkennen wir, daB (2n)* = 4n”
ist:
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Aus beiden Formeln

D m+1)Yl=n+2n+1
(10 (2n)* = 4n*
crgibt sich sofort, daB}

(Il) »n gerade = n* gerade
(IV) n ungeradc = »* ungerade.

(Einc ungerade Zahl 148t sich in der Form 24 + |

schreiben; cs ist

(2k+ 1) = (2k)* + 2.2k + 1 wegen (1), mit 2k fur
=4k +22k+1
=2m+

wegen (1), mit & fir n;

mit m = 265 4 2k, )

Da jedc Zahl cntweder gerade oder ungeradc ist.
folgt aus (111) und (I1V) auch:

(V) n' gerade = n gerade

(VD) n* ungerade = n ungerade.

Ein wcitcres Gesctz ist das folgendc:

(VI) 1+2+ . . +n= nn+1

Wir legen zuniichst 1 + 2 + .. .+ n schwarze
Steinchen in Form cines Dreiccks auf und crgéin-
zen ¢s durch weiBe zu cinem Rechteck.
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Das Rechteck enthilt ».(n + 1) Steinchen, von
denen die schwarzen gerade die Hilfte ausma-
chen; somit gilt (VII). Aber ist das ein Beweis?
Wir kénnen ja nicht fiir jede natiirliche Zahl n
ein solches Rechteck legen. Beginnen wir aber
zunichst einmal mit n = 1:

0

Wir figen nun zwei weitere schwarze Steinchen
unten an

®O

o0

und setzen dann rechts zwei weille dazu:
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Wir konnen dieses Verfahren offenbar beliebig
oft fortsetzen; haben wir schon 1 +2+ ... +n
schwarze Steinchen im Dreieck gelegt und durch
weifle zu cinem Rechteck mit n.(n + 1) Stecin-

chen crganzt
0O ...
00O ...
0000 ...
N .
n....>\©

so fiygen wir zundchst unten n+1 schwarze und
rcchts z1+1 weiie Steinchen an:
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Das Rechteck enthilt nun (n+ 1)(n + 2) Stein-
chen, diec Hilfte davon ist schwarz; es gilt also

(n+(n+2)
2

Diese Formel erhalten wir, wenn wir in (VII)
von n» zu n+l Gbergehen. Wir haben zunichst
gesehen, dafl die Formel fir n =1 gilt, und dann
ein Verfahren angegeben, das uns den folgenden
SchluB gestattet:
Gilt die Formel fiir n, dann auch fiir nt!

Die Formel muB also auch fir n =2, somit fiir
n =3, daher fir n =4 usw. gelten. Wir haben
aber immer noch als anschauliches Element
Spielsteinchen beniitzt, doch kénnen wir den Be-
weis von (VII) auch “abstrakt” fithren.

Wir zeigen zundchst, daB dic Formel fir
n=1 gilt:

1+2+...+(r+ )=

1= 12
2

Angenommen, die Formel gelte fir n, d.h.

1+2+..4n =£("—+l—)

Wir fiigen auf beiden Seiten der Gleichung n+1
hinzu:
n(n+1)

1+24+.4n+(n+)= +(n+1)
Nun ist
n(n+1) rnel)= nn+1)+2(n+1) - (n+D(n+2)
2 2
dahcr
(n+1){n+2)

1+2+. . 4n+(n+) = 3

Wir haben somit gezeigt:
Dic Formel gilt fur n =1,
Gilt dic Formel fiir n. dann auch fir n+1.

Wir schlicBen hicraus durch “vollstandige In-
duktion”, daB dic Formcl fir jede natitrliche
Zahl gelten muB. (Anschaulich: Erreicht man dic
crste Sprosse ciner Leiter und crrcicht man mit

jeder Sprosse auch dic nichste, so errcicht man

schlicBlich jede Sprosse.)
Woher wissen wir aber, daB dicses Prinzip
“wabr” ist? Wir gehen cinfach davon aus, daB
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die natiirlichen Zahlen gerade so beschaffen
sind. In unserem Beweis haben wir auch noch
andere Eigenschaften natirlicher Zahlen beniitzt
(z.B., als wir auf gleichen Nenner gebracht und
“herausgehoben” haben), aber auch allgemeinere
“logische” Gesetze (wenn man auf beiden Seiten
einer Gleichung Gleiches hinzufiigt, bleibt die
Gleichung bestehen; was einem dritten gleich ist,
ist untereinander gleich usf.).

Wir beniitzen im weiteren folgende “logi-
sche” Zeichen (fassen Sie diese zunichst als
Abkiirzungen auf):

—~ fiir “nicht” = fur “impliziert”

A fur “und” 3 fiir “es gibt”

v fiir “oder” Vv fur “alle”
Schreiben wir A(n) fiir “A4 gilt fur die Zahl »”,
so konnen wir das Prinzip der vollstandigen In-

duktion wie folgt formulieren:
A(l) A VYr(A(n) = A(n+1)) = VYnA(m)

Kehren wir nun zu Pythagoras und seiner
Philosophenschule in Kroton (Siditalien) zu-
rick! Will man diec Welt mit Zahlenverhiltnissen
beschreiben, ist es naheliegend, mit einfachen
geometrischen Gebilden anzufangen. In welchem
Verhiltnis z.B. steht die Lange der Diagonale im
Quadrat zur Lange der Scitc? Wir wihlen cinc
Einheitsstrecke e, sodaB dic Diagonalc m.e. dic
Scitc n.¢ lang ist (wobci m und » natirliche
Zahlen sind), und zwar sci ¢ dic gréfite Einheits-
strccke, mit der man in dicser Weisc dic Diago-
nalc und dic Scitc messen kann:

m.e
ne

Nun bilden 4, B und (" cin rechtwinkeliges
Dreicck mit der Quadratdiagonale als Hypothe-
nuse und den beiden Quadratseiten AB und B¢

als Katheten. Nach dem Satz von Pythagoras
gilt

mt=n*+n* =21
Somit ist m* gerade, wegen (V) auch m, also
m = 2k. Mit (II) folgt

m = (2k)* = 4k* = 2m°

Daher ist 2k = n%, also n* gerade, wegen (V)
auch n. Somit sind m und » beide gerade; d.h.
aber, daB e nicht groBtmoglich gewahlt war —
wir hitten auch 2e nechmen konnen. (Die Uber-
legung liefe sich dann wiederholen: es ginge
dann auch mit 4e, weiter auch mit 8e usw.,
irgendwann wiirde die Einheitsstrecke groBer als
dic Quadratseite sein!) Hieraus folgt, daB es
keine Einheitsstrecke geben kann, mit deren
Hilfe man das Léngenverhdltnis von Diagonale
und Seite im Quadrat durch ein Zahlenverhaltnis
m:n ausdriicken kann. Angeblich wurde Hippa-
sos von Metapont, der im 5. Jh. v. Chr. die Py-
thagordcr mit einer solchen Tatsache konfron-
tierte, deshalb ins Meer geworfen. Was bedeutet
dieser Sachverhalt fiir uns?

Verhaltnisse von natiirlichen Zahlen nennen
wir heute “rationale Zahlen”, wir schreiben sie

gerne in Form von Briichen (% statt m:n). Was

zeigt der obige Beweis uns dann? Angenommen,
es gibt cinc rationalc Zahl =, deren Quadrat 2

ist:
(%)=2

Wir konnen annchmen, daB man in dem Bruch

m

nichts mchr kiirzen kann (m und » haben

auler 1 keinen gemeinsamen Teiler). Es gilt
dann:

m =2’
Wir argumenticren nun genauso wic vorhin: ¢s
muB m gerade scin. schlicBlich auch n. d.h. m
und n haben den gemeinsamen Teiler 2 im Wi-
derspruch zur Voraussctzung! Es folgt. daB cs
keine rationale Zahl gibt, deren Quadrat 2 ist -
wir sind versucht, zu sagen:

“J2 st ircational”.
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PYTHAGORAS (kopfschiittelnd). Sagen sie
mir, was bedeutet eigentlich +2 ? Dadurch, daf
man ¢in Symbol einfihrt und damit umgeht,
kommt die Bedeutung doch nicht alleine her.
J.C.: Man merkt, daB} Sie schon lange tot sind.
Jeder Taschenrechner heute liefert ihnen einen
mehr oder weniger genauen Wert fur V2 , mei-
ner z.B. 1,4142135. Man kann 2 so genau
bestimmen, wie man will, nur halt nicht ganz
genau.

PYTHAGORAS: Ich weil3 immer noch nicht,
was 2 sein soll. Ist es bloB eine Methode, die
Diagonale des Quadrats niherungsweise zu be-
stimmen, so hat dies doch nichts in der reinen
Mathematik verloren. Ich kenne Zahlen und ihre
Verhiltnisse, Strecken und ihre Verhéltnisse,
Flichen und ihre Verhiltnisse; manchen Strek-
ken- bzw. Flachenverhiltnissen entsprechen
Zahlenverhiltnisse, manchen anderen aber nicht,
wie Hippasos zu unserem Leidwesen gezeigt hat.
Ich sehe nicht ein, wie man das Problem dadurch
16sen kann, daB man irgendwelche Symbole ein-
fuhrt und dann so tut, als hatte jedes Strecken-
verhéltnis auch ein Zahlenverhiltnis.

EUDOXOS (4. Jh. v. Chr.) mischt sich ins
Gesprdch: Aus der Existenz von Strecken, deren
Langenverhiltnis  kein Zahlenverhdltnis  ent-
spricht, dic also nicht zugleich mit einer Ein-
heitsstrecke genau gemessen werden kénnen und
daher “inkommensurabel” heien mégen, ist zu
schlicBen, daB dic Geomctric allgemeiner und
inhaltsreicher ist als die Lehre von den Zahlen.
Forschungsprojckte auf dem Gebiet der Geome-
tric sind daher besonders zu fordern. Ubrigens
hat ncucrdings Euklid cinc clegante und syste-
matischc Zusammenfassung unseres mathemati-
schen Wissens in seincn “Elementen” gegcben
und darin auch mcine Idee, wic man dic Verhalt-
nissc von je zwci inkommensurablen Strecken
mitcinander Vergleichen und damit Mathematik
betrciben kann, ausfuhrlich dargestellt und ent-
wickelt; wic so oft in unscrer Wissenschaft 146t
sich auch in dicsem Fall cine cinfache ldee nur
ctwas umstindlich formulicren, wenn man dic
criorderliche Genauigkeit an den Tag legl.

19

DESCARTES (1596-1650): Thr Griechen
seid wirklich einfach zu penibel. Was hindert
uns daran, mit ¥2 zu rechen? Man kann sich
darunter ja die Linge der Diagonale im Einheits-
quadrat vorstellen und sinnvollerweise

W2) =2, W2+5V2=8y2, 3/2=49-2,...
schreiben. Es hat wirklich einen groBlen Vorteil,
V2 und shnliche Objekte einzufithren. Hat man
cine Gerade und fixiert man auf ihr einen Punkt
“0”, wihlt man eine Einheitsstrecke und tragt sie
von O aus nach rechts ab, so set dem rechten
Endpunkt dieser Strecke die Zahl 1 zugeordnet:

0 1

—_— Y
L T

Man kann nun allen Punkten, dic man durch
entsprechend haufiges Abtragen der Einheits-
strecke erhilt, der Reihe nach die natiirlichen
Zahlen 2, 3, 4,... zuordnen, jeder Zahl entspricht
dann ein solcher Punkt. Den Punkten, die man
durch Teilen der Einheitsstrecke und ihrer Viel-
fachen erhilt, werden dann Zahlenverhiltnisse,
mit denen man ja auch wie mit Zahlen rechnen
kann und die daher “rationale Zahlen” heiflen
moégen, zugeordnet:

11 1 2 35 4 3 1
0 4 3 2 3 6 1 3 2 4 2
"l 1 l 4 i ] i A } |
T LI M T T T T T T T

Nun stort es hicr natiirlich, dafl da Lécher blei-
ben, denn wenn man die Diagonale des Einheits-
quadrats von 0 aus abtriagt, cntspricht dcm
Punkt cben keine rationalc Zahl:

4
—

0 1 ! 2
Ich sctze nun cinfach voraus. daB auch dicscm
Punkt cinc Zah! cntspricht. und nennc sic V2 |
Ahnlich mache ich ¢s mit allen anderen Punkten
rcchts von 0., dic noch keine rationale Zahl zuge-
ordnet bekommen haben. Auf dicse Weise kann
ich dann allc geometrischen Gescetze muthille
solcher Zahlen wicder arithmetisch ausdriicken;
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dic Lehre von den Zahlen wird dadurch wieder
allgemeiner als die Geometrie.

PYTHAGORAS und EUDOXOS, beide sich
entsetzt abwendend und wie aus einem Munde:
Nie und nimmer verschafft man Dingen dadurch
Existenz, daB man irgendwelche Namen und
Symbole erfindet!

Isaac NEWTON (1643-1726), eilt herbei:
He Pythagoras, bleib da! Sichst du denn nicht,
daB sich damit dein Programm, die Welt mir
Zahlen zu beschreiben, verwirklichen 14Bt? Mit
meiner Physik habe ich schon den Anfang ge-
macht, und ich bin iiberzeugt, daB uns die Zu-
kunft eine weitgehende Mathematisierung unse-
rer Welt bringen wird!

PYTHAGORAS zéogert, doch EUDOXOS
wendet verdchtlich ein: Du nennst das, was du
mit deinen Fluxionen und “letzen Verhdltnissen”
treibst, Mathematik! (Anmerkung: Die von
Newton fiir seine Physik und von Leibniz ent-
wickelte Infinitesimalrechnung stand bis ins
vorige Jahrhundert auf sehr wackeligen Beinen,
schon Bischof Berkeley (1685-1753) sprach
von Newions Fluxionen als ‘ghosts of departed
quantities” und meinte: ‘All das scheint eine
sehr widerspruchsvolle Art von Argumentation
zu sein, wie sie in der Theologie nicht erlaubt
wdre.”)

Richard DEDEKIND (1831-1916) tritt
hinzu: Meine Herren, was soll der ganze Streit?
Wenn man sich dic Lehre des Eudoxos. dic uns
Euklid iiberlicfert hat. ansicht, bemerkt man, daf3
dic dortigen “Proportionen” zicmlich genau den
“Schnitten”, deren Namen zu tragen ich dic Ehre
habc, cntsprechen, und dicse  Dedekindschen
Schnitte stellen cine, auch nach gricchischen
MaBstaben cinwandfreic. mathematische Kon-
struktion cben der “recllen Zahlen”, dic Descar-
tes den Punkten der Zahlengeraden™ zugeordnet
hat und mit denen man schon scit Jahrhunderten
crfolgreich, wenn auch ohne feste Grundlage.
gerechnet hat, dar,

PYTHAGORAS ldchelt versonnen,

Aber auch Dedekinds Konstruktion beruht
auf problematischen Voraussctzungen - dicse
sind allerdings weniger mathematischer, sondern

eher philosophischer Natur.

Wir haben uns scheinbar von der Frage, was
ein mathematischer Beweis ist, weit entfernt;
vielleicht erhalten wir bei Euklid, dessen Ele-
mente das wohl einfluBreichste Buch der Ma-
thematikgeschichte darstellen und wesentlich
zum Ruf der Mathematik als Muster einer stren-
gen, unbezweifelbaren Wissenschaft beigetragen
haben (“more geometrico™), einen Hinweis.

Man setzt die Lebenszeit des Euklid nach
Angaben von Proklos Diadochos, z.T. aufgrund
der folgenden Anckdote, um etwa 300 v.Chr. an.

Ptolemaios I. (Regierungszeit 323-283) soll
Euklid cinmal nach einem kiirzeren Weg zur
Geometrie als dem durch die “Elemente” gefragt
haben, worauf Euklid angeblich antwortete, zur
Geometrie gibe es keinen Konigsweg.

Zu Euklids Vorgangsweise ist zu sagen, dafl
viele seiner Definitionen (vor allem die ersten)
eigentlich nur Erklarungsversuche darstellen
(wie etwa “Ein Punkt ist, was keine Teile hat”),
die im weiteren Aufbau keine Rolle spielen. Der
Kreis allerdings wird bereits im wesentlichen
definiert als Menge von Punkten, die von einem
gegebenen Punkt (dem Mittelpunkt) den gleichen
Abstand haben. Dann gibt Euklid gewissc
Grundannahmen an (die er “Postulate” und
“Axiome” nennt — dic Unterscheidung ist fur uns
irrclevant, wir bczcichnen hinfort allc als
“Axiomc™), z.B.

(Ax1) Man kann von jcdem Punkt nach jedem
Punkt die Strecke zichen.

(Ax2) Man kann mit jedem Punkt als Mittcl-
punkt und jcdem Abstand als Radius den
Kreis zeichnen.

(Ax3) Was demsclben gleich ist. ist auch unter-
cinander glcich.

Von solchen Axiomen ausgehend  versucht
Euklid. durch logischc Schliissc dic damals be-
kannten geometrischen Sétze zu beweisen.

Scin crster Satz ist:

Man kann iber ciner gegebenen Strecke cin

gleichscitiges Dreicck crrichten.

Beweis: Dic gegebene Strecke sei AB. Mit A als

Mittclpunkt und AB als Radius zcichne man

cinen Kreis (Ax2). cbenso mit B als Mittelpunkt
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und BA als Radius einen weiteren Kreis. Vom
Schnittpunkt C der beiden Kreise ziche man die
Strecken CA und CB (Ax1). Da C und B auf
dem Kreis mit Mittelpunkt A liegen, ist
CA = AB (Definition des Kreises), ebenso ist
CB=BA. GemidB (Ax3) ist dann auch
CA = CB. D.h,, es bilden A, B und C ein gleich-
seitiges Dreieck.
c

/\
\/

Woher aber wissen wir, daB die beiden
Kreise sich iberhaupt schneiden? Sicherlich,
dies 1st anschaulich klar; aber aufgrund welchen
Axioms kann ich schlieflen, daB es den Schnitt-
punkt C gibt? Die Anschauung ist zwar unent-
behrlich fiir das Auffinden und das Verstehen
eines mathematischen Beweises — im Beweis
selbst aber hat sie nicht zu suchen! Sie stellt dort
cine Fehlerquelle dar, die oft stillschweigende
Voraussetzungen verdeckt. Dies zeigt auch die
Geschichte des sogenannten Parallelenaxioms,
das Euklid wie folgt formuliert:

Bewirkt einc gerade Linie beim Schnitt mit

zwci geraden Linien, dafl die innen auf der-

selben Scite cntstchenden Winkel zusammen
klciner als zwei rechte werden. so treffen sich
dic zwei geraden Linicn bei Verlangerung ins

Unendliche auf der Scitc. auf der dic Winkel

licgen, dic zusammen kiciner als zwei Rechte

sind.
Um dicsc Aussage besscr verstchen zu kénnen,
ist ¢s zweckmaBig, sich cine Zeichnung zu ma-
chen:

g
am=
-
-----
L
o

m atf < 2R (= 180°)

Euklid benitzt dicses Axiom erst im Beweis des
29, Satzes: dic relativ komplizierte Formulic-
rung (vergleichen Sic dicse mit (Ax1) bis

21

(Ax3)!) erzeugte bei vielen spateren Mathemati-
kern das Bediirfnis, auch dieses Axiom auf dic
anderen einfacheren logisch zuriickzufithren,
und in den auf Euklid folgenden 2000 Jahren
gab es zahlreiche Beweisversuche — allerdings
keinen Beweis, da immer irgendeine versteckte
Voraussetzung, die ihrerseits mit dem Paralle-
lenaxiom &dquivalent ist, beniitzt wurde, z.B.
Sind in einem Viereck drei Winkel rechte, so
ist es auch der vierte.
Oder:
Zu einer Geraden kann man durch einen
(nicht auf ihr liegenden) Punkt genau eine
Parallele zichen.
Man zweifelte nicht daran, daB das Parallelen-
axiom wahr ist; deshalb kam die Idee, es mit
einem indirckten Beweis zu versuchen, erst rela-
tiv spat.
1733 nahm G. Saccheri (1667-1733) an, ¢s
gebe ein Viereck mit drei rechten Winkeln, in
dem der vierte stumpf oder spitz ist:

a>R oder a <R.

Es gelang ihm, dic “Hypothcse des stumpfen
Winkels” auf einen Widerspruch zu fithren, und
er glaubte, ihm sci dics auch bei der “Hypothcesc
des spitzen Winkels” gelungen - doch hier irrte
cr. Aber er hat auf scincm Wcege geomctrische
Satze abgelcitet, dic “offensichtlich™ falsch, ge-
nauer: dic mit der Anschauung nicht vercinbar
waren,

Im crsten Drittcl des 19. Jh. machten sich
schlicBlich C. F. Gaub (1777-1855), N. I Lo-
batschefski) (1793-1856) und J. Bolyvai (1802-
1860) mit dem Gedanken vertraut, daB ¢s cine
widerspruchsfreic Geometric gebe, in der das
Parallclenaxiom “falsch™ ist, und cntwickelten
einc in dicsem Sinn nichtcuklidische Geometric,
in der dann z.B. dic Winkelsumime im Dreieck
im allgemcinen nicht 180° ist, (Angeblich ver-
suchte GauB anléiBlich ciner Landvermessung,
dic Winkclsumme in cinem grofien. von Berggip-
feln gebildeten Dreicck  nachzumessen:  scine
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Uberlegungen zur nichteuklidischen Geometrie
hat er aus Angst vor dem “Geschrei der Bootier”
nicht veréffentlicht.

1871 bewies F.Klein (1849-1925), dab,
wenn die euklidische Geometrie widerspruchs-
frei ist (woran niemand zweifelte), es auch diese
nichteuklidische ist. Dann kam die modeme
Physik und reklamierte fir den physikalischen
Raum eine nichteuklidische Geometrie, und
schlieBlich wiesen die Psychologen nach, daf} der
Raum, den wir mit den verschiedenen Sinnen
wahmehmen, kein euklidischer Raum ist. In
welchem Sinne aber koénnen dann die Axiome
der euklidischen Geometric wahr sein? Wo und
in welchem Sinn gibr es einen euklidischen
Raum? Kant hatte die geometrischen Sétze noch
als “synthetische a priori” eingestuft!

Euklid hat noch einige Axiome “vergessen”
(zB. solche, dic den Schnittpunkt der beide
Kreise im ersten Beweis sichern), D. Hilbert
(1862-1943), einer der groBten Mathematiker
seiner Zeit, schricb 1899 ein Biichlein “Grund-
lagen der Geometrie™, in dem er einer vollstiandi-
gen Liste von Axiomen folgende “Erklérung”
(dic wir hier ctwas vereinfachen) vorausschickt:

Wir denken zwei verschiedene Systeme von

Dingen: die Dinge des crsten Systems nennen

wir Punkte, dic Dinge dcs zwciten Systems

ncnnen wir Geraden |...]. Wir denken dic

Punktc und Geraden in gewissen Bezichun-

gen und bezeichnen diesc durch Worte wie

“licgen™, “zwischen”, “kongrucnt”, “paral-

lel”, “stetig”. dic genaue und fir mathemati-

sche Zwecke vollstandige Beschreibung dic-
scr Bezichungen crfolgt durch dic Axiome der

Geometric.

Solche Axiome sind z.B.:

Zu jc zweci verschicdenen Punkten 4. B gibt

cs genau cine Gerade AB. auf der dic beiden

Punktce licgen.

Zu je zwei verschicdenen Punkten 4. B gibt

¢s stets cinen dritten, der zwischen dicsen

beiden auf der Gerade 4B liegt,
Nattirlich stellen wir uns unter Punkten und Ge-
raden ctwas vor, dic Anschauung aber hat nur
dic Funktion cines Geriists. das man entfernt,

wenn das Haus fertig ist. Man konnte statt
“Punkte” und “Geraden” auch “Bierseidel” und
“Biertische” sagen, wie Hilbert es einmal dra-
stisch formuliert hat. Wir konnen uns aber auch
unter Punkten Zahlenpaare, unter Geraden li-
neare Gleichungen vorstellen; daB der Punkt
(., auf der Geraden ax + by + ¢ = 0 liegt, soll
bedeuten, daB (a,p) eine Losung dieser linearen
Gleichung ist (also aa + b+ ¢ = 0). Mit dieser
Interpretation betreiben wir “analytische Geo-
metrie”, die Axiome gehen in wahre “arithmeti-
sche” Séatze tiber. (Das ist im Prinzip wohl das
Programm von Descartes.) Die Frage der Wider-
spruchsfreiheit der (euklidischen) Geometrie
wird dann zuriickgefiihrt auf die Frage der
Widerspruchsfreiheit der Arithmetik, an der
wahrscheinlich auch kaum jemand zweifelt. (Es
scheint auch eine Zeit gegeben zu haben, in der
niemand daran zweifelte, daB die Erde flach ist.)

Zichen wir cine erste Zwischenbilanz;
Mathematische Beweise werden gefihrt,
indem man mathematische Sitzc mittels logi-
scher Schliisse aus gewissen Axiomen ableitet.
Diese Axiome sind im allgemeinen nicht! “evi-
dente Aussagen, die keincs weiteren Beweises
bedirfen”, sondem cinfach Grundannahmen.
itber deren Wahrheit oder Falschheit erst ge-
sprochen werden kann, wenn dic in thnen vor-
kommenden Ausdriicke in cincm  bestimmten
Bereich interpreticrt werden (wic ctwa “Punkt”
als Zahlcnpaar); dic “Wabhrhcitsfrage™ hat zu-
nachst nichts damit zu tun. ob cin Bewcis kor-
rckt ist (d.h.. ob {ibcrhaupt cin Beweis vorlicgt)
- dic zu vernwendenden logischen SchiuBiregeln
gewabhrleisten lediglich, daB, wenn dic Axiome
bei ciner geeigneten Interpretation in wahre Aus-
sagen ubergehen, dies auch dic abgeleiteten
Sétze tun. Nur sclten wird cin Bewcis allerdings
vollstandig aufgeschricben als Folge von Sétzen,
von denen jeder entweder cin Axiom ist oder aus
vorhergehenden Sitzen der Folge mithilfe cines
logischen Schlusses folgt: ¢s geniigt. wenn fiir
den Leser ersichtlich ist, wic dic Bewcisskizze in
cinen vollstindigen Beweis zu verwandeln st
Allerdings haben wir noch nicht erklirt, was cin
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logischer SchluBl ist; wir werden dies andeu- beim Aufbau eines Axiomensystems fiir die
tungsweise im nachsten Beitrag (“Beziehungen Arithmetik tun.
zwischen Logik, Mathematik und Philosophie™)



