
Eulers Speculum Musicum

Eulers Speculum Musicum
und das Instrument mutabor
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Als Leonhard Euler 1741 einem Ruf Friedrichs des
Großen an die Berliner Akademie der Wissensschaf-
ten folgte, hatte er schon mit dem Tentamen novae
theoriae musicae [1, S. 197–427] sein Hauptwerk über
Musik veröffentlicht. Über diesesWerk schrieb der 24-
jährige Euler 1731 an seinen Lehrer Johann I. Ber-
noulli:

Mein Endzweck in diesem Werke war dieser, daß ich
suchte die Musik als einen Theil der Mathematik aus-
zuführen, und alles was eine Zusammenfügung und
Vermischung der Thöne kann angenehm machen, aus
richtigen Gründen ordentlich herzuleiten. [2, S. XLVI]

Grundlage bei diesem Versuch war die Lehre von den
Entsprechungen von Ton und Zahl in harmonischen,
melodischen und rhythmischen Vorgängen der Mu-
sik. In den Berliner Jahren hat Euler seine neue Mu-
siktheorie in den 1768 veröffentlichten Briefen an ei-
ne Deutsche Prinzessin, die an Friederike Markgräfin
von Brandenburg-Schwedt gerichtet waren, erläutert
und dabei seine ästhetische Leitvorstellung folgender-
maßen beschrieben:

Je einfacher ein Verhältnis ist, durch je kleinere Zahlen
es ausgedrückt wird, desto deutlicher kann es wahr-
genommen werden, und desto angenehmer ist seine
Wirkung. [2, S. XLV]

Den Grad der Annehmlichkeit (gradus suavitatis) sol-
cher Wirkungen definierte Euler zunächst für die na-
türlichen Zahlen n anhand ihrer Primzahlzerlegung
n = pa1

1 · · · pam
m durch

G(n) := a1(p1 − 1) + · · ·+ am(pm − 1) + 1.

Für die ersten 16 natürlichen Zahlen ergeben sich da-
mit folgende Grade der Annehmlichkeit:

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
G(n): 1 2 3 3 5 4 7 4 5 6 11 5 13 8 7 5

Für eine endliche Menge natürlicher Zahlen mit 1 als
größtem gemeinsamen Teiler wird der Grad der An-
nehmlichkeit als der Grad des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen dieser Zahlen definiert. Die Quinte 2 : 3 er-
hält somit den Grad 4, die Quarte 3 : 4 den Grad 5,
die große Terz 4:5 den Grad 7 und der Durdreiklang
4: 5 : 6 den Grad 9. (vgl. [3, S. 136ff.])

In seiner Schrift Conjecture sur la raison de quel-
ques dissonances généralement reçues dans la musi-
que ([1], S. 508–515), die Euler 1760 der Berliner Aka-
demie vorlegte, diskutiert er vor allem das

”
phénome-

ne paradox“ des Dominantseptakkords 36 : 45 : 54 : 64,
der angesichts seines Wohlklanges mit 17 einen zu
hohen Grad der Annehmlichkeit zu haben scheint.
Da der Akkord 4 : 5 : 6 : 7 mit dem Grad 15 sich von
36 : 45 : 54 : 64 (wegen 36 : 45 : 54 : 63 = (4 · 9) : (5 · 9) :
(6 ·9) : (7 ·9)) nur in der Septime um das Mikrointer-
vall 63 : 64 unterscheidet, nahm Euler an, daß beim
Hören des Dominantseptakkords die 64 durch die 63

”
substituiert“ wird. Diese Annahme gründet Euler
auf seine Substitutionstheorie des musikalischen Hö-
rens, nach der komplexe Tonverhältnisse in einfache-
re Verhältnisse zurechtgehört werden. Die Substitu-
tionstheorie liefert Euler nicht nur eine Rechtferti-
gung seiner zahlentheoretischen Definition des

”
gra-

dus suavitatis“, sondern eröffnet die Einsicht, dass
der gemeinsame Ort von Musiktheorie und Mathe-
matik mehr im menschlichen Bewusstsein als in der
physikalischen Akustik zu sehen ist (vgl. [4, S. 10f.]).

Die Einbeziehung der Primzahl 7 bei seiner idealty-
pischen Analyse des Septakkordes brachte Euler da-
zu1, in seiner letzten musiktheoretischen Arbeit De
harmoniae veris principiis per speculum musicum re-
praesentatis ([1], S. 568–586) von 1773 die Zahlen 1,
2, 3, 5 und 7 als die

”
Säulen der Harmonie“ zu be-

1 Siehe auch die 1764 vorgelegte Arbeit Du véritable charactère de la musique moderne, [1], S. 516–539.
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zeichnen. In der Hauptsache wird in dieser Arbeit sy-
stematisch beschrieben, wie Töne und Intervalle mit
Oktave (1 : 2), Quinte (2 : 3) und großer Terz (4 : 5) ge-
bildet und dargestellt werden können; dabei wird ein
zweidimensionales Schema des chromatischen Ton-
bestandes, das sogenannte

”
speculum musicum“, auf

zweifache Weise präsentiert (s. Abb. 2 und 3).

Abb. 2. Das speculum
musicum in [1, S. 575
(§13)]

Bevor auf die weitere Ge-
schichte von Eulers specu-
lum musicum eingegangen
wird, soll kurz wiedergege-
ben werden, wie Zeitgenos-
sen auf Eulers mathemati-
sche Musiktheorie reagiert
haben. Für viele Musiker
war Eulers Theorie zu ma-

thematisch, was zum Teil zu heftigen Abwehrreaktio-
nen führte. So war für J. Mattheson

”
der ganze Zah-

lenkram ein ebenso schädliches, als mühsames und
subtiles Hirngespinst“; diese Meinung veranlasste ihn,
die mathematisch orientierten Musiktheoretiker mit
ganzen Kaskaden von Schimpfwörtern zu überschüt-
ten:

Diesen Satz aber, daß ein richtiges, nämlich vernünf-
tiges Gehör allein, und nicht die Mathematik sowol
den ersten, als letzten Ausspruch in allen musika-
lischen Dingen thun . . . muß, den sollen mir ste-
hen und fest bleiben lassen die pythagoreische, pto-
lemäische, euklidische und alle andere altmathema-
tische Schulen, auch alle neue Zahl-, Meß- und Ge-
wichtkrämer, mit ihren Tabellen, Generalbaßmaschi-
nen und Gerüsten; alle versunkene Algebraisten; er-
starrte Contrapunctisten; schulfüchsige Proportions-
Leiter- und Rations-Händler; Verhältnißfechter; kah-
le Temperaturflicker; ohnmächtige Melodienspinner;
gesanglose Hümper und Stümper; hölzerne Noten-
klecker; nüchterne Pedalritter; abgeschmackte Gril-
lenfänger; hirnsüchtige Pedanten; wahnwitzige Ge-
müthsbeweger, samt übrigen anarmonischen Grimm-
bärten; scheinheiligen Brummbären . . . ([3, S. 289])

Abb. 3: Die zweite Darstellung und Erläuterung des speculum
musicum in [1, S. 584 (§ 29)]

Abb. 4: Die Buchstaben-Tonschrift von A. von Öttingen dar-
gestellt als speculum musicum

Als Beispiel einer positiven Reaktion sei hier L. Miz-
ler zitiert, der in seiner

”
Musikalischen Bibliothek“

von 1746 an Euler appelierte:

Nun bitte Herr Eulern gar sehr, er möchte doch zur
Beförderung der musikalischen Wissenschaften dar-
thun, daß noch mehr Verhältnisse in unserer Musik
von Primzahlen sind, ausser den angegebenen; Wo er
nur die Möglichkeit erweisen wird, so will ich ihn für
den Apollo in der Musik halten, . . . [3, S. 299]

Nach Meinung des Musikwissenschaftlers M. Vogel
hat sich Euler diesen Titel eines

”
Apollo in der Mu-

sik“ redlich verdient und zwar durch seine beiden mu-
siktheoretischen Arbeiten für die Berliner Akademie,
in denen er die Primzahl 7 als eine der Säulen der
musikalischen Harmonie begründet [3], S. 299].

Wenn auch die Primzahl 7 bis heute als
”
Säule der

Harmonie“ wenig Anerkennung gefunden hat, ist Eu-
lers Substitutionstheorie mit ihrer These des Zurecht-
hörens von Tonhöhen zum Allgemeingut geworden.
(Wie sollte man anders erklären, warum wir Mozarts
Musik auf einem temperierten Klavier gespielt als to-
nal wahrnehmen können?) Dass auch sein aus Prim-
zahlen aufgebautes Tonsystem bis heute bedeutsam
geblieben ist, soll am Fortleben von Eulers speculum
musicum verdeutlicht werden.

Das speculum musicum wurde in der Mitte des
19. Jahrhunderts durch A. von Öttingen wiederent-
deckt und durch H. von Helmholtz in der musika-
lischen Akustik durchgesetzt. In seiner Buchstaben-
Tonschrift verwendet von Öttingen Über- und Un-
terstreichungen, um Abwärts- und Aufwärtsverände-
rungen durch das syntonische Komma 80 : 81 kennt-
lich zu machen (s. [5], S. 5ff.): In Abb. 4 kann man
die Tonnamen als Benennung für die Töne der klei-
nen Oktave auffassen, wobei die nicht über- oder un-
terstrichenen Tonnamen die aus dem Ton c durch
Oktav- und Quintveränderungen abgeleiteten Töne
der kleinen Oktave repräsentieren; das Intervall c : e
hat das Verhältnis 64 : 81, jedoch c : ē das Verhält-
nis 4 : 5, was 80 : 81 = (5 : 4) ·(64 : 81) für ē : e ergibt;
entsprechend erhält man 80 : 81 für das Intervall e : e
usw. Jeder Tonname in Abb. 4 benennt einen Ton,
dessen Intervall zu dem Ton c ein durch die Prim-
zahlen 2, 3 und 5 ausdrückbares Verhältnis hat. Da
ein solches Verhältnis eindeutig durch das Produkt
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Abb. 5: Das dreidimensionale speculum musicum erzeugt von 3er-, 5er- und 7er-Intervallen

seiner Potenzen von 3 und 5 bestimmt ist, entspricht
jedem Tonnamen eindeutig ein Ausdruck 3x5y, bei
dem x und y ganze Zahlen sind.

Der Musikwissenschaftler M. Vogel schlägt in sei-
nem Buch Die Lehre von den Tonbeziehungen statt
der Über- und Unterstreichungen ganzzahlige Expo-
nenten vor, die anzeigen, um wie viele syntonische
Kommas der Ton mit dem Basisnamen erniedrigt
bzw. erhöht wird ([3], S. 104). Bezieht man noch die
Primzahl 7 als

”
Säule der Harmonie“ mit ein, wo-

für sich Vogel seit seiner sehr lesenswerten Disserta-
tion

”
Die Zahl Sieben in der spekulativen Musiktheo-

rie“2 auf vielfältige Weise eingesetzt hat, dann erhält
man ein dreidimensionales speculum musicum, wie
es in Abb. 5 dargestellt ist (die tiefstehenden Indi-
ces zeigen an, um wieviele septimale Kommas 63 : 64
der Ton mit dem Basisnamen erniedrigt bzw. erhöht
wird).

Das dreidimensionale speculum musicum eignet sich
insbesondere dazu, die Eulersche Lehre von den Ton-
geschlechtern zu veranschaulichen. Nach dieser Leh-
re hat der

”
Genus“ 2m · 3p · 5q · 7r vom Grad n :=

p+q+r einen Tonbestand, der durch die Zahlenmen-
ge {2m · 3x · 5y · 7z | m,x, y, z ganzzahlig mit 0 ≤
x ≤ p, 0 ≤ y ≤ q, 0 ≤ z ≤ r} gekennzeichnet ist.
Um die Eulerschen Genera musikalisch erfahrbar zu
machen, ließ der holländische Physiker A. D. Fokker
um 1950 die im Haarlemer Museum Teyler stehen-
de Orgel in gleichstufiger 31-Tonstimmung mit zwei
Spieltischen bauen, von denen der eine zwei Manuale

und Pedal mit jeweils 31 Tasten in der Oktave hat3

(die 7-er Intervalle werden durch eine Oktavteilung
in 31 gleiche Stufen sehr viel besser approximiert als
durch die übliche Oktavteilung in 12 gleiche Stufen).

Eulers speculum musicum ist bis heute die überzeu-
gendste Darstellung der Tonvorstellungen in Reiner
Stimmung, bei denen die Grundintervalle durch Ver-
hältnisse kleiner ganzer Zahlen gekennzeichnet sind.4

Wie inspirierend diese Tondarstellung sein kann, ha-
be ich selbst in meinem Musikstudium und meinen
späteren musiktheoretischen Forschungen erfahren.
So bildete das dreidimensionale Tonnetz in Abb. 5
die Grundlage meiner Staatsexamensarbeit zum The-
ma

”
Die Erweiterung des harmonischen Tonsystems

mit dem 7. Oberton“.5 In einem langjährigen For-
schungsvorhaben

”
Mathematische Musiktheorie“ ist

später umfassender eine
”
extensionale Standardspra-

che der Musiktheorie“ entwickelt worden,6 was oh-
ne das Eulersche Gedankengut wohl kaum geschehen
wäre.

Das Bestreben, die im speculum musicum reprä-
sentierte Reine Stimmung auf einem Tasteninstru-
ment verfügbar zu machen, hat zu der Entwick-
lung des computergesteuerten Musikinstruments mu-
tabor (mutierende automatisch betriebene orgel)
geführt7, das zum Salzburger Musikgespräch 1984

2 Phil. Fak., Univ. Bonn, 1955.
3 B. J. A. Pels: L’orgue accordé en cinquièmes de ton du Musée Teyler à Haarlem. Archives du Musée Teyler, Série III, Vol. 10
(1951), S. 173–181.
4 vgl. Riemann Musiklexikon. 12. Aufl. Sachteil, Artikel: Reine Stimmung. B. Schott’s Söhne, Mainz 1967.
5 Staal. Hochschule f. Musik, Frankfurt 1962.
6 s. R. Wille: Mathematische Sprache in der Musiktheorie. Jahrbuch Überblicke Mathematik 1980. Bibl. Inst., Mannheim 1980,
S. 167–184; W. Neumaier, R. Wille: Extensionale Standardsprache der Musiktheorie – eine Schnittstelle zwischen Musik und
Informatik. In: H.-P. Hesse (Hrsg.): Mikrotöne III. Edition Helbing, Innsbruck 1990, S. 149–167.
7 s. B. Ganter, H. Hempel, R. Wille: MUTABOR – Ein rechnergesteuertes Musikinstrument zur Untersuchung von Stimmungen.
ACUSTICA 57 (1985), S. 284–289.
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Abb. 6: Musikbeispiel von M. Planck zur Problematik der Rei-
nen Stimmung

(Thema:
”
Musik und Mathematik“) erstmals der Öf-

fentlichkeit vorgestellt wurde. Mit mutabor wurde
an der TH Darmstadt M. Vogels originäre Idee rea-
lisiert, die übliche Klaviatur über eine Automatik so
mit Tonerzeugern zu verbinden, dass sich nach Ta-
stenanschlag (ohne wahrnehmbare zeitliche Verzöge-
rung) die jeweils gewünschten Tonhöhen von selbst
einstellen [3, S. 343ff.]. Für das jeweilige Berechnen
der aktuellen Tonhöhen muß ein Programm in muta-
bor aktiviert werden, das

”
mutierende Stimmungs-

logik“ genannt wird. Prinzip einer solchen Stim-
mungslogik ist,

”
dass nach gewähltem Anfangszu-

stand die jeweils aktuellen Tonhöhen auf der Grund-
lage der vorangegangenen Tonereignisse und der mo-
mentan angeschlagenen Tasten berechnet werden,
d. h. beim Spielen auf mutabor ist für die gegenwär-
tige Einstimmung jeweils die Vergangenheit maßge-
bend. Wenn man auch in Hinblick auf eine zu antipi-
zierende Zukunft einstimmen möchte, muss man ggf.
wie beim Registerwechsel auf einer Pfeifenorgel eine
neue Stimmungslogik wählen“ [6, S.384 f.].

Auch wenn sich die bisher entwickelte mathematische
Musiktheorie auf der Grundlage des speculum musi-
cum als hilfreich für den Entwurf und die Program-
mierung von Stimmungslogiken erwiesen hat, sind
damit die Probleme der Realisierung von tonaler Mu-
sik in Reiner Stimmung noch längst nicht bewältigt.
Schon 1893 veröffentlichte der Physiker M. Planck
das Beispiel in Abb. 6 [7, S. 435], bei dem, wenn
die Durdreiklänge rein eingestimmt werden und sich
die Tonhöhe von liegenbleibenden Tasten nicht än-
dert, die Grundtöne der aufeinanderfolgenden Dur-
dreiklänge folgende Sequenz ergeben: c – f – b – g−1

– c−1 – f−1 – b−1 - es−1 – as−1 – f−2 – d−3 – g−3

– c−3 – a−4 – fis−5 – h−5 – e−5 – a−5 – d−5 –

g−5 – c−5. Das Absinken vom c-Durdreiklang zum
c−5-Dreiklang um fünf syntonische Kommas (mehr
als eine Halbtonstufe) wurde M. Planck von einem
Testchor bestätigt. Bis heute ist ungeklärt, welche
Komma-Schwankungen bei Musik in Reiner Stim-
mung vorstellbar bzw. wünschenswert sind und wel-
che nicht.

Experimente mit mutabor haben gezeigt, dass Mu-
siker oft unterschiedliche Vorstellungen davon ha-
ben, wie Akkordfolgen jeweils einzustimmen sind.
Das veranlasste, eine musikergerechte Programmier-
sprache zu entwickeln, mit der Musiker selbst die
von ihnen gewollten Stimmungslogiken programmie-
ren können8. In den letzten Jahren ist die mutabor
Software am Institut für Algebra der TU Dresden
auf Windows-Plattformen übertragen und weiterent-
wickelt worden.9; diese MIDI-Software für Windows
ist als freie Forschungssoftware kostenlos erhältlich
unter http://www.math.tu-dresden.de/~mutabor

Vielfache Beachtung fand die neue MUTABOR Soft-
ware auf der CeBIT’99, wozu insbesondere die Ur-
aufführung von K. Gundermanns

”
Vier Miniaturen

für Mutabor“ beigetragen hat.
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