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Die Boysehe Fläche in Oberwolfach 

von Hermann Kareher und Ulrich Pinkall 

Seit dem Frühjahr 1991 steht vor dem Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach ein Metallmodell der 
Boysehen Fläche. Über die mathematischen Eigenschaften dieses Modells, seine historischen Bezüge und über 
seine Herstellung durch die Firma Daimler-Benz soll hier berichtet werden. 

Geschichte 
Werner Boy hat 1901 bei Hilbert über die "Cur­
vatura integra" (J J K dA) promoviert [Math. Ann. 
57 (1903), 151-184]. Dies ist die erste uns bekannte 
Stelle, in der der globale Satz von Gauß-Bonnet 
so formuliert ist, wie wir ihn heute benutzen: 
Jf KdA = 21r · x(M2 ).a Boy hat diesen Satz 

insbesondere für nicht orientierbare Flächen dis­
kutiert und dabei auch nach einer (damals eher 
für unwahrscheinlich gehaltenen) Immersion der 
projektiven Ebene gesucht. Er hat die von ihm 
hergestellte Fläche dadurch als projektive Ebene 
identifiziert, daß er die Eulercharakteristik aus den 
kritischen Punkten der Höhenfunktion berechnete: 
3 Minima, 3 Sättel, 1 Maximum. Boy benutzte 
dieses Argument ohne Zitat, also wohl als "allgemein 
bekannt"; darüber, daß die Erläuterungen zu dieser 
"Morsetheorie" der Flächen im Raum schon bei 
Möbius [Werke II, S. 440-445, 1863] stehen, hat 
Dombrowski in einem Vortrag in Oberwolfach be­
richtet. In Hilbert und Cohn-Vossen: "Anschauliche 
Geometrie" wird die Boysehe Fläche in §47 mit 
vielen Abbildungen erläutert. 

a Auch der Satz von Whitney-Graustein [1930], der reguläre 
Homotopieklassen ebener Kurven durch ihre Windungszahl 
klassifiziert, kommt in einer Fußnote vor. 
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Mathematik 

Schon lange vor Boys Dissertation war eine 
sehr schöne Einbettung der projektiven Ebene nach 
S4 bekannt, die minimale und straffe "Veronese­
Fläche"; außerdem kannte man verschiedene alge­
braische Flächen in JR3 , die bis auf isolierte Singu­
laritäten immersierte projektive Ebenen sind. Boys 
- erstmals singularitätenfreie - Immersion in den 
JR3 ist ohne besondere differentialgeometrische Eigen­
schaften konstruiert, sie zeigt aber mit ihrem Tri­
pelpunkt eine differentialtopalogische Besonderheit: 
Alle Immersionen von JRP2 nach JR3 haben eine un­
gerade Anzahl solcher Tripelpunkte [Banchoff]. Das 
Modell vor dem Forschungsinstitut hat außerdem 
spezielle differentialgeometrische Eigenschaften: Die 
Fläche ist ein Minimum für das Willmore-Funktional, 
zusätzlich stammt sie aus einer einparametrigen Fa­
milie mit 120°-Symmetrie. Das Willmore-Funktional 

J J H 2dA = ~ J J (K1 + K2 ) 2dA 

(Ki die beiden Hauptkrümmungen) 

gibt die Biegungsenergie elastisch verformter Mate­
rialien an. Chern erinnerte auf einer Oberwolfacher 
Tagung daran, daß die konform invariante Form die­
ses Funktionals, 

schon in den zwanziger Jahren von Blaschke und 
seinen Schülern studiert wurde ( "Konformminimal­
flächen"). Die verschiedenen Formen des Willmore­
Funktionais zeigen, daß Minima von Integralen mit 
sehr verschiedenen Integranden dieselben Flächen lie­
fern können; diese sind daher einerseits möglichst 
richtungsunabhängig gekrümmt, d.h. K 1 ~ K 2 , an­
dererseits haben sie möglichst kleine Norm der zwei­
ten undamentalform, Jf(Ki + K~)dA, sind also ohne 
unnötige Beulen. 
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Höhenlinien 
eines Modells der projektiven Ebene 

nach Werner Boy 

R. Bryant hat gezeigt, daß alle sphärischen ( d.h. 
mit S2 parametrisierten) Konformminimalflächen 
(oder Willmore-Flächen) durch geeignete Möbius­
transformationen auf rational immersierte Minimal­
flächen (mit sogenannten "ebenen Enden") abgebil­
det werden können. Die 120°-symmetrische Lösung 
für unser Modell stammt von R. Kusner: 

M(z) =Re ( z3 _ z~3 + v'5 · ( i . (:::z:~~)) + 
~ . (z3+z-3) 

+ ( ~ ) , z E S2 , Nenner "I- 0. 

Diese Abbildung besitzt Antipodensymmetrie, M(z) 
= M ( -1 I z)' daher ist ihr Bild eine (dreifach punk­
tierte) projektive Ebene, zweifach überlagert. 

Eine Inversion 

M(z) 
Boy(z ) = II M(z) 11 2 

liefert unsere Boysehe Fläche, mit dem Tripelpunkt 
als Bild von oo. Die Gestalt der Boysehen Fläche 
kann man durch eine Translation vor der Inversion 
verändern; nur Translationen in z-Richt ung liefern 
Flächen mit der erwähnten 120°-Symmetrie. 

Die Metallstreifen der Fläche sind aus ebenem 
Stahlblech geschnitten; um daraus die berechnete 
Fläche biegen zu können, muß die Zentralkurve je­
des Streifens als Krümmung gerade die geodätische 
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Höhenlinien des Modells von Oberwolfach, 
entsprechend der von R. Bryant und R. K usner 

angegebenen Imersion 

Krümmung der entsprechenden Parameterlinie ha­
ben. Mit dieser Krümmungsfunktion werden die Zen­
tralkurven der Streifen durch Integration der Freuet­
Gleichungen gewonnen. Die Streifen um die Meri­
dianlinien sind gewöhnliche Möbiusbänder, d.h. mit 
nur einer 180°-Drehung verklebt. Sechzehn der sieb­
zehn Breitenkreisstreifen sind unverdrillt; der letzte, 
markiert mit Kugelkopfnieten, ist ein mit 3 x 180° 
verklebtes Möbiusband, genau wie das Emblem des 
Instituts. Dieses Möbiusband wird durch Ansetzen 
einer Kreisscheibe zur immersierten projekt iven Ebe­
ne. 

Herstellung 

Die Boysehe Fläche des Instituts wurde von der 
Mercedes-Benz AG hergestellt und am 28.1.91 in 
Oberwolfach aufgestellt . Zur Vorgeschichte gehörten 
Gespräche von Herrn Barner mit dem Züricher 
Künstler Max Bill, sowie Aufforderungen an zahlrei­
che Mathematiker, geeignete Vorschläge für ein Ob­
jekt zu machen. Frühzeit ig hat sich Pinkall für eine 
Boysehe Fläche eingesetzt, beeinflußt von Compu­
t erbildern, die 1984 während der Zusammenarbeit 
von Karcher, Pinkall und Sterling am Max-Planck­
Institut in Bonn enstanden waren. 

Auf der Suche nach geeigneten Realisierungsmög­
lichkeiten erinnerte man sich einiger Mathematiker, 
die inzwischen bei Mercedes-Benz das CAD I CAM 
System SYRKO entwickeln. Anfang Oktober 1988 
besuchten Barner, Kareher und Pinkall die SYRKO­
Entwicklung und führten den Mathematikern Stei-
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ner, Hahn, Kaufmann und Kuhn auf einem ATARI­
Computer (mit getakteten Brillen) Stereobilder der 
Fläche vor. 

Das CAD/CAM System SYRKO kann u.a. Punk­
te - normalerweise von Tonmodellen abgenomme­
ne Meßpunkte - durch Flächen interpolieren, und 
es verfügt über einen Formelinterpreter, mit des­
sen Hilfe Punkte der Kusnerschen Parametrisierung 
berechnet wurden. Damit war in kurzer Zeit ein 
Flächenmodell der Boysehe Fläche in SYRKO erstellt 
und für verschiedene Fertigungsverfahren zugänglich. 

Im Dezember 1988 war ein aus Plexiglas her­
gestelltes Höhenschichtenmodell fertig; es war noch 
als "Büromaterial" klassifiziert. Dies Modell sah so 
gut aus, daß Mercedes-Benz dafür interessiert wer­
den konnte, die Fläche als Geschenk für Oberwolfach 
zu bauen . 

Der erste Plan, ein Modell aus Röhren um die 
Parameterlinien herzustellen, schien ein gutes Pro­
jekt für die Lehrlingswerkstatt zu sein. Mit Hilfe von 
SYRKO wurden Holzblöcke hergestellt, in deren Ker­
ben die Rohre für Teile der Fläche in die endgültige 
Form gebogen wurden. Eine solche Teilfläche war an 
allen Kreuzungen zusammengesteckt. Diese Verbin­
dungen sollten wetterfest verlötet werden. Leider ver­
zog sich dabei schon das erste Teil so gründlich und 

Gilbert Strang: "Das Schreiben ist harte Arbeit" 

wurde zugleich so stabil, daß an ein Zusammensetzen 
der Fläche aus solchen Teilen nicht mehr zu denken 
war (Sept. 1989). 

Herr Kulm hatte dann die Idee, statt Parame­
terröhren abwickelbare Parameterstreifen zu verwen­
den und erstellte in den Weihnachtsferien ein solches 
Modell aus geplotteten Papierstreifen. Eine Fest ig­
keitsberechnung bestätigte das Konzept der Stahl­
streifenfl.äche, und im April 1990 wurde ein Drit­
tel der so gebauten Fläche fertig. Wegen Termi­
nengpässen und wegen Schwierigkeiten längs der 
Selbstdurchdringungslinie dauerte der vollständige 
Zusammenbau noch bis zum Jahresende. 

Bei der Übergabefeier am 15.2.1991 hielt dann 
Herr Dr. Philipp von der Mercedes-Benz AG eine 
für die Mathematiker außerordentlich freundliche Re­
de. Er berichtete unter anderem, daß viele Zuschau­
er aus der Firma zum Beginn des Zusammenbaus 
kamen und angesichts der langen merkwürdig ge­
formten Streifen auf dem Boden der Montagehalle 
sehr skeptisch waren. Es zeigte sich jedoch schnell, 
daß, beim Einstecken der Nieten in die berechneten 
Löcher, die Streifen ganz von alleine die richtige Form 
annahmen. Das Ansehen der Mathematiker in der 
Firma habe an diesem Tag sehr gewonnen. 

"Das Schreiben ist harte Arbeit" 

von Gilbert Strang 

Dies ist mein erster Versuch, über das Schreiben zu schreiben. Es gibt ein gutes SIAM Buch zu diesem Thema 
von Nick Higham, und ich werde nur ein paar Vorschläge hinzufügen. Einige dieser Vorschläge sind schon fast 
Tricks. Ich hoffe, daß sie helfen werden. Andere gehen tiefer, weil das Schreiben harte Arbeit ist - wenn man 
wirklich gelesen und verstanden werden will. Vielleicht ist das der K ern dieses Aufsatzes. 

Bei all diesen Vorschlägen gehe ich davon aus, daß 
die mathematischen Ideen fertig gedacht worden sind 
-es gibt also etwas zu sagen. Aber das Sagen unter­
scheidet sich vom Denken. Nur die Gleichungen und 
Beweise richtig hin zu bekommen, ist absolut nicht 
der letzte Schritt. Man muß über die Forschung hin­
ausgehen, deren Ziel die Einsicht ist. Beim Schreiben 
sind die Ziele weniger abstrakt und menschlicher: 

1. Mache den Aufsatz interessant. 

2. Stelle die Verbindung her zu dem, was der Leser 
schon kennt . 

3. Finde einen guten Anfang. 

4. Laß' einige Teile einfach - so einfach wie beim 
Reden. 

Manchmal wird nur "für's Archiv" geschrieben. Da­
von ist hier nicht die Rede. In diesem Aufsatz geht 

DMV-Mitteilungen 1/97 

es um die Kommunikation mit dem Leser, nicht um 
die Dokumentation in einer Fachzeitschrift. Wenn Sie 
die Aufmerksamkeit der Leser wollen, so müssen Sie 
ihnen Ihre Aufmerksamkeit geben. Was wissen sie 
schon, und wo fügt sich der neue Teil ein? Manchmal 
ergibt sich das beim Reden ganz natürlich, deshalb 
spreche ich mir die Worte oft laut vor. Das führt zu 
schön einfachen Sätzen. 

Der Feind des guten Schreibens ist nicht der 
PlatzmangeL Es ist der Mangel an Zeit, Energie und 
Geduld. Oft gießen sich die Ideen leicht in Worte, 
manchmal bleiben sie stecken und wollen sich nicht 
bewegen. Ich versuche zu schreiben, wenn ich mich 
psychisch stark fühle (diese Worte werden am frühen 
Morgen geschrieben; ich bin beeindruckt von jedem, 
der noch nach dem Abendessen schreiben kann). Den­
ken Sie vor allem an den Leser . 
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