
DEMONSTRATIO MATHBMATICA 
V o i x x n No 4 1*9 

Jaaina Sladkowska 

SUR UNE FAMILLE DE FONCTIONS UNIVALENTES ET BORNÉES 

Soit S^(a) un espace des fol iat ions f holomorphes e t uni-
va lentes dans le oerole uni té U = { z : | z | < 1}, ayant le déve-
loppment f ( z ) = b^z + bgZ^ + cC, et t e l l e s qua 
a ¿ f ( U ) , | a | <1, a f i x é , f (U) c U. Cet espaae es t évidemment 
normale et i l devient oompaot, s i l ' o n y a joute l a fonc t ion 
identiquement nu l l e . 

Dénotons par H(U) un espaoe de tou tes l e s fonct ions holif-
morphes dans U. Soient f e S^(a) , <p une fonct ion holomorphe et 
univalente dans U, cf>(0) » 0 et cp(U) c U) a lo r s on a f^ = 
= f o cp e S 1 ( a ) . 

Nous appelons une v a r i a t i o n d'une fonct ion f dans S ^ a ) 
toute fami l le î j = { f ( z , e ) : e € ¿ = 1 ,2 ,3 t des f o n c t -
ions f ( z , e ) t S ^ a ) avec ={e j e e K(0,7)}, £ 2 = {e : -i?<e<ip}, 
£ , = { E : 0$e < 9> 0, s i l e s l i m i t e s lim f ( z , e ) = f ( z , 0 ) = 

- f ( z ) , l i n f ( z t
£ ) - f ( » ) , h ( z ) , heH(U) , ex i s ten t au sens 

£ j9E-0 e 

de l a convergenoe presque uniforme dans U. 
Nous obtenons l a plus simple v a r i a t i o n de l a fonc t ion 

f e S . j ( a ) , en mettant <p{z,e) - e i e z , e c E j , ce qui donne 

(1) f ( z , e ) » f ( e i e z ) = f{z) + e i z f ' ( z ) + O(E), 

oa o ( E ) T ~ 1 — • O , s i E 0 , presque uniformément dans U. 
Bn mettant ensui te <p(z) = K 0 (z) , ou w « KQ(z) «st une 

t e l l e branche de l a fonc t ion impl i c i t e 
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d - X ) 2 = ( 1 • e ) (1 - X ) 2 ' £ e £ 3 , 

qui s ' annu le au point z = 0 , nous obtenons l a v a r i a t i o n 

(2) f Q ( z , e) = f (Kg(z) ) = f ( z ) - ez f ' ( z ) 1 + e
1 6

z + o ( e ) . 
1 - e z 

Notre but e s t de t rouve r une v a r i a t i o n dans S^(a) plus 
r iohe que ( 2 ) , notamment c e l l e du type de S c h i f f e r . Faisons 
d 'abord un t e l changement de l a f r o n t i è r e 3 f (U) , q u ' e l l e de-
v i en t c e l l e d ' un domaine s i t u e dans l e c e r c l e U auguel l e 
point a n ' a p p a r t i e n t pas . Soi t wQ e U e t w Q ? 3 f ( U ) . Posons 

w \ w wo 1 - w0w ' 

ou ex e s t r é e l , quelconque. Remarquons que l a f o n c t i o n $(w) 
e s t holomorphe dans un entourage de l a f r o n t i è r e 3f(U) e t que 

(3) Re $(w) = 0 pour w e 3U» 

Soi t e n s u i t e 

w*(w) = w exp {e$(w)} = w + ew $(w) + o ( e ) , 

ou £ e Cette f o n c t i o n e s t a u s s i holomorphe dans un e n t o u r a -
ge de 3f(U) e t , en v e r t u de ( 3 ) , |w*(w}| = 1 pour w e3U. Bi le 
e s t un iva len te dans un entourage de df(U) pour £ suffisamment 
proche de zéro ( i . e . pour 7 suffisamment p e t i t ) ; en o u t r e , 
w*(3f (U) ) c Ü. Puisque w*(a) » a , on a a e w * ( 3 f ( U ) ) , s i 
a e 3f(U) et a * w * ( 3 f ( U ) ) , s i a i f(U) pour | e | suffisamment 
p e t i t . Par conséquent , on peut t r a i t e r w*(3f(U)) comme une 
f r o n t i è r e d 'un domaine simplement cdnnexe D* t e l que D*cU, 
0 e D*, a i D*. 

Soi t f * une f o n c t i o n qu i t ransforme d 'une manière con-
forme U sur D* et v é r i f i e l a cond i t i on f* (0 ) = 0 . l a f o n c t i o n 
f * a p p a r t i e n t , b ien s û r , a S ^ f a J . Cherchons sa forme. Suppo-
sons d ' a b o r d , que f ( U ) . D 'après le théorème de Golousin 
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[2] , p. 99, on doit ohercher l a par t ie principale S(z) du dé-
veloppement en sér ie de Laurent de l a fonct ion 

(4) r 7 % $ < f < z » -

( f ( z ) - a) ( 1 - 5 f ( z ) ) 11« f ( z ) + wo . - l a 1 + "0 f ( z ) \ 
• m * ) I e - w0 - e T ^ T Û I ' 

dans l a couronne {zt 0< | z | < 1}. Le premier membre de (4) 
y est holomorphe. Un saul point s ingu l ie r de (4), étant un 
pôle du premier ordre, es t z = 0. Donc 

-Tfhroî ( e 1 " - « - 1 « ) , 

et l a fonct ion cherohée f * a l a forme 

(5) f*(z) = f ( z ) + e [ ( f (z} - a)( 1 -ä f ( z ) ) ( e i a * + 

-io< 1 + *o f ( z } a , l a - l a , - e r [zj 777771 je n e ; + 1 - w0 f ( z ) r l ü ' 

+ z 2 f ' ( . ) ( p f ^ y ) (e i o t + e ' 1 «) + o{e î . 

Elle correspond à l a va r i a t i on extér ieure de Sch i f fe r 
et nous 1*ut i l i serons peur obtenir une propr ié té importante 
des domaines extrémales« Notas a l lons obtenir de l a même ma-
nière une va r i a t ion in té r i eu re de S c h i f f e r . Dans ce but , 
supposons que w 0 e f ( U ) , I l ex is te donc un t e l point s c e U 
que f (z Q ) = wQ. En u t i l i s a n t de nouveau le théorème de Golou-
s in [2 ] , nous calculons l a par t ie principale du développaient 
en sér ie de Laurent de l a fonct ion z $(*(»)) dans l a 
couronne {z: r < | z ! <1}, ou r est autant proche de 1 pour 
que l a fonction $ ( f ( z ) ) y so i t holomorphe. C'est pourquoi 
on a 
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« ( f i . . ) - riti - i n . . ) i n . . ) i a _ j _ 
- 2 , » z - z 

f ( Z o ' 0 

a « lw - l a . 
+ ¿ r T o T ( • + • ) . 

«t l a fonct ion oherchée f * a l a forme 

(6) f * ( z ) = f ( z ) + e [ ( f ( z ) - a ) (1 - i f ( z ) ) K 

x le ( i a » f ( » 0 ) - i a 1 » f ( « 0 ) \ 
l 9 f (z ) - t(zQ) "  6 i . f Ü J f U , ^ 

, l a f ( z 0 ) ( f ( z p ) - a ) d - I f ( z 0 ) ) z + 

- z f ( z , V e . 2 , F ^ z 
o 

- i a f ( « o , ( f ( z o ) " 8 , ( 1 ~ 8 f ( z o , } 1 + z o z 
- e 

Ï * f ' 2 ( z 0 ) 1 - z o z 

+ z f (z) l e =—-X 
z o f <zo> 

- e - i « f ( z o ) ( f ( z o ) - i ) ( l - a f ( z o n \ 1 . 1 « . - t a , + 
_ - p j - f ( z ) f ' ( o ) ( e + e , + 

- 1 f <Zo> 

+ z 2 ( f w ) Í e l 0 í + e " i a ) + 

Supposons maintenant que !ü(f) est une fonotionnel le com-
plexe continue, déf inie au moins sur S., ( a) u { f Q}, ou f Q = 0 . 
D'après l a continuité de Üí(f) et l a compacité de l 'ensemble 
S 1 ( a ) u j f Q } , i l y ex i s te une fonct ion pour laquel le l a fonct io -
nnelle Re y?(f) a t t e i n t sa valeur maximale (minimale). 

À présent nous al lons examiner des propriétés des fonc-
t ions extrémales a l ' a i d e des formules v a r i a i i o n n e l l e s ( 1 ) , 
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( 2 ) , ( 5 ) , ( 6 ) . Soit Ra ¥ { f ) « max Re ¥ ( f * ) et so i t 
f *e S 

f 4 f Q . Supposons, en outre, que l a fonctionnelle possède 
au point f l a dérivée oomplexe au sans de Gâteaux, c ' e s t - à -
-dire q u ' i l existe une fonctionnelle oomplexe L, l inéaire et 
oontinue dans l 'espaoe H(U) t e l l e que pour chaque variation 
3\j et pour toute fonction f * e î ^ , ( j « 2 oa bien j = 3) t e l 
que f * ( z ) = f ( z , e ) = f ( z ) + eh(z) + o (e ) , l a re la t ion 

(7) Re !¥(f*) = Re S/(f) + eRe L(h) + o(e) 

est s a t i s f a i t e . Four j = 2 i l s 'ensui t de ( 7 ) , et du f a i t que 
Re V a t te in t sa valeur maximale au point f , l ' é g a l i t é 

(8) Re L(h) « Oj 

pour j = 3, nous n'avons que l ' i n é g a l i t é 

(9) Re L(h) < 0 . 

S i f est une t e l l e fonction que Re Y^f) « min Re !¥(f ) 
f*€S. , (a)u{f 0 } 

et f / f Q , l ' é g a l i t é (8) est de même remplie, mais au l i e u de 
(9) nous avons 

( 9 ' ) Re L ( h ) ¿ 0. 

I l est f a c i l e a remarquer que l ' appl i ca t ion de l a var ia -
t ion (1) et de l ' é g a l i t é (8) nous donne la condition nécessai-
re pour l a fonction f (extrémale pour l a fonctionnelle Re m), 
sous l a forme 

(10) Im L(z f ' ( z ) ) « 0 . 

En appliquant, par contre, l a variat ion (2) et l ' i n é g a l i t é 
(9) on obtient facilement l ' i n é g a l i t é suivante 

(11) Be l ( z r t z ) ¡ + pour tout Ç e U, 
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« tan t l a cond i t i on nécessa i r e pour l a f o n c t i o n f qu i r é a l i s e 
maximum de l a f o n c t i o n n e l l e Ri V. 

T h é o r è m e » Si f e s t une f o n a t i o n de l a c l a s s e 
S.|(a) qu i r é a l i s e l 'extremum de l a f o n c t i o n n e l l e Ha ï , ou ¥ 
e s t une f o n c t i o n n e l l e complexe, d é f i n i e au moins sur S ^ a ) 
e t ayant au point f une dér ivée oolnplexa au sens de Gâteaux, 
a l o r s 

1° l a f o n o t i o n w « f(Ç) s a t i s f a i t à l ' é q u a t i o n 

( 1 2 ) . f 2 - , f l - î ( f ( « ) - a ) ( l - â f ( z ) ) ; * [ ; [ + 
w(w - a){1 - a w) L w I [ z l 

+ FTÔT - ~ T f / < z > > + f (OJ f / ( 0 ) 

+ ( l ( ( f ( . ) - a ) (1 - i f ( z ) ) 1 + g f ( z ) + ^ r f g y f ' ( . ) -V V ' 1 - w f ( z ) f [ 0 ) 

Z2 * ' ( « ) ) ) " ] - J y [ l ( . f i . ) + 
f ' (0) / / J L \ Ç 

dans l e c e r c l e Uij l e second membre de (12) e s t nonnegat i f sur 
3U en oas de maximum et n o n p o s i t i f en cas de minimum) 

2° l a f o n o t i o n f se prolonge d 'une manière cont inue su r 
l e ae ro le fermé U, e t même d 'une manière holomorphe, excepté 
tou t au plus un nombre f i n i des po in t s s i t u é s sur l a c i r c o n -
fé rence 3U qu i sont de po in t s o r i t i q u e s a lgéb r iques pour f | 

3° s i 

(13) F(w) - L ( ( f ( z ) - a)( 1 - i f ( z ) ) H - f f ï ) ) + 

+ f L ( ( f ( z ) - a) {1 - i f{«)) 1 + i f ( z ) W 
V ^ ' 1 ~ w f ( z ) >J 
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e s t une f o n c t i o n ana ly t ique dans l e ae ró le U( pas o o n s t a n t e , 
et ne possédant que de po in t s s i n g u l i e r s i s o l é s , a l o r s l ' e n -
semble U \ f ( U ) n ' a pas de po in t s i n t é r i e u r s ! o ' e s t pourquoi , 
en v e r t u de 2° , i l se oompose d ' un nombre f i n i d ' a r o s a n a l y -
t i q u e s , dont au mois un s o r t de l a c i roonférenoe 3Uj 

4° s i , en o u t r e , a n ' e s t pas un zéro de l a f o n c t i o n en t r e 
l e s c roche t s du premier membre de l ' é q u a t i o n (12) , a l o r s a 
présente un ex t r émi t é " l i b r e " d ' un arc de 3f(U) , ( i . e . l e 
point a n ' e s t pas en même temps l e commencement d ' un au t r e 
arc de 3f(U))» 

D é m o n s t r a t i o n . A d 1 ° . En appl iquant (6) 
avec zQ B Ç e t (8) e t tenant compte que a e s t a r b i t r a i r e , 
nous obtenons tou t de s u i t e l ' é g a l i t é (12) s a t i s f a i t e par l a 
f o n c t i o n extrémale pour tou t Ç e U. Nous déduisons de l a r e -
p r é s e n t a t i o n généra le de l a f o n c t i o n n e l l e l i n é a i r e e t cont inue 
dans l ' e s p a c e H(U) q«ue l e second membre de (1.2) e s t une f o n c -
t i o n holomorphe dans un c e r t a i n entourage de l a o i roonfé renee 
3U e t , en v e r t u de (11) , e l l e e s t nonnegative en cas de maxi-
mum (nonpos i t ive en cas de minimum). 

Ad 2° . Cette thèse r é s u l t e du f a i t que l a f o n o t i o n e x t r é -
male s a t i s f a i t à l ' é q u a t i o n (12) qui a des p r o p r i é t é s p ré sen -
t é e s dans 1° . 

Ad 3° . Si l ' ensemble U \ f ( U ) possédai t des po in t s i n t é r i e -
u r s , i l e x i s t e r a i t un oe rc le K c U \ f ( U ) . D 'après (5) avec 
wQe K e t (8) et compte tenu que o es t a r b i t r a i r e , nous ob t e -
nons F(w) = c o n s t , cont re l ' h y p o t h è s e . 

Ad 4°. Dans oe cas a do i t a p p a r t e n i r à 3 f (U) , donc, en 
ve r tu da 2° , i l e x i s t e un t e l rç, | rj | = 1, que f ( ? ) = a . On 
peur remarquer fac i lement que, s i a n ' e s t pas un zéro de l a 
f o n c t i o n e n t r e c roohets au premier membre de (12) , i l do i t 
ê t r e f ' ( ? ) = 0 , ce qui j u s t i f i e l a thèse 4°. 

R e m a r q u e . Observons que la f r o n t i è r e df(U) e s t 
contenue dans l ' ensemble des t r a j e c t o i r e s de l a d i f f é r e n t i e l l e 
o a r rea 

P(w) 
w(w - a ) (1 - a w) 
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ou P(w) désigne la fonction entre crochets au premier membre 
de (12). Four examiner des propriétés de 3f(U) on peut appli-
quer donc des propriétés des trajectoires (locales et globa-
l es ) . 

E x e m p l e . Soit 4 ( f ) = b^. 11 est évident que 
L ( f ) = b^. Prenons 0 < a < 1 , puisque on peut toujpurs transfor-
mer S1 (a) sur S1 ( | a l ) , ayant a " i a r 6 a f e S.,(|al) pour f e S., (a) 
et, inversement, e i a r g a f e S ^ a ) pour f e S ^ l a l ) . Cette trans-
formation ne change pas de la valeur absolue du coefficient b^, 
dono la borne supérieure de Re b^ reste la même pour S ^ a ) et 
S^(|a|). Remarquons ensuite que la fonctionnelle Re b̂  atteint 
son maximum pour certaine fonotion f e S ^ a ) , parce qu ' i l est 
évident que la fonction f = 0 ne réalise pas ce maximum. I l 
découle tout de suite de (10) que Im b^ = 0 et, d'après (11), 
que Re b^^ 0. Finalement, nous avons b^> 0. I l est faci le à 
vér i f ier que la condition 3° est remplie. En e f f e t , la fono-
tion F(w) = 2b1 ((1 + a2) - j - 2a w) est méromorphe et pas 
constante. Dans ce cas l'équation (12) prendra la forme 

(14) — ç — [(1 + a2 + 2ab72 R® b0 ) w - a - aw2l» 
w2(w - a)(1 - a w) L 1 J 

Kous démontrons d'abord que a doit etre l'extrémité "libre™ 
d'un arc de 3f (U) , c 'est-à-dire qu'au point de 3U correspon-
dent à a la dérivée s'annule. Supposons que ce ne soit pas 
vrai. Alors a devrait être raoine de lsexpres8ion entre oro-
chets au premier membre de (14}) mais dans oe cas la solution 
unique w = f {Ç) de (14), satisfaisant a la condition initiale 
f ( 0 ) = 0, est la fonotion f ( < ) = c C , et a doit être situé sur 
la frontière 8f(U) donc ! c f = ¡ai <1. âinsi l'ensemble U \ f ( U ) 
aurait de points intérieurs, ce qui est impossible. Remarquons 
de plus qud la frontière 9f(U) appartient à l'ensemble des t ra -
jectoires de la dif férentiel le carrée 

(1 + a2 + 2ab72 Re b9 ) w - a - aw: - 2 

o 
w (w - a)(1 - a w) 
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d'où i l s 'ensuit , et das considérations précédentes, que oette 
front ière se compose de la oireonférenoe 3U et du segment de 
l 'axe r ée l [ a , l ] . La fonction f , qui transforme le cercle U 
sur un domaine avec une t e l l e f ront ière et v é r i f i e les condi-
tions f ( 0 ) • 0, f ' ( 0 ) > 0,aet déf inie par l 'équation 

(15) 2 * 
(1 + f ( z ) ) 2 (1 + a ) 2 (1 + z ) 2 

Ainsi nous avons obtenu l 'est imation exaote de Re b1 e t , à la 
mime f o i s , de | la ̂  | dans S^(a), ou 0 < a < 1 , notamment 

I ^ T T f ^ " 

Pour a arb i t ra i re , |a| <1, en vertu de la correspondence b i -
univoque entre les fonctions des espaoes S^(a) et S^(|a|), 
nous constatons: pour toute fonotions f c S ^ ( a ) on a l ' i n éga -
l i t é 

(15 ' ) l ^ l 41 a I 
(1 + la|)2 

qui est ré l i sée par la fonction 

f ( z ) 41 a | (16) 
(1 + f ( z ) e - i a r « a ) 2 " (1 + [a|)2 (1 + z e - i a r S a ) 2 

ou bien autrement: pour toute fonction f e S^, ou Ŝ  dénote 
l 'espace des fonctions univalentes bornées et t e l l e s que 
f ( 0 ) = 0, f (U) c U, et pour tout a i f (U) l ' i n é g a l i t é (15 ' ) est 
v é r i f i é e , la fonction (16) étant ce l le qui y réa l ise l ' é g a l i t é . 

Ce résultat a été obtenu par De Temple dans [ i ] . 
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