DEMONSTRATIO MATHEMATICA

Voi. XVIII No 2 1985

Krzysztof Tatarkiewicz

NOUVELLE DEMONSTRATION D’UNE PROPRIETE ASYMPTOTIQUE
DES SOLUTIONS D’UN PROBLEME DE FOURIER

1. Des résultats (d'un assez grand degré de généralité)
concernant les propriétés limites pour t —» +< des solutions
du premier probléme de Foupier dans Dx<Oj+c0), od DcR,
sont bien connus (voir I. #ojczyk-Krélikiewicz [3] ol une
bibliographierst domnéej pour des résultats récents voir -
par exemple - [1] ou [4]).

Cette note east consacrée A une nouvelle démonstration d'un
ce® particulier du théordme 4 de [3]. Elle est beaucoup plus
élémentaire que la démonstration primitive. Ce n'est que pour
abréger les calculs que nous ne considérons ci-dessous que
1p cap de deur variables spaciales et D égal 4 un rectangle
(voir aussi le n° 4 ci-dessous). La méthode employée est
apparentée & la méthode de Rellman [2] (mais dans ce dernier
travail on emploie 1les séries complexes de Fourier et on
ne s'occupe gue du cas ou la solution considérée tend vers
2610),

2. Posons K :=< 031> x<O0g4k> ok l,kc (Oj+c0). Soient
5 fonctionss g ¢t K —» R, Ei $ <041>%<{ O§+0) — R,
b; 1<03k>x<{0j+) —> R, i = 0,1, qui vérifient les condi-
tions suivantes de compatibilité
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2 K. Tatarkiewioz

et

8(x,0) = Eo(xao)s g(x,k) = 51(xto) x €<03>,
(202) _ - pour )
8(0,3) = by(7,07s  &(1,¥) = by(3,0) y ¢ <O5%>.

Soit une fonction u = u(x,y,t) définie et continue dans
P t= K x<03+x), de classe C° dans l'intérieur I'P =
= (031)x(0;k)x(0300) de¢ P, et vérifiant dans I'P 1l'équation
parabolique
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pour (x,y) e X la condition initiale

(2.4) _ u(x,y,0) = g(x,y)

et pour tous les t ¢ <Oj+x) les conditions aux limites

u(x,0,t) = Eo(x,t), u(x,k,t) = Eq(x,t) x € <O31>,

(2.5) _ . o pour
u(0,y,t) = bo(y,t)s u\lsyst) = bq(y’t) Y ¢ <05k

Il est connu que si les fonctions g,ai,gi, i=0,1, sont
continues et satisfont aux conditions (2.1) et (2.2), alors
le premier probléme de Fourier (2.3)-(2.5) est bien posé.

. Soient maintenant 4 fonctions a: : <03;1> —= R,

i

b, ¢ {03}k> —+R, 1 = 0,1, telles que

(2.6 ao(O) = bo(o)a ao(l) = b1(0)9
aq(O) = bc(k), aq(l) = b1(k)-

Soit une fonction w = w(x,y) définie et continue dans K,
de classe C° dans I'K, qui vérifie dans I'K 1'équation
elliptique
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et les conditions aux limites
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= ao(x), w(x,k) aq(x) x € <031,
(2.8) pour
bo(y)’ w(l,y) b1 (y) ¥ € <03kd.
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I1 est connu que si les fonctions 85,05 1 = 0,1, sont
continues et vérifient les conditions (2.6), alors le probléme
de Dirichlet (2.7)? (2.8) est bien posé.

Théoreéme. Si les fonctionms g,Ei,Si, i = 0,1, sont
continues, vérifient les conditiomns (2.1), (2.2) et les quatre
limites uniformes

lim  unif Ei(x,t) = ai(x),
t > +00 xe<031> .
(2.9) i = 0,1
lim  unif  b;(y,t) = by(y)

‘t+ +00 ye<O3k>

existent, alors le premier probléme de Fourier (2.3)-(2.5)
est bien posé et sa solution (unique) u = u(x,y,t) posséde la
limite uniforme

(2.10) lim wif  u(x,y,t) = w(x,y),
t++o (x,y)eK

ol w = w(x,y) est la solution (unique) du probléme bien posé
de Dirichlet (2.7) et (2.8).

3, Démonstratione. Vud(2,9), les fonctions
Ei’ Si, i = 0,1, étant continues, sont bornées. Donc les con-
ditions (2.1) et (2.2) étant vérifiées, le probléme (2.3)-(2.5)
est bien posé. Les fonction Ei, b;, i = 0,1, étant continues,
de méme de (2.9) il s'ensuit que les fonctions CY I T i=0,1,
le sont aussi et vérifient les conditions (2.6). Donc le
probleme (2.7) et (2.8) est bien posé.

Il ne nous reste qu'd démontrer l'égalité (2.10).

Soit un £> 0 fixe. Il s'ensuit de (2.9) qu'il existe un
t. >0 tel que pour t2t, et pour i = 0,1 on a
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4 K. Tatarkiewicz

1 pour

|2;(xy8) = a;(x)] <€ x € <310,
|65 (vat) - b3(w)] s ¢ ¥ € <OikD

Soit w = wg(x,y) la fonction définie et corntinue dan: X
de classe C° dans T'K, vérifiant (2.7) dans cet ensemble I’
et telle que

T
X

rwe(x,O) = u(x,O,tE) = éo(x,tg) =t ag(x)
~ . pour x e <0317,
(3.2) wE(x,k) = u(x,k,te) = aq(x,te) =3 aq(x)
we (047) = u(0,3,8,) = Bo(yste) =t BG(T)
_ . pour y € <0Ojk>.
W%(lay) = u(l,y,te) = bq(yrtg) =i bq(y)

Les fonctions ag, bi, i = 0,1, étant continues et - vu
(2¢1) - telles que

85(0) = B§(0), ah(1) = BS(0), a5(0) = bi(K), a5(1) = bf(K),

ie probléme (2.7), (3.2) est bien posé, donc une telle fomc~
tion w = w.(x,y) existe et elle est déterminée univoquement.
En plus elle dépend d'une fagon continue de ses conditions
aux limites et elle est de classe C™ dans I'K.

Posons g¢ (x,y) 3= u(x,y,t;) - w.(x,y). La fonction g,
est donc définie et continue dans K, de classe C° dans I'K
et s'annule sur la frontiére 3’K de K. Malheuresement - sous
nos suppositions - elle peut ne pas étre de classe ¢ dans le
rectangle K entier. Cependant il existe alors une fonction
039 B¢ ¢ K— R,  telle que

Se(xoo) = 0 = g.(x,k) xe<031>,
pour
8. (0y3) = 0 = g (1,5) ye<05k>
et
(3+3) |8 (X33 - 8e(x,¥7)| < & pouwr (x,¥) ¢k,

Posons P(t) t= Kx<{tj+) (on a évidemment P(0) = P),
Considérons la fonction % Ve P(t;) — R de classe G° dans
I'P(t;) qui vérifie 1'équation (2.3) dans I’P(te), la condition
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Demonstpgtlon d'une proprleté asymptotigue S

Ve (va)tg) = Sg(xyy) pour (x,y)eK

et pour tous les t e < t.j+oo0) les conditions

vt(x,O,t)
Ve (0y5,%)

0=v (x,k,%) x ¢ <0,1>,
i pour
O=v, (1,y,%) y e <0,kD.

il

Les conditions de compatibilité étant ici vérifiées, une
telle fonction v, existe, est déterminée univoquement et - en
plus - est de classe C*° dans I/P(tg).

La fonction g, est de classe ¢®. I1 s'ensuit (voir ~ par
exemple - Tonelli [5], p. 468) que pour tous les (x,y) €K
nous avons

oo
(3e#)  Bg(xyy) = 2, cf, sin TfEsin ML,
V=1

oU pour v, u = 1,2,.. NOUS avons posé

€ ,_ 4

. IVX
c . - k

k
j ge(x,y) sin-—I—-s1n —El-dy dax.
0

=

QO e

Nous avons supposé que g € 03. On peut alors démontrer
facilement que la série double

(3.5) n® := Zq

O,Pz

|

converge, donc la série double (3.4) converge absolument et
uniformement. Il s'ensuit de (3.5) que la série double

(= o)
vg(x,y,t) $= zz: CSF sin ﬁ%z-sin E%l-x
vau =1 :
2 2
xexp{ 2 |:\’ 1;d+uk£ d] (t_ts)}
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6 K. Tatarkiewicz

converge uniformement (et absolutment) dans l'ensemble P(t;)
pour chaque d 2 0 (et méme pour chaque d e R). Donc la fonction
vg est pour chaque d > 0 continue dans P(tg).

Evidemment les fonctions vg vérifient la condition initiale

(3.6) , vg(x.y.ts) = 8. (x,7) pour (x,3)¢K

et pour tous les t € ¢t j+o0} les conditions aux limites

0
0

vg(x,k,t) x € <031>,
a pour
Ve(lvlht) - y € <03k>.
Il est bien connu gque la fonction vg présente dans P(t¢)
la solution du probléme de Fourier (2.3), (3.6), (3.7), donc =

vS(x,O,t)

(3.7)
VS(O’y't)

ce probléme étant bien posé - nous avons Ve = Vo Posons
q(t) = exp [-nz (-1-2 +—;-2) (¢ - te)].
Admettons
2,2 €
~ 17K h o ~
t, i=t, + 555 1ln T t, =z max |t t. 1.
emte s bl sm [, §]

Nous avons q(%e) = € : h®. La fonction g = q(t) décrott
dtune fag¢on monotone, donc pour t;355> 0 nous avons
0 1 _
(38)  [% (x,3s8)| = |3, 8)| = |ve(xi3y®)| calt) <
<hfq(t) <hfa(E)) = .

Enfin posons

(3.9)  r(x,y,t35€) = u(x,7,t) - w(x,3) - ¥ (x,7,t).

La fonction w = w(x,y) := w(x,y,t) vérifiant (2.7) vérifie
(2.3) aussi, donc les fonctions

u = u(x,y,t), w=w(x,y) = wx,y,t), v= Vg(X.y.t)
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Démonstration dtune propriété asymptotigue 7

et, l'équation (2.3) étant linéaire et homogéne,la fonction
r = r(x,¥y,b,e) vérifie aussi cette équatior (2.3). Cette der-
niére fonction vérific aussi pour tous les (x,y) ¢ K la condi-
tion (initiale)

r(x,y,te;a) a(x,¥,t:) - w(x,y) - v, (X,5,5.) =
£ € [

5, (eag) = wCt, )] + [8,(x,3) - g, (3] -

De (3.1) pour t = ¢, (3.2}, (2.8) et du théoréme bien
connu sur les extrema des solutions des équations elliptiques

nous aurons {ws(x,y) - wix,y)| <€ pour (x,y) e K. Vu {(3.3), 11

s'ensuit _
]r(x,y,ta;s)[s 2¢ pour (x,y)cK.

Considérons la condition aux limites
r(x,0,t3€) = u(x,0,t) - w(x,0) - v (x,0,%) = Eo(x,t) - 8g(x);
on a donc

Ir(x,0,t3€)|<e pour x ¢ <03;1> et t3xt > O,

De méme, nous aurons

|r(x,k,638)f < € pour x e <O031> et t2t;>0,
[e(0,y,t3€)c€y |r(l,y,t,€)/ge pour ye<O3kD et t> teo

Vu le théoréme sur les extrema des solutions des équations
paraboliques, il s'ensuit

sup r(x,y,t3€) | =
(xt39t)€P(tg) o |
=max | sup |r(x,y,b.58)], sup _|r(x,y,tie)|| < 2e.
(x,y)ek te<toj4 00)
(x,5)€d'K
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8 K. Tatarkiewicz

Vu (3.8) et (3.9), il sfensuit que pour t;z%E? 0 et pour
(x,5)cK on a

ju(x,y,t) - w(x,5)| € ]r(ststie)l + !Vg(x»yrt)l < 3¢,

Donc pour chaque €> O il existe un t(e) := 1_;5/3 > 0 tel que
si t3t(e) ot (x,y) ¢ K, alors |u(x,y,t) - w(x,y)|<e, et 1la
formule (2.10) est vraie, ce qui achéve notre démonstration.

4, On peut facilement élargir le champs d'application de
notre méthode de démonstration. A la place du rectangle X on
peut introduire (4 l'aide des transformations confarmes) un
ensemble homéomorphe & K. On peut l'appliquer non seulement
a l'équation (2.3) & deux variables spaciales, mais aussi
aux équations Au = u, & n3>1 quelconque de varisbles spaciales
(il faut alors définir la fonction g, de maniére gu'elle sdit
de classe Cn+1) et méme aux équations qui se laissent trans-
former dans l'équation Au = Uy
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