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PREMIER PROBLÈME DE FOURIER POUR UN SYSTÈME 
D'ÉQUATIONS QUASI - LINÉAIRES DU TYPE PARABOLIQUE 

L'objet de ce travail est une extension du travail [V] 
au cas d'un système (ij) d'équations quasi-linéaires est sous 
les hypothèses moins fortes pour les coefficients d'équations 
qui peuvent être non-bornés. On a résolu le problème (1), (10), 
(11) par la jiéthods de la fonction de Green et à l'appui du 
théorème de Banach-Cacciopoli. 

1. Énoncé du problème 
Considérons dans la région D = fi x (0,T> l'équation 

A 

(1) ï [u] = f(x,t,u,Dxu)|, 

où 

u = [»1 um] (m 1 ) , ,..• ,u 

n » 

$[u] = [uj , » • • • I 
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2 Z . P u z i o 

^ [ u O c . t ) ] = X ] ( x , t , u ( x , t ) ) + 

Ot»(i=1 
: a 3 x f } 

o t=1 
+ ¿ b ¿ ( x , t , u ( x , t ) ) + o i C x . t J u ^ x . t ) -

oc 

( i = 1 m ) . 

f 1 ( x , . t , u , D x u ) , . . . , f m ( x , t , u , D x u ) j , f ( x , t , u , D x u ) = 

ñ e s t un d o m a i n e b o r n é d a n s l ' e s p a c e e u c l i d i e n à n d i -

m e n s i o n s B1 1 ( n £ 2 ) . E n o u t r e 

|xyI d é s i g n e l a d i s t a n c e e u c l i d i e n n e d e s p o i n t s x , y e R 3 1 , 
|xp | = i n f | x y | , I = ( 0 , T > , S = 3 Si k I , Q = < - q , q > » 

y e 3 i i 
où q e t T s o n t d e s c o n s t a n t e s p o s i t i v e s . 

A d m e n t t o n s l e s h y p o t h è s e s s u i v a n t e s : 

I . L a s u r f a c e 3Í2 v é r i f i e l a c o n d i t i o n de L i a p o u n o f f 

a v e c un e x p o s a n t 9 C e ( 0 , 1 > . 

I I . 

L e s f o n c t i o n s r é e l l e s a a ^ ( x , t , p ^ , . . • » p m ) ( i = 1 , • • • »ni} 

a , ^ = 1 , . . . , n ) s o n t d é f i n i e s d a n s l a r é g i o n D& = DxQ111, v é -

r i f i e n t d a n s D& l e s c o n d i t i o n s de H o l d e r - L i p s c h . i t z 

( 2 ) | a ¿ p ( x , t , p 1 , p m ) - a ^ C x . t . p , , , . . . ^ ) ! ^ 

< c o n s t + | t - t | h ' + | P j - P 3 

3 = 1 

( o ù h , h ' e ( 0 , 1 > ) , . 

p o s s è d e n t d a n s d e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s , r e l a t i v e m e n t , a u x S i 
v a r i a b l e s p < p » * « t P m » b o r n é e s e t v é r i f i a n t l e s i n é g a l i t é s 
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Premier problème de Fou r i e r 5 

(3) ¿P^ a V X , t , P 1 P m ) - " 8 p J a Ì ( i ( 3 C , t , p 1 , , " , ^ > 

< c onst 
m 

| x x | h
 + | t - t | h + £ | P | A | 

k=1 

I I I . Les formes quadra t iques 

| a ^ C x j t . p , , . ,pm) AaAgi, ( i = 1 , m ) , 

sont d é f i n i e s - p o s i t i v e s dans l a r ég ion D„. 
i 

IV. Les f o n c t i o n s r é e l l e s b ^ C x , t , p , j , . . . ,pm) ? ( i = 1 . . ,m; 
< x = 1 , . . . , n j sont d é f i n i e s e t cont inues dans l a r é g i o n Db=D*Qm, 
v é r i f i e n t dans Db l e s i n é g a l i t é s 
(4) ' b j ( x f t , p 1 f * . . ,pm) ^ cons t t ^ l x p j " ^ 

e t , s a t i s f o n t aux c o n d i t i o n s su ivan t e s 

(5) 

< cons t Ixxl t + 

m 

0=1 

dans t o u t r ég ion D^ = .ft*><I*Qm, où û* e s t un domaine fermé 
s i t u é à l ' i n t é r i e u r du domaine Si ; 
S, fl- sont des c o n s t a n t e s non n é g a t i v e s v é r i f i a n t des i n é g a l i -
t é s v+2 S < 1 , S < m i n ( | , h ' ) . 

V. Les f o n c t i o n s r é e l l e s c 1 ( x , t ) , ( i = 1 , . . . , m ) , sont dé^ 
f i n i e s e t con t inues dans l a r ég ion D, v é r i f i e n t l e s i néga -
l i t é s 
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4 Z.Puzio 

(6) |c1(x,t)| <: const t~5]xpx|"1~Î' 

et satisfont" aux conditions de Holder 

(7) ¡c1(x,t) - c^x.t)! constixx|ht~5 

dans tout domaine D* = &*xl. 
VI. Les fonctions réel?., s Pj^fq^...^);,, 

(i-1,...,m)> sont définies et continues dans la région 
= Dx^xB™1, vérifient les inégalités 

(8) ' lflCx»t,P1,...,Pm,q1,...,qnm)U 

mn 

3=1 

où r e (0,1> , > 0 , et satisfont aux conditions de 
Hôlder-Lipschitz 

(9) |fl(xlt,p1,...,qnn) - f^x.t.p,,,... .q^)! £ 

m mn 

où Kf, K^ sont des constantes positives. 
¡Nous posons le problème de la recherche d'une fonction 

u(x,t) = [u'' (x,t) ,,u m(x,t)] qui vérifie 
1) l'équation (1) en tout (x.tï £ D, 
2) la condition initiale 

(10) lim u(x,t) = 0 (en tout x e a), 
t+0 
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Premier problème de F o u r i e r 

3,' l a c o n d i t i o n l i m i t e 

( 1 1 ) l i m u ( x , t ) = 0 (en tout ( p , t ) e S ) , 
fta x » p e 9 i i 

2 . C o n s t r u c t i o n de l a s o l u t i o n fondamentale dans uout 
l ' e s p a c e 

Prolongeons l e s f o n c t i o n s a^j j , b^, c 1 , ; ( i = 1 , . . . , m ; 
a,|5=1 ». • ^ , n ) , sur t o u t l ' e s p a c e R11 ( t r e s t a n t dans l ' i n t e r -
v a l l e < û , T > ) de façon que 
a) l e s f o n c t i o n s a ^ ( x , " t , . . . ,pm) v é r i f i e n t dans l a r é -

gion { ( x , t , P i , . . . ,pffi) : x e t e I , p 1 s . . . , p m e q } , 
l ' i n é g a l i t é (2) et l ' h y p o t h è s e I I I , 
b) 

i i 1 = 

pour x t H 1 1 - ^ , t e < 0 , T > , P 1 , . . . , P m € Q 
c K 1 1 est borné, a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i et â c 

c) b ^ ( x , t , p 1 , . . . ,pm) = 0 pour x e ï ^ - Û , t e l , P 1 , . . . ,Pm e Q, 

dj) c"*~(x, t ) = 0 pour x e I ^ - Q , t e l . 

Considérons maintenant dans l a r é g i o n R 0 » I 1 ' é q u a t i o n 

( 1 2 ) * ( u ) [ v ( x , t ) ] = 0, 

où 

v ( x , t ) = [ v 1 ( x , t ) , . . . , A x , t ) j , 
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6 Z.Puzio 

(13) *<u>[v] 

<x,(5=1 

i a2^-aafi(2|t,U(X,t)) g ^ g ^ + 

II • * 

+ S fciu.t.uCx.t)) + c ^ x . t ^ C x . t ) -

(i=1,...,m), 
a=1 

les composantes de la fonction u(x,t) = [u1(x,t),...,um(x,t)] 
sont des fonctions réelles, bornées, arbitraires dans la ré-
gion R11*! et vérifient les conditions 

(14) • 
u^"(x,t) = 0, pour x e B ^ û , t e (0,T> 

|ui(x,t)-ui(x,t)| <K(|xx|® + |t-t| ®'/2) 
•i=1..,m, 

8, S' étant des nombres de l'intervalle (25,1) et K une 
constante positive» 

De môme que dans le travail [8] npus construisons la so-
lution fondamentale de l'équation (12) sous la forme 

r(u)(*ft|7.«) = [r(u)(x,t|y,T),...,!^u)(x,t;y,r)] , 

avec 

(15) rju)(x,t;y,r) = (x,t;y ,r) + 

( i = 1 m ) , 

où on a posé 

(16) ojg'T(x,t;y,ï) = (t-T)"n/2 exp 
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Premier problème de Fourier 7 

n 
(17) e j j ^ O c . y ) = ^ Aj C z . Ç i u C z , » ) ^ ^ ) ^ ^ ) , 

<x,|?>=1 

A^jj (pour tou t i = 1 , . . . , m ) dés iman t l e s éléments de l a ma-
t r i c e inverse de l a matrice [aoc[y • 

(18) o ^ u ) ( x t t ; y , T ) = 

t 

= J j 4 j u ) ( z , Ç ; y , r ) d z d $ ; 
X E» 

l a fonc t ion ( i = 1 , . . . , m ) f i g u r a n t dans l a formule (18) 
e s t une so lu t ion de l ' é q u a t i o n i n t é g r a l e s ingu l i è r e de Vol-
t e r r a de l a forme 

t 

(19) * ( u ) ( x , t ; y , t ) = N j u ) ( x , t j y , t ) + J j ^ ( x . t f z , f ) * 
X H31 

x * ( u ) ( z , $ ; y , t ) d z d $ t ( i = 1 , . . . , m ) , 

Le noyau de l ' é q u a t i o n (19) donné par l e s formules 

A j u ) ( x , t ) = (2VST)"n [ d e t [ A ^ ( x , t , u ( x , t ) ) ] J V 2 

v é r i f i e , d ' après l e s i n é g a l i t é s de [7] (p .147) , une l i m i t a -
t ion aux s i n g u l a r i t é s f a i b l e s 
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Z . P u z i o 

(20) N j u ) ( x , t ; z , 5 ) 

x z 

( t - O ^ e x p C - k j x z l ^ ) , 

où h^ a min(h,2h' , 8 , 8'), K > 0 , % e ( 1 , 2 > , ¿i e s t un nom-
bre c h o i s i a r b i t r a i r e m e n t dans l ' i n t e r v a l l e 

(max ( I j f , 1 1 - 5 ) 

et C J J ( K ) est une constante p o s i t i v e q u i dépend du c o e f f i -
c i e n t de Holder K pour l a f o n c t i o n u. I l e x i s t e donc l a 
s o l u t i o n unique de l ' é q u a t i o n ( 1 9 ) donnée par l a formule de 
V o l t e r r a 

( 2 1 ) $ ( u ) ( x , t ; y , r ) = + 

t 

+ f f R j u ) ( x , t î 2 , ^ u ) ( z , 5 ? y , T ) d z d J , ( i = ' l , . . . , m ) , 

T R 1 1 

où (pour i = 1 , . . . , m ) 

P O 
R j u ) ( x , t ; z , 5 ) = N ( u ) ( x ' t } z ' ^ ' 

k=0 

N ^ x . t j z . J ) = N j u ) ( x , t ^ , J ) i 
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Premier problème de Fourier 9 

N ^ C x . t j z . i ) 

t • v i 

La s é r i e ( i = 1 , . . . , m ) de9 noyaux i t é r é s e s t absolument 
e t uniformément convergente excepté un c e r t a i n nombre des 
composantes non-bornées dans l a région 

{ ( x , t ; z , Ç ) i ( x , t ) , ( z , f ) e Î x l } , 

On peut démontrer aussi ( c f . [2] ) que l e s fonc t ions t î 
( i = 1 , . . . , m ) .vér i f i ent la condit ion de Holder 

C u ) 

(22) 4 ( u ) ( x , t ; y , r ) - $ ( a ) ( x , t } y , i : ) 
U» 

const lx5c| 
inf |xyp 
xeD 

+n 

dans tout domaine borné e t fermé ne contenant pas 
de point y , e t pour 0 < t ^ T . 

La fonct ion r ^ u ^ ( x , t ; y , t ) donnée par l e s formules 
(15) - (1Q) e s t donc déf inie pour tout couple des points 
x , y e 81 1 . x i y 

et pour 0 < t e t v é r i f i e l ' é q u a t i o n 
(12) en tout point x e I^ -a f l , x ^ y e t 0 < t $ T. Les 
fonc t ions ^ ( y ) ( i = 1 , . . . , m ) e t ses dérivées admettent deâ 
l i m i t a t i o n s do l a même forme que l e s fonc t ions 
( v o i r [7] p .147) à savoir 
(23) 

$ 0 r ( K ) ( t - t ) - ^ | x y | 2 H - n - s exp [-k|xy|*] , 

où s = 0 , 1 , 2 , p e ( 0 , 1 ) , Cp(K) es t une constante p o s i t i v e 
dépendant du c o e f f i c i e n t K (3® désigne l a dérivée p a r t i e l l e 
d'ordre s e t 
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10 Z.Puzio 

3. Détermination de la fonction de Green 
D é f i n i t i o n . Nous appelons premier fonction 

de Green relative à l'équation £12) pour le domaine Si une 
telle fonction 

G(u)(x,t;y,T) = [g|u) (x,t;y ,t) ,... .G 1^ (x,t ;y, t ) ] 

des deux couples de variables dans 

x,y e fi, i / ï , 0 $ r < t ^ T 

déterminée par des conditions suivantes: 
a) la fonction G(u) tend vers zéro, si le point x tend 

vers un point arbitraire p e 3 ffl, le point y restant fixé 
à l'intérieur du domaine 2 et 0 < 7 < t £ T ; 

(24) lim Gr v(x,t}y,z) = 0, 
x + p ' 

b) la fonction G ^ est une somme de la forme 

( 2 5 ) G(u).(x,t;y,«) = r ^ ( x , t ; y , t ) - H ( u )(x,t;y , T ) , 

H(u)»—•*(«)]• con"tinue dans 
x,y c il, 0 < t < t < T et possède la propriété limite 
où la fonction 

(26) lim H/ n(x,t;y,t) = 0, 

c) la fonction H( u) satisfait à l'équation (12) par 
rapport aux variables x,t en tout point x e û (môme si 
x = y) et pour 0 <t à savoir 

(27). *(u)[ H(u) ( x' t ; y' 7 )] = 
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Premier problème de Fourier 11 

Il en résùlte que la composante régulière H( u) de l a fonc-
tion de Green, dépendant de la fonction donnée u = [u^ ,... ,um] , 
est une solution du premier problème de Pourier suivant. 
La fonction vérifie donc 
1) l'équation (27) 
2) la condition initiale (26) 
3) la condition limite 

(28) lim H, .(x,tjy,r) z r r x(p,tjy,t), 

y étant fixé à l'intérieur du domaine A et 0 

De. même que dans le travail [j] la fonction peut 

être déterminée par l'intégrale 

t 

(29) Hj u )(x,t;y,ï) = f f (x,t ;q, (q, Ç ;y, T)dqdÇ, 

t da 
(i=1,...,m), 

analogue au potentiel de simple couche, où la densité H'(u) 

(i=1,...,m) est une solution de l'équation intégrale de Vol-

terra de la forme 

_1 

(30) - \ (2V»r) n(det|A^(p >t >0)j )
 1 ^ u ) ( p , t ; y , z ) + 

t 
+ J / df" ^ ( P . t j q . p M.( u )(q,p y,Odq<lî = 
r aa p 

= r^u)(p,t}y,7:), (i=1 m), 

dans la région fy = {(q,ï;y,z): q c 3 fl , y e û , J , t « l|. 

drt 
La dérivée transversale A ' est determinee par la formu]« 

P 
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Z . P u z i o 

r j u ) ( p , t » y , * ) -

n 

= > I a ^ ( p , t , 0 ) c o s ( n r j u ) ( p , t ; y , t ) ; ( i c 1 , . . . , m ) , 

a , ( b = l a 

e t a d m e t u n e l i m i t a t i o n à s i n g u l a r i t é s f a i b l e s s é p a r é e s ( v o i r 

[ ? ] P . 99) 

r t u ) ( p , t { q , Ç ) | £ C ( K ) ( t - £ ) | p q | ~ n _ / ' ^ 

o ù fll^ = m i n ( h ^ , 3 € ) , 0 ( | K ) e s t u n e c o n s t a n t e p o s i t i v e e t ^ 

e s t c h o i s i d a n s l ' i n t e r v a l l e ( l - a t ^ / 2 , 1 ) . 

L ' é q u a t i o n i n t é g r a l e ( 3 0 ) a d o n c u n e s o l u t i o n u n i q u e d o n n é e 

p a r l a f o r m u l e d e V o l t e r r a 

» ( u j C P i t i y » * ) = f ( ^ ( p . t i y . * ) + 

t 

* j f ( i = i , . . . , m ) , 

t s a 

o ù 

-

^ u ) ( p , t ; y , r ) = - 2 ( 2 V î r ) - n C d e t [ A ^ C p , t , 0 ) ] ) 2 â ^ r j u ) ( p , t ; y , « ) 

e t e s ' t l e n o y a u r é s o l v a n t d u n o y a u 
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Premier problème de Courier 

(u) donne PAI> série des noyaux itérés aosolu-
rçent et uniformément convergente dans la région 

f(P st;q,0 s p,qe? Si a t, Ç e l} 

excepté un certain nombre des composantes non-bornées. 
£r... s'appuyant maintenant sur les formules (31), (32) et 

sur l'inégalité (23) nous obtenons une limitation de la ¿orme 

(33) |^u)0p,t|7,r)| ^ C ^ . K X t - r r h p y l 2 ^ 1 1 - 1 , (i=l,...,m) 

ou ù j; £(0,1) et G,j,(K) est une constante positive. 
De même que dans le travail [3] (p.300) on peut démontrer 
que les composantes de la fonction de Green vérifient l'iné-
galité de la forme 

(34) ^ u ) ^ ' " ^ ' ^ ! $ GG(K)(t-r)-^|xy| 2ti~n, ¡i=1 m), 

( lhi 
où p £ - , 1J et C~(K) est une constante positive 
dépendant du coefficient K. 

Résolution du problème 
Considérons le système d'équations intégro-différentieiles 

de la forme 

t 
(35) u1(x,t) = - / / G(u)(x,t;y,t)Aju)(y,T)x 

o a 

«f 1 [y,"C,u(y,r) ,D u(y,t)] dydt, ( i = 1 . . ,m), 

aux fonctions inconnues u1(x,t),...,um(x,t) définies, bor-
nées et différentia'oles dans la région D. D'après les formu-
la;; (25), (29) nous pouvons écrire les équations (35) sous 
ic forme 
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14 ZvPuzio 

t 
(36) u 1 ( x , t ) = - / / r ^ U . t î y . T j ^ C y . ï . u . D y - a J d y d t + 

0 a 

t 

0 £2 

où 

(37) ¿ ' • ( y . t . u . D ^ u ) = A ( u ) ( y , r ) f 1 [ y , ï , u , u ( y , z ) , D u ( y , t ) ] , 

(38) 7 1 (q ,Ç , u , D x u ) = / / ; y , r ) ç 1 ( y , t , u , D ; y u ) â y d r . 
0 Q 

Désignons m a i n t e n a n t (pour i = 1 , . . . , m ; 9 = 1 , . . . , n ) 

u ^ x . t ) = U g ( x , t ) , 

j ^ g j t i . ^ c x , « . 

r ( u ) ( x , t ; y , T ) = r ^ u j x . t j y , - ! ) , 

= r ^ ( u } x , t ; y , z ) 

e t c o n s i d é r o n s l e sys tème de m(n+1) é q u a t i o n s i n t é g r a l e s 
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Premier problème de Fourier 15 

(39) u$(x,t) = 

t 
= - / / ^(u;x,t;y,t)^(y,r,uj(y,*),....u^y.-îOdydT + 

0 û 

t 

0 3 SI 

(i=1,...,mj 9 = 0 , 1 , n ) 

à m(n+1) fonctions inconnues 

iiQ(x,t) u™(x,t),... .u^Cx.t) ,... ,u£(x,t). 

Nous démontrerons par l'application du théorème de Ba-
nach-Cacciopoli (voir [ô] , p.14) que le système (39) possède 
la solution unique. 

Nous considérons donc un^espace fonctionel composé de 
tous les systèmes U(x,t) = 
vérifiant les conditions: 

uQ(x,t) ,u£j(x,t) de fonctions 

(40) 

1. Les fonctions UQl(x,t), (i=1,...,m), sont défi-
nies dans la région D et vérifient dans D 
1'inégalité 

uj(x,t) - uj(x,t)| ̂  K[|xx|s + |t-t| 9'/2], 

où K est une constante positive, 8 , 9' e (25,1). 

2. Les fonctions u^(x,t), (i=1,...,m; v»=1,...,n), 
sont définies et continues dans D et 

I i I I I — 5f" u^,(x,t) I $ const |xpx| 

où ¡pe<0,1). 

On définit la distance des deux points U = UQ,...,u^J, 
Û = l' e sP a c e -A. par la formule 
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ou 

Z.i-uzio 

¿(Ujlj) = max sup 
1^i<m D 

u£(x,t) - UqCx, -) 

+ max H 
1 

UQ(X ,t) - U¿(x,t)j + 

+ max sup 
D 

1 $>>$n 

xp. x Y |uj(Xlt) - 4(x,t)| 

H [upCx.t) 
juï(x,t) - Un(x,t) 

sup _ 
(x,t)eD |xS|9 + jt-t|0//2 

(x,t)eD 

L'espace TV ainsi défini est métrique et complet. Les éga-

lités (39) permettent définir la transformation 

U = 1 m 
uO ' ' ' ''"a V = vO» , , ,» vnJ = 

de l'espace TV par les relations 

t 

(41) v$(x,t) = - / / r^Cu;xtt;y,ï)ç
1Cy,ï>U)dydî + 

0 ft 

t 

+ / / rÎCu;x,t|q1$)7
1(qf5,U)dqdÇ, 

O dSi 
(i=1,...,m} 9 = 0 , 1 , n ) , 

où on a désigné u = ' | u q U q J . 

Nous démontrerons maintenant que le point transformé V 

appartient à ,/V. Dans ce but nous admettons dans la région D 

les inégalités suivantes 
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Premier problème de Fourier 17 

(42) 

UQ(x,-b) $ q 

uj(x,t) - u¿(x,t)| *K[|X5E|0 + |t-T| S'/2] 

où K,g sont des constantes positives arbitrairement choi-
sies, i=1,...,mi; f=1,...,n. 

En si'appuyant sur des suppositions II, IV, V et sur (42) 
nous autrons des inégalités 

(43) 
f^y.t.u) 

$ const 

< const [Mf+mM^(qr+ngr)] Z ~ S \ yp^ ' ŷl ' 

(i=1,...,m). 
En appliquant les formules (33), (38), (43) nous obtenons 
l'inégalité 

(44) ?1(P,5 ,U) I S C7(K) l^+inMf (qr+ngr)j J1-?' -û-ff (i=1,...,m), 

où est une constante positive et 
D'après les inégalités (43), (44) et les théorèmes de [7] 
(p.98-102), où S <1/2, nous aurons les inégalités suivan-
tes 

|vj(x,t) | $ O, (K) [lif +mM^(qr+gr)] , 

|v¿(x,t) - v£(x,t)| $ 

:G2(K)[Mf+mM^(qr
+ngr)]T/l-M [|̂ öc ¡® + |t-t| 9' / 2] , 

|vj(x,t) I ^ C5(K) [nf+ml^(qr+ngr)] T 1 ^ " 5 -t. 

(i=1,...,m; í=1,...,n), 
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18 Z.Pazio 

où (^ (K ) , sont des constantes posit ives. Nous 
en concluons que le point transformé V appartient à A si 
Iqs constantes du problème vér i f i ent les inégal ités 

(45) 

C^K) M f+mM^(q i+ngr)]T/|-M 

02 (K) Mf+mM^(qr+ngr)jT1~ii~6 ^ K 

0,(K) |Mf+mMf(qr+ngr)] T ^ M $ g. 

Nous démontrerons à présent que la transformation définie 
par les relations (41) v é r i f i e l ' i néga l i t é 

5(V,V) $a5(U,U) , 

où V = V = |vq v * ] sont l i ées avec 

Û = |uj û j ] , U = [ u j , , . . ^ ] , respectivement, par les 
formules (41) et a est une constante positive inférieure 
à l 'unité pour la constante T suffisamment pet i te . 

En s'appuyant sur des suppositions I I , IV, V, VI et sur 
(42) nous aurons les inégalités suivantes (pour i=J1,...,m; 
•¿=0,1,... ,n) 

const max sup u3(x,t)-luâ(x,t) , 
D 1 

(47) U ^ y . t . û t y . ï ) ) - ^Cy . t . uCy , * ) ) ! * 

(46) 

max sup u3(x,t ) - u3(x,t ) 
^ 1 ^ m D u u 

mn^|yP;j max sup 
1sjsm D 
1<cxin 

JyPyl^lûJCy.O-uJCy.Ol], 
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(48) r~(ü}x,t;y, t) - P^(u;x,f«y,r) 

< GJ¿V 
" (t-zf |xy| n + s - 2 ^ 

max säp|u^-ug|+ max h[ü¿-u¿] 
l^jsm D l$3$m 

(où s = 0 si í s O et s = 1 si v>¿ 0), 

(49) 

où 

|?1(P,ÇJÛ) - 71(p,?}U)| £ ^°5(U,U), 

M = max|<35(K) ̂ Mf+mM^(q
r+nsr)j ,C6(K)mnK^ 

CQ est un nombre de l'intervalle (0,1), 
C^(K), 0^(K). Cg(K) sont des constantes positives. 
En s'appuyant sur les inégalités (46) - (49) nous obtenons 

vj(x,t) - v¿(x,t) S A^T 15(Û,U), 

I vj(x,t) - vj(x,t)| $ A2T
 2 5(U,U), 

vj(x,t) - vj(x,t)] $ AjT 5 5(Û,U), 

(i=1,...,m; V=1,...,n), 

H 

ou 

A/| = max|c7(K) fMf+mI^(q
r+ngr)]+C8(K)K^,C9(K)K^} + C ^ O O M ^ , 

A2 = max (C^ (K) [Mf+mM^(q
r+ngr)]+G12(K)E^ ,0^(2:)^}+C14(K)M^, 

A3 = C 1 5 (K) [Mf+mM¿ (q
r+ngr)] +C,, ̂ } 

Cy(K),...j(K) sont des constantes positives dépendant du 
coefficient K et une constante positive C^g ne dépend pas 
de coefficient Kj e^, e2, sont des nombres de l'inter-
valle (0,1). 
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20 Z.Puzio 

I l s'ensuit que 

ff(V,V) ^ C^+Ag+Aj)!6 5(Û,U)f 

où c dépend de nombres e,j, £2» £3 et c e ( 0 , 1 ) . 
Nous pouvohs choisir la constante T suffisamment petite 
pour qu'on obtienne la condition 

(50) 0 < (A1+A2 :A3)T£< 1 . 

D'après le théorème de Banach-Cacciopoli le système d'équa-
tions (39) possède donc la solution unique 

ÏÏ(x,t) = [ G Q ( x , t ) , . . . , U Q ( x , t ) , . . . , ^ ( x , t ) , . . . , u ™ ( x , t ) J eTV. 

Or, d'après les propriétés des intégrales qui figurent dans 
les équations (39) nous avons 

• a 5 j ( x , t ) 
u ( x , t ) = — , ( 1 = 1 , . . . ,mj; a=1 ni), 

en tout point (x , t ) e D, les fonctions trouvées u 1 ( x , t ) = 
= UQ(x,t) présentent donc la solution unique du système (35)» 
Ensuite, en s'appuyant sur les hypothèses I I , VI et sur les 
propriétés des intégrales dans (36), nous en concluons que 
les fonctions 

^ ( y , r,U(y, t) ) = A fo (y, r ) f 1 [y, u ¿ ( y , î£(y , *)] 

( i = 1 , . . . , m ) 

vérifient la condition de Hôlder. par rapport à y dans tout 
domaine fermé fl*cfl. I l en résulte que les fonctions 
u 1 ( x , t ) , ( i = 1 , . . . , m ) , vérifient (dans tout domaine fermé 
iî*c a) l'équation (1) et la condition initiale 
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l im u ^ x . t ) = 0 pour t o u t x c il . 
t -~0 

I l r e s t e à prouver que 

(51) l im iï^Xjt) = 0 pour t c,(0,T> , i = 1 , . . . , m . 
x*-pe3Q 

Dans ce but nous considérons une sphère K(p,ç) c en t r ée au 
p o i n t a r b i t r a i r e p e 0 Si e t de rayon ç . En demandant que 
x € K(p,ç) n 0 e t en app l iquan t l a formule (35) nous aurons 

(52) u 1 ( x , t ) = 
t 

= - S I G ( t o ( x » t » « > * ( t t ) ( y . 1 [ y . t , a c y , o ,D & ( y , o ] dyd t -
0 

t 

Oû-K' y • 

où K' = n n K ( x , 2 ç ) . 
Ea s«appuyant maintenant sur l e s i n é g a l i t é s ( 3 4 ) , (43) e t en 
admettant que p ç ( y / 2 , 1 - 6 ) nous obtenons l ' i n é g a l i t é 

t 
/ j G1X1f1dydt S cons t 0G(X) fltg, +mM^(qr+ngr)l t 1 " ^ " 5 

0 K' L -1 

Nous avons donc, pour t > 0 f i x é , l a cond i t ion 

(53) 

s i 

/ / G i A 1 f i dydr 
0 K' 

< \ e , 

ç < 2 const GG(K)[M f+m!v^(q r+ng r)]t1"fA"Se 
14(2(1-5) 
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Remarquons que |xy|>ç e t c ' e s t pourquoi l e s f o n c t i o n s 
%), ( i = 1 , . . . , m ) , tendent uniformément v e r s zéro , 

s i x p e d SI e t y e Q - K ' . I l e x i s t e donc ç^ t e l que 

( 5 4 ) J j G"LA1f1dydT 

0 Si-K' 

< \ e , 

s i |xp| < ^ (pour t o u t i = 1 , . . . , m ) . En v e r t u de ( 5 3 ) e t 
( 5 ^ ) nous en concluons que pour t o u t e > 0 i l e x i s t e 17 = 
= m i n ( ç ^ , ç ) t e l que | S ^ X j t ) | < e , s i |xp|< r̂  . La p r o -
p r i é t é l i m i t e ( 5 1 ) e s t donc é t a b l i e . 

F ina lement , en rapprochant l e s r é s u l t a t s obtenus, on 
peut énoncer l e théorème s u i v a n t . 

T h é o r è m e . S i l e s f o n c t i o n s a\, b 1 , c 1 , f 1 
ocp ex 

e t .la s u r f a c e 3 Si v é r i f i e n t l e s c o n d i t i o n s ï - VI e t s i l a 
c o n s t a n t e T e s t suffisamment p e t i t e pour que l e s c o n s t a n -
t e s du problème v é r i f i e n t l e s i n é g a l i t é s (4-5), ( 5 0 ) » a l o r s 
i l e x i s t e une f o n c t i o n u ( x , t ) = [of ( x , t ) , . . . , ü m ( x , t ) ] qui 
s a t i s f a i t à l ' é q u a t i o n ( 1 ) en t o u t p o i n t ( x , t ) e D, à l a 
c o n d i t i o n i n i t i a l e ( 1 0 ) pour x e ft e t à l a c o n d i t i o n l i m i t e 
( 1 1 ) pour ( p , t ) e S . 
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