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SUR L'INTÉGRALE DE FOURIER-POISSON RELATIF 
À L'OPÉRATEUR DIFÉRENTIEL D'ORDRE PAIR 

Soit l'opérateur différentiel 

2p-1 
Px,t S ^ + b á(x,t)D¿ +D; 

défini pour (x,t) 6 R^ s={ (x,t) : t > o } , p e N. 
Admettons que les coefficients de P x ^ sont des fonc-

tions réelles, définies et bornées dans R + et qu'elles y 
satisfont aux conditions suivantes 

(I) a(x,t) > a 0, 
h 

(II) | a(x,t) - a(x,t)| ^ k (|x - + |,t -'tl2^), 

(III) |bd(x,t) - bd(x,t)| < k d | x - x|
h, ¿=0,1,...,2p-1, 

avec des constantes positives a Q, k, k 0, k,),... »k^-i 
avec h. e (0,1 y . L'opérateur P x ^ est donc parabolique 
à coefficients- holderiens. 

Les problèmes aux limites pour les équations avec r'opé? 
rateur du type P_ + étaient récemment examinés par E.Bader-

- 539 -



2 M.Tryjarska 

ko (v. [ 1 ] ) . La présente note est consacrée à une certaine 
propriété ( u t i l e pour é tab l i r l ' un i c i t é de t e l s problèmes) 
de l ' i n t ég r a l e de Foucier-Poisson r e l a t i f à l 'opérateur + X » T 

Pour construire l a solution fondamentale de l 'opérateur 
Px £ rappelons que ce l l e de l 'opérateur 

4 , t = C-U* a 0 Df + BJ, 

à coeff ic ient constant aQ > 0, est de l a forme (v. [2"]) 

w(x , t ;^ , r ) =4ïr / e x p [ - a 0 a 2 p ( t - r ) + i<*.(x-^)] doc. 

R1 

I l s ' ensui t que l ' i n t é g r a l e 

(1) J * 6 ( x , t f ï , i f ) f exp[-a(y ,8)a 2 p ( t -T)+w(x-^)]doc 

R1 

présente une quasi-solution de l 'opérateur Px Posant 

|5 = [ a ( y , e ) ( t-*)] 2 p • a 

on obtient (1) dans l a forme 

w ^ C x . t î Ç . r ) = 

= h [ a C y , e ) ( t - , ) ] ^ / expC-fi2*) exp 

R' 
2pi 
_"Va(y,9)(t-r)_ 

dji 
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Sur l ' i n t é g r a l e de Fouri c-r-Pois son 

d 'où on peut déduire , en moyennant l a méthode analogue à c e l l e 
de C2J» l ' é v a l u a t i o n suivante 

1 
(2) | w ^ , 0 ( x , t ; Ç , r ) | < A C t - t f 2 * exp II 

L ( t - * ) . 
, P=(2p-1)" 1 , 

A e t B é tan t des constantes p o s i t i v e s . En séparant l e s s i n -
g u l a r i t é s dans ( 2 ) , on a r r i v e à l ' i n é g a l i t é 

( 2 ' ) | W y ' 8 ( x , t î ^ r ) | < 0 C t - r r H | x - ^ | 2 p | A " 1 , 

où l a constante p o s i t i v e C dépend de f i , A, B. 
La so lu t ion fondamentale de l ' o p é r a t e u r P„ . a pour 

l ' e x p r e s s i o n 

t 
r ( x , t ; ^ f r ) =w*' r(x, t ;Ç,<c) + J j w ^ C x . t j y , e ) f ( y , 9 | ^ r ) d y d e 

r fi1-

l a f onc t i on $ é t an t une so lu t ion de l ' é q u a t i o n i n t é g r a l e 

$ ( x , t ; i ; , i r ) * P X ) t [ w ^ e ( x , t ; Ç , t ) J + 

t; 
f / / ^ . t t * 7 ' ^ * ' ^ 7 ' 0 ) ] d e ' 
r h 1 

On peut donc en déduire (v. [2] p.128) l e s évaluat ions sui-
vantes pour l a so lu t ion fondamentale e t ses dérivées 
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r B |x-^|2pP-l 
(3) | r(x,t;$,-C)| <Ad(t-T) ^ exp|- J 

ou bien les évaluations avec lss singularités séparées 

(3') ¡ 4 r(x»t}Ç,r)| < A';J(t-'0-f,|X^j2PM-'1e3cp(-x|x-^|), 

où j = 0,1,...,2p-1 et A^, Aj| B., * sont des constantes 
" v " • " I Ll 

positives, l'exposant est à fixer. Four |x-Ç| assez 
grand on peut profiter de la limitation (v. [2], (17)) 

(4) [D«J r(x,t}Ç,T)| <A'l(t-0Ml exp(-x|x-Ç|), 

à = 0,1,...,2p-1. avec Aj et positives. 
Considérons le potentiel (relatif à l'opérateur P_ .) 

dit l'intégrale de Fourier-Poisson 

(5) J(x»t) = J r(x,t;$,0) 
R1 

<) étant sa densité. Il s'ensuit de (3) que le potentiel (5) 
et ses dérivées vérifient les inégalités suivantes 

(6) |D^J(x,t)|< Cjfl1, j = 0,1,...,2p-1, 

où |i 6 (sp" » e t Cj son'b â e s c o n s" b a n t e s dé-
pendant de A'J et de sup |ç(x)| . 
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Sur l'intégrale de Fourier-Poisson 5 

Nous allons démontrer le théorème suivant. 
T h é o r è m e : Si la fonction p est continue et 

bornée dans H , 1.'intégrale (5) possède la propriété sui-
vante 

(7) lim J(x,t) = 0 , r = Vx2+t2. 
T — +00 

D é m o n s t r a t i o n : Il suffit de démontrer 
qu'il existe une telle fonction g 6 C(<r 0, + oo)$ s'annulant 
à l'infini qu'on ait 

(8) [J(x,t)| ̂  g(r), r = -\Zx2+t2'. 

A cette fin examinons trois cas différents: 
1. Soit 0<|x| <t et Vx 2+t 2 > r Q, ce qui donne la re-

lation rQ < r < t V2". Il s'ensuit, vu (6) pour j = 0, 
l'inégalité suivante 

(9) | J(x,t)| < const, r"*1, r > r Q , 

A 
où p € (0, 2^)» La propriété (7) subsiste donc dans le 
cas envisagé. 

2. Soit 0 < t < x et "Vx2+t2 > rQ. Il en découle la 
relation 

(10) 0< t < x < r < x V 2 , r >r Q. 

Décomposons l'intégrale (5) par le moyen suivant 
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-x* x* 
(11) J(x,t) =( 

\ -oo „ -X^ X 

-X* X^ +00 \ / + / + / = 
-x* x* / 

= ^(x.t) + J2(x,t) + Jj(x,t) 

1 
avec q 6 (0, g). Pour évaluer l'intégrale J,|(x,t), posons 
- fi = fXQ > 0 et 3c = 0 dans (3') pour j = 0, ce qui nous 
donne 

(12) I r(x,tî£,0)| t ^ l x - ^ l ' ^ ^ 0 " ^ 

et, par conséquence, on obtient l'inégalité 

-x* 
Ij^x.t)! = J r(x,t^,.o)ç(^)d^ 

< A t (x+xy) < A t x 

avec la constante A* dépendant de f*0> ÂQ et de sup |(>(x)| Rl 
On arrive donc, suivant (10), à l'évaluation 

-(2p-1 )fi 
(13) | J^x.t)! < const. r r > r 0 , p Q > 0, pefl 

Examinons ensuite l'intégrale Jg(x,t) prise sur l'en-
semble ^ :- (-x^, x*1). Soit r Q > 2 . On a donc 

:: > 2, x^ < x et x- % > 0 pour ^ 6 Q. 
_ 544 _ 



Sur l ' i n t é g r a l e de ffourier-Poisson 

L ' i n é g a l i t é (12) nous donne 

| j 2 ( x , t ) | SA**sup|<>0-)] t H o f (x-X)'(yi~2P)fX° 
Q Q 

Mo a *"(1-2p)U0 < const , t mesQ (x-xH) 

avec mesQ = 2x^. I l découle de (10) que 

pour r > rQ ^ 2 ce qui nous ramène à l ' éva luat ion suivante 

- (2p-1)u -1+q 

(15) | J 2 ( x , t ) | < const , r 0 , 

r > r Q , H o > 0 , q 6 ( 0 , J ) , p e N . 

Enfin pour l ' i n t é g r a l e J^(x , t ) on peut écr ire 

_ 1 + 0 0 r _ 1 _ p 1 

J 3 ( x f t ' ) U const , t"2® J exp|- (B;+B^)( |x-^| t " ^ ) Jd^, 
ri x-

où B Q + B Q = B 0 , B Q B 0 > 0 , l a constante p o s i t i v e BQ £tant 
c e l l e de ( 2 ) . I l s u f f i t maintenant p r o f i t e r de l a formule 

? b 

a a c 
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8 M.Tryjarska 

avec c e (a,t>), légit ime pour continue, V continue et 
monotone dans . On obtient donc 

J J _ 2pP 
(16) | J 5 (x , t )| ^ const, t ^ exp[-B^|x-x^| t 2 p J ] 

V q x4-

En posant - t ^ ( x - p et tenant compte de (14) on ramène 
(16) à la forme suivante 

I J3(x,t)|< 

où 

_1 _1 

^ := <(x*-x) t 5 5 , C B 1 . 

I l s 'ensui t donc l ' éva luat ion 

(17) | j j (x , t )| < const. exp(-jSr), r > r Q , 

avec 
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Sur l ' i n t é g r a l e de Fourier-Poisson 9 

Or, la propriété (7) découle, dans ce c a s - c i , des re la t ions 
( 1 1 ) , ( 1 3 ) , (15) et ( 1 7 ) . 

Par analogie, l a propriété (7) subsiste de même dans l e 
cas suivant 

3 . 0 < t < - x , Vx^+t 2 > r Q . 

Le théorème est donc démontré. 
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