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UNE REMARQUE SUR LA PROPRIETE DE BAIRE

Soient (1,91) et (1,92) deux espaces métriques, sépa-
rables et complets et R 1l'espace des nombres réels.

Définition ([1], Df. 2). On dit que les fonc-
tions gy X—R, ol teT et T est un ensemble d'indi-
ces, sont presque qualitativement semiéquicontinues supérieu-
rement au point x, lorsqu il existe un ensemble A c X ayant
la propriété de Baire et étant de deuxiéme catégorie dans cha-
que entourage ouvert du point X, tel que x, € A et les
fonctions partielles gt/A, t ¢ T, sont semiéquicontinues
supérieurement au point x, (c'est-a-dire:

c/>\0 6\>/O x/e\A t/e\'r [9(xyx ) <6 = g (x) - g(x,) <€] ).
Dans l'article [1] se trouve le probléme suivant:
Probléme. Une fonction f£:XxY —— R dont les sections
£ (t) = £(x,t) (teY) sont presque qualitativement semiéqui-
continues supérieurement en tout point y € Y et dont les
sections f£Y(t) = £(t,y) (t € X) ont la propriété de Baire
doit-elle avoir la propriété de Baire?
Dans cette note je montre que la réponse a ce probléme est
niée.
Théoréme . Admettons l'hypothése du continu. Il
existe une fonction f:RxR—=R n’ayant pas de la propriete
de Baire et telle que les sections £, sont presque qualita-~
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tivement semiéquicontinues supérieurement en tout point y € X
et dont les sections £Y ont la propriété de Baire.

Démonstration. Rangeons tous les nombres
réels en une suite transfinie

8438900098y 9000l ou a < §

et Q désigne le premier nombre ordinal indénombrable.
Supposons, encore, que a, # aps lorsque af P eta,p<fR.
Posons pour tout a < Q

Aa= {ap:p<a,}
et

Soit

1 lorsque (x,y) € 4
£(x,y) =
0 lorsque (x,y) € (RxR) =~ A,

Fixons le point y € R. Il existe un indice @, < Q tel que
¥y = ay + 1l en résulte que, quel que soit x = ay, o0 a>agy
) .

le point (x,7) e A4 et £(x,y) = 1. Posons

B(y) =R -~ Aaoo
On voit facilement que l'ensemble B(y) est résiduel et que
¥y e B(y). Si x = a, et asay, (x,5) ¢ A et f£(x,5) =0
et f£(x,t) = 0 pour tout + ¢ B(y). Dans le cas contraire,
si x = a, et a>o,, (x,y) ¢ A et £(x,y) =1 et
f(x,t) - £(x,y) < 0 < ¢ pour tout + e B(y), gquel que soit
le nombre & > G. Les sections f, sont donc presque qualita-
civement seniéguicontinues supérieurement en tout point y € .



Propriété de Baire 3

Toutes les sections f£Y ont la propriété de Baire, puisque
l'ensemble {t e R: £I(t) # 1} est au plus dénombradble, quel
que soit y € R. En effet, étant fixé le point y e R, il
existe un nombre ordinal @, <8 tel que y = ao,‘1 et par con-

séquent (x,y) € A pour tout x = a, tel que a> a4 Il en
résulte que

{teR:fy(t) £} = {te rifT(t) = o} = {te Rit = a, ot a<ay).

Le nombre ordﬁnal Gy étant au plus dénombrable, le dernier
ensemble est le méme.

Remarquons, encore, qufil résulte du théoréme de Kuratow—
ski-Ulam ([3], Th. 15.2, p.57) que l'ensemble A ne posséde
pas de la propriété de Baire, comme tous les ensembles Ay = %1,
ou X = a, 8sont au plus dénombrables et tous les ensembles
A = jte R:(t,y) € A} sont tels que leurs complémentaires
R - AY sont au plus dénombrables. Par conséquent la fonction
f n'a pas de la propriété de Baire et la démonstration est
finie.

Probléme. Dans la démonstration de notre théoréme nous
avons usé de l'ensemble A dont l'existence est equivalent
& l'hypothése du continu (voir [4]). Notre théoréme réste-t-il
vral sans l'hypothése du continu?

Remarque. L'exemple de la fonction f de la démonstration
de notre théoréme démontré également qu'il existe (dans 1'hypo-
thése du continu) une fonction f:Rx R —— R nonmesurable au
sens de Lebesgue et telle que toutes ses sections f, sont
approximativement semiéquicontinues supérieurement et toutes
ses sections f9 sont mesurables au sens de Lebesgue (compa-

rer [2])-
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