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SUR UN THEOREME DE NIKODYM

Le théoréme suivant a été démontré par Nikodym dans son
article [3]:

Si la fonction complexe définie sur 1l'intervalle ouvert
(a,b) est mesurable au sens de Lebesgue et si la fonction
|f|2 est intégrable, l'ensemble des points de Lebesgue d'or-
dre deux de la fonction f est de mesure lebesguienne pleine
(= b - a).

Ce théoréme sera généralisé, dans l'article présent, aux
fonctions plus abstraites.

Soit (X,M,u) un espace métrique, b6 -~compact avec une
mesure WM finie, compléte et telle gue tous les ensembles
boréliens ‘de l'espace X soient W ~mesurables (c'est-a-dire
appartiennent & { ) et qu'il existe pour tout ensemble A ¢ M
et pour tout nombre & >0 un ensemble compact BcA tel que
(B)>u(A) - €. Supposons qu'il existe un couple (3, = ),
ou Fc M soit une famille d'ensembles de mesure p  positive
et = désigne la convergence des suites d'ensembles de la
famille JF vers les points x¢X définie de la maniére sui-
vante:

J, = x lorsque xedJ et d(Jn) —= 0O avec n — oo
(d(J ) désigne comme d'habitude le diamétre de l'ensemble
Jd ), tel qu'il existe pour tout point xe X une suite d'en-
sembles J ed qul converge au sens = vers ce point x'1

1) Le couple (¥, => ) est un exemple. ﬁie base de différen-
tiation définie par Bruckner dans L‘l
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2 Z.Grande

Admettons, encore, que le couple (¥, = ) satisfasse au théo-
réme de Vitali qui est suivant:

sl l'ensemble A CX est couvert par des ensembles de la
famille F de maniére qu'il existe pour tout point xe A et
pour tout nombre €>0 un ensemble J appartenant a cette
couverture tel que xeJ et dA(J)<e , 1l existe pour tout
nombre 81 >0 un systéme fini d'ensembles J’l "“’Jk appar-
tenant a cette couverture tel que JNJd; =@ lorsque k £ L
et

k k Kk
Zu(Ji) - €, ¢ p*a) € u*<AnU Ji> + e,,su( U Ji> + €45

1= 1=1 1=1

ou u* désigne la mesure extérieure générée par u (comparer
).
Soit Y un espace séparable de Banach avec la norme |l |,
Définition 1. (comparer [2]) Soit f:X — Y
une fonction intégrable relativement & la mesure . Un point
xe X est dit point de Lebesgue de la fonction £ lorsqu'on
a 1l'égalité

n-~oco

lim Wg:n—)! HeCt) - £(x)ldp(t) =0
D

pour toute suite d'ensembles Jne ¥ convergente au sens —>
=—=> vers le point xX.

Définition 2. (comparer [2]). Soit £:X — Y
une fonction u -mesurable et telle que la fonction | £1° soit
intégrable relativement & la mesure p. Un point xeX
s'appelle point de Lebesgue d'ordre deux de la fonction f
lorsqu'on a l'égalité

lim —A— f £¢e) - £ au(s) =0
oo B(Ip)
In

pour toute suite d'emsembles J'neff convergente au sens —>
—> vers le point x.
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Sur un théoréme de Nikodym 3

Remarque 1. BSoit £:3X—=Y une fonction p-me-
surable et telle que la fonction h£1? soit intégrable rela-
tivement & la mesure p. Si xe€X est un point de Lebesgue
d'ordre deux de la fonotion f, 1le point x est également
un point de Lebesgue de la fionction f.

Démonstration. BEn effet, ona

lece)laucy/u@y /[ 1212 ap,
[ ey

d'ou il vient

IR%‘S f F£(t) - £l ap(e) < NP(J ) \/{ hect) - £GON2 q(@
n

n
[ 1ecs) - 2012 aucs)
.Jn .
u(dy,)

et notre remarque est démontrée.

Remarque 2., Soit f£:X — Y une fonction y-me-
surable et bornée. Le point xeX est un point de Lebesgue
dfordre deux de la fonction f si et seulement si x est
un point de Lebesgue de la fonction f.

Démonstration. Dlaprés la remarque 1 il
suffit de démontrer que tout point de Lebesgue de la fonction
f est également un point de Lebesgue d'ordre deux de la fon-
ction f. En désignant par My le nombre tel que Ilf(t)llféMf
pour tout te€X, on a

[ 12 - 2612 aue) < 21 [ 1ecs) - £G0 | aucw),

Jn Jn

d'ol il vient notre remarque.
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4 Z.Grande

Dans la démonstration du théoréme 1 étant une généralisa~
tion du théoréme de Nikodym, cité au début, nous appliquerons
encore la remarque suivante:

Remarque 3. Soit f£:X — Y une fonction U -me-
surable. Il existe pour tout nombre & >0 un compact AcX
tel que P(X - A) <€ et la fonotion partielle f/A est con-
tinue.

La démonstration de cette remarque est la m8me que celle
du théoréme 8.2 de [4].

Théoréme 1, Soit f:X — Y une fonction p-me-
surable et telle que la fonction | £12  est intégrable rela-
tivement & la mesure U . L'ensemble des points de Lebesgue
d'ordre deux de la fonction f est mesure p pleine (= p(X)).

Démonstration. Supposons, au contraire,
que le théoréme ne soit pas vrai. Il existe donc un ensemble
A tel que u*(A) > 0 et-quel que soit le point xe€ A, il
existe un nombre ratiomnel o (x) > 0 et une suite d'ensembles
Jn(x) eF convergente au sens —> vers le point x et telle
que

— 2
) MENED) Jf(x) l2(8) = £@12 aus) > o(x)
n

(B=1,25440)« La mesure extérieure u*(A) étant positive et
l'ensemble des nombres rationnels étant dénombrable, il existe
un nombre rationnel o> 0 tel que

(2) y*({xe A x(x) = 0(})> 0.

Désignons par A, l'ensemblg( {)xe At o (x) = c_x} et fixons un
A

nombre 6 >0 tel que 6 < L 41 . I1 existe, d'aprés la re-

marque 3, un compact Bg tel que u(X) - 6 < u(Bg) et sur
lequel la fonction partielle f/B; est continue. On a

(3 y*(A,]n Bg) > Os
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Sur un théoréme de Nikodym 5

En effet, si par contre p."(A,1 nB,) = 0, on aurait

. . . "(Aq)
B5(Ay) € " (hy0 (X = B)) + ¥y BY) <MK = Bg)<6 <l

en contradiction avec (2).
Posons

(4) Ay = AqnBg.
On a, d'aprés (3) et (4),
(5) W(A) >0, A,CBg et A,CAq.

La fonction partielle £/B; étant continue et l'ensemble Bg
étant compact, la fonction f est uniformément continue et
bornée sur l'ensemble Bg. Soit M > 0 1le nombre tel que
l£(x)Il € M pour tout x € By, Fixons le point x € Ars On
a pour tout ensemble Eed!,

®) [12¢6) - 2612 ape) < [ 1€ ap+ 2 [ FECE)] * IE CGeMuCt)+
|3 E E

+ f I£(x) 12 dp(t)Qf NeCe)n2 au + ZMJ. NECE) I dp + M%CE)(
E E E

<2 J‘llf(t)ll2 ay + ZMZ“(E)“)
E

I1 en résulte, qu'il existe pour tout nombre Nq > 0 un nom-
bre n, >0 tel que, quel que soit l'ensemble Eed! tel

que W(E) < Ny on a

(1) buisque }!(Ilf(t)ll - w2 au(s) » 0.

- 463 ~



6 2, Grande

[12¢8) = 26002 aucs) < o4
K

pour tout point x € Aye

Fixons maintenant le nombre £ > 0, La fonction partielle
£/Bg étent uniformément continue, il existe un nombre §>0
tel que

(7 Hf(y1)-f(yé)ﬂ<1€ pour tout couple de points Y4135 € Bg
tels que ¢ (31 29, <§ (¢ désigne la métrique de l'es-
pace X).

Fixons encore le nombre N >0O. La famille

{Jn(x)efF t X€Ay, n=1,2y0.0 et A(T (X)) < 6}

couvre l'ensemble A, et satisfait & l'hypothése du théoréme de
Vitali, il existe donc un systéme fini d'ensembles TgseeesIy
e ¥ appartenant & cette couverture, disjoints deux & deux et
tels que

k k k
(8) Zy(li) - n <A € p.*éan U Ki> +n< ZP(Ii‘) +1

i=1 i=1 i=1

et d(Ii)<<6 pour i = 1,e0eke
Il existe pour tout 1 = 1,¢..,k un point x;€ A, tel

que I; = Jn_(xi). Les inégalités (8), (1) et (2) entrainent.
i

k K
» le: :‘{ I £(t) - f(xi)lle au(t) > ag u(I;) >o [U*(Az) _ Q:|~
1= i i=

Dtautre part, on a,
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Sur un théoréme de Nikodym

(10) J’Ilf(t)-f(xi)ll2 du(t) = f I£C6)-£Cx )2 apce) +

Ii IipBB

o | 1ee-en? aun).
I;-Bg

Mais d(Ii)<15 (i = 15e.05k), on a donc d'aprés (7),

J 1ew-tepi am < | ePap<eBuay.
IinBs IiﬂB6

Il en résulte

k

a2 1w - 2GpI? aus) < €2y o).
i=1 IinBs
Selon (8)
k X k
HGG " I> >v*<Aa o I> > ) way) - an,
i=1 i=1 1=1

d‘ou i1 vient

EANIOTES
. ) - B.n . 2
B é;% 1) u\5¢ iy 1 <2n

et par conséquent
k

(12) > ua; - B < 20,
i =1

Il résulte de (6) que

[ CEECHEETON
I.-Bg

<2 [ 1212 au(s) + 207 p(1;-Bp)
I,-B,
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8 Zo Grande

et dtaprés (12), on a

1=1

k
(13) > Hee6) - 2612 auce) <
I.
1

<2 f lece))|2 dult) + a°y.
k .

I.-B
3 1776
. k=1 .
Les inégalités (11) et (13) impliquent d'aprés (10) que
k
ST e - sap1? aunrs
i=1 Ii
<2 f I £CoNP apee)/+ 4Py + €2(u* (Ay) + 1)
k
(1,-Bg)
iL=J1 1776
et par comséquent on obtient, d'aprés (9),
(14) oc[y*(AZ) - q] <2 f I £CE2 dpCe) +
k
(I;-Bg)

+ 4M2r3 + 62([1*(A2) +10)

Remarquons, encore, que 1l'intégrale

. ‘[ ||f(t;)||2 ‘dp—— 0, lorsque n — O, puisque
(I,-Bg)

d'aprés (12) on a

k
p<U (I - 369 < 2n.
i=1
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Sur un théoréme de Nikodym 9

En tendant de & et n vers zéro, on obtient de 1l'inégalité
(14) 1l'inégalité suivante

« p*(ay) < 0,

en contradiction avec (2). Ainsi p*(A) = O et le théoréme
est complétement démontré.

Montrons encore la relation entre les notions du point de
Lebesgue et du point de continuité approximative d'une fonc-
tion f£:X —= Y. Dans ce but introduisons les définitions
suivantes:

Un point xeX est dit point de densité d'un ensemble
Aedl par rapport au couple (¥, => ) lorsqu'on a l'égalité

) u (JnnA)
lim ——5<—=
s

Pour toute suite d'ensembles Jneg" convergente au sens —>
== vers le point X.

Une fonction pu-mesurable f:X —= Y stappelle approxima-
tivement continue au point xe X par rapport au couple
(§, => ) lorsque, quel que soit 1'ensemble ouvert UcY tel
que f(x)€eU, 1le point x eat un point de densité de l'en-
semble f'1(U) par rapport au couple (F, = ).

Remarque 4, Soit f£:X — Y une fonction
u-mesurable et bornée. Pour qu'un point xe¢X soit un point
de Lebesgue de la fonction £, il faut et il suffit que la
fonction £ soit approximativement continue au point x par
rapport au couple (F, = ).

Démonstration. PFixons le nombre £>0 et
posons

Be = {teX: I£(t) - £ 3¢ ).

La fonction f est approximativement continue au point x
par rapport au couple (F, == ) si et seulement si le point
X est un point de densité de l'ensemble X - Ee par rapport
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10 Z+Grande

au couple (F, = ), quel gue soit le nombre €& > 0. Soit
{Jn}-c F 1la suite d'ensembles convergente au sens =—=> vers le
point X

Posons

A=X-E,

et remarquons gue

J e - ceonaus = [ 1ee) - £60 1 apes)

Jn JnnA

+ f F£CE) = £(x) I au(s) <& w3 nA) + 2ip u(J nE;)
Jnr\.he

(Mg est tel que I£(t)I<M; pour tout point teX). Il en
résulte que

p(Jn) j.f || (t) - (X) " U( )\C + £ “(Jn) .
n
. u(B nJ)) ,
Comme lim ___7§(3;§_ =0 et & est un nombre arbitraire,
n-—-co
on a donc

n-—-co

) 1 :
vin i Jf IECH) - £Cx) I du(s) = O

n

et x est un point de Lebesgue de la fonction f.

D'autre part, si x est un point de Lebesgue de la fonc-
tion f, on a pour tout € > 0 et pour toute suite d'ensembles
Jn = X,

lin 5y [ 1£G) - £G I A<

n-—+*oco n Eaan
< lin ﬁ@ Jf I£(t) - £(x)1 du(t) = 0
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Sur un théoréme de Nikodym _ 11

et
-1 EL(EE nd )
EC“Jn n

d'ou il vient gue x est un point de densité de l'ensemble
X - E, par rapport au couple &, => ) et la démonstration
est achevée,
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