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SUR UN THÉORÈME DE NIKODYM 

Le théorème suivant a été démontré par Nikodym dans son 

article [ j ] s 

Si la fonction complexe définie sur l ' i n t e r v a l l e ouvert 

(a,b) est mesurable au sens de Lebesgue et s i la fonction 

|f|^ est intégrable, l'ensemble des points de Lebesgue d'or-

dre deux de la fonction f est de mesure lebesguienne pleine 

(= b - a). 

Ce théorème sera généralisé, dans l ' a r t i c l e présent, aux 

fonctions plus abstraites. 

Soit (X,cM,^) un espace métrique, 6-compact avec une 

mesure f i n i e , complète et t e l l e que tous les ensembles 

boréliens de l'espace X soient (Jt. -mesurables (c 'est-à-dire 

appartiennent à cM ) et q u ' i l existe pour tout ensemble Ae cR 

et pour tout nombre l > 0 un ensemble compact BcA tel que 

Ji-(B) > [i (A) - £ . Supposons q u ' i l existe un couple ( f , = > ) , 

où ÜF c J4 soit une famille d'ensembles de mesure y- positive 

et ==*> désigne la convergence des suites d'ensembles de la 

famille 7 vers les points x e X définie de la manière sui-

vante : 

x lorsque x e Jfl et d( JQ) — - 0 avec n — °o 

(d(Jn) désigne comme d'habitude le diamètre de l'ensemble 

J n ) ; te l q u ' i l existe pour tout point xe X une suite d'en-

sembles JjjêS' <lui converge au sens = > vers ce point x'1^. 

^ Le couple (¿T, ) est un exemple de base de différen-
tiation définie par Bruckner dans [1J• 
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2 Z.Grande 

Admettons, encore , que l e couple (5", ) s a t i s f a s s e au théo-
rème de V i t a l i qui e s t s u i v a n t : 

s i l ' ensemble AcX e s t couver t par des ensembles de l a 
f a m i l l e & de manière q u ' i l e x i s t e pour t o u t poin t x e A e t 
pour t o u t nombre t > 0 un ensemble J appar tenant à c e t t e 
couver ture t e l que x e J e t d ( J ) < £ , i l e x i s t e pour t o u t 
nombre > 0 un système f i n i d 'ensembles J ^ , . . . , J ^ appar-
t enan t à c e t t e couver ture t e l que J^ n - % lorsque k £ 1 
e t 

^ H ( J i ) - e 1 < n*U) < O U J ^ + 

où (x* désigne l a mesure e x t é r i e u r e générée par p- (comparer 
[1]) . 

So i t Y un espace séparab le de Banach avec l a norme Il • ||. 
D é f i n i t i o n 1 . (comparer [2]) So i t f :X — - Y 

une f o n c t i o n i n t é g r a b l e r e l a t ivemen t à l a mesure (i . Un po in t 
x e X e s t d i t p o i n t de Lebesgue de l a f o n c t i o n f l o r s qu ' on 
a l ' é g a l i t é 

lim t t t^-y I | | f ( t ) - f ( x ) || d t i ( t ) = 0 
n—oo n ' T 

n 

pour t o u t e s u i t e d 'ensembles J n e ? convergente au sens 
= > vers l e po in t x . 

D é f i n i t i o n 2. (comparer [2]) . So i t f :X — Y 
une f o n c t i o n (x -mesurable e t t e l l e que l a f o n c t i o n II fil s o i t 
i n t é g r a b l e r e l a t ivement à l a mesure ^ • Un po in t x'e X 
s ' a p p e l l e po in t de Lebesgue d ' o r d r e deux de l a f o n c t i o n f 
l o r squ 'on a l ' é g a l i t é 

lim - r j - v / Il f ( t ) - f ( x ) | | 2 d p ( t ) = 0 
n—00 n ' t 

n 
pour t ou t e s u i t e d 'ensembles convergente au sens =í> 
= î> vers l e po in t x . 
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Sur un théorème de Nikodym 3 

R e m a r q u e 1* Soit f si — - ï une fonotion ^-me-
surable et telle que la fonction II fil2 soit intégrable rela-
tivement à la mesure (i. Si x e X est un point de Lebesgue 
d'ordre deux de la fonction f , le point x est également 
un point de Lebesgue de la fonction f• 

D é m o n s t r a t i o n . En effet, on a 

» n 

l|f(t)|l2 du, 

d'où i l vient 

f ||f(t) - f ( x ) | | d H ( t ) < ^ ^ y "I// i l f ( t ) -f(x)||2 d^t) 
Jn n * Jn 

1 
/ llf(t) - f(x)||2 d^ t ) 
i 

et notre remarque est démontrée. 
R e m a r q u e 2. Soit f :X —• Y une fonction ji-me-

surable et bornée. Le point xeX est un point de Lebesgue 
d'ordre deux de la fonction f s i et seulement si x est 
un point de Lebesgue de la fonction f . 

D é m o n s t r a t i o n . D'après la remarque 1 i l 
su f f i t de démontrer que tout point de Lebesgue de la fonction 
f est également un point de Lebesgue d'ordre deux de la fon-
ction f . En désignant par Mf le nombre te l que ||f(t)||^Mj. 
pour tout t e X , on a 

f ||f(t) - f(x)||2 dH(t) < 2Mf f ||f(t) - f(x)|| d{i (t ) , 
J J n n 

d'où i l vient notre remarque. 
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Z. Grande 

Dans la démonstration du théorème 1 étant une généralisa-
tion du théorème de Nikodym, cité au début, nous appliquerons 
encore la remarque suivantes 

R e m a r q u e 3» Soit f :X — • Y une fonction t1 -me-
surable. Il existe pour tout nombre £ > 0 un compact Ac X 
tel que ^(X - A) < £ et la fonotion partielle f/A est con-
tinue. 

La démonstration de cette remarque est la môme que celle 
du théorème 8.2 de [4]. 

T h é o r è m e 1. Soit f sX —»• Y une fonction n-me-
• 2 

surable et telle que la fonction II fil est mtégrable rela-
tivement à la mesure ^ . L'ensemble des points de Lebesgue 
d'ordre deux de la fonction f est mesure ^ pleine (=^(X)). 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons, au contraire, 
que le théorème ne soit pas vrai. Il existe donc un ensemble 
A tel que ^*(A) > 0 et-quel que soit le point xe A, il 
existe un nombre rationnel a (x) > 0 et une suite d'ensembles 
JnCx) e SF convergente au sens vers le point x et telle 
que 

( 1 ) ^ i j ) / HfOO - f(*)1l2 ¿(x) 

(n=1,2,...). La mesure extérieure H*(A) étant positive et 
l'ensemble des nombres rationnels étant dénombrable, il existe 
un nombre rationnel ot > 0 tel que 

(2) A: a(x) = oi})>0. 
Désignons par A-, l'ensemble {xeAïa(x) = oc} et fixons un 
nombre 0 >0 tel que o < — . il existe, d'après la re-
marque 3, tin compact B6 tel que ¡J(X) - 6 < et sur 
lequel la fonction partielle f/B. est continue. On a 

(?) F * ( V V > 0 , 
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Sur un théorème de Nikodym 5 

En e f f e t , s i par contre n Bg|) = 0 , on aurait 

( / ( V < H * 0 , n (X - Bg)) + i i ' ^ n B p * n#(X - B 6 ) < 6 < - ^ T 

en contradiction aveo (2)* 
Posons 

(4 ) A2 = A,, n B 6 . 

On a, d'après (3 ) et ( 4 ) , 

( 5 ) N # ( A 2 ) > 0 , A 2 c B 6 e t A 2 c A 1 . 

La fonction p a r t i e l l e f/Bg étant continue et l 'ensemble B6 

éteint compact, la fonction f est uniformément continue et 
bornée sur l'ensemble B g . Soi t M > 0 l e nombre t e l que 
Il f (x) Il < M pour tout x e B g . Fixons l e point x e a 2 > On 
a pour tout ensemble E e cK , 

(6) J l l f ( t ) - f(x)||2 d ^ ( t ) < J ||f(t)||2 dfi+ 2 f ||f(t)|Mlf(x)ld[i(t)+ 
E B E 

+ f Ilf(x)||2 d n ( t ) < | llf(t)||2 d(J + 2M | ||f(t)|| dn + M^CEK 
E E E 

< 2 J l l f ( t ) l l 2 du + 2 m V ( E ) ( 1 ) 

E 

I l en r é s u l t e , q u ' i l ex is te pour tout nombre rç^ > 0 un nom-
bre r?2 > 0 t e l que, quel que so i t l'ensemble E £ cK t e l 
que (E) < Q 2 , on a 

puisque / (Il f ( t ) Il - M)2 d[i(t) > 0 . 
E 
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6 Z.Grande 

J ||f(t) - f(x)||2 d|i(t)< 
S 

pour tout point x e A2• 
Fixons maintenant le nombre S > 0. La fonction partielle 

f/Bg étant uniformément continue» il existe un nombre 6 > 0 
tel que 

(7) l|f(y>j)-fCy^)!! < e Pour tout couple de points y^ ,y2 e B g 

tels que 9 (y1»y2)<
<^ C 9 désigne la métrique de l'es-

pace X). 

Fixons encore le nombre rç > 0. La famille 

{ j ^ x j c ? t xeAg, n=1 »2,... et d(Jn(x))<ô} 

couvre l'ensemble A 2 et satisfait à l'hypothèse du théorème de 
Vitali, il existe donc un système fini d'ensembles ,..., 
e & appartenant à cette couverture, disjoints deux à deux et 
tels que 

k . k . k 
(8) p&O - * * < R A 2 n U Ki) + 7 < Z ^ i ' ) +n 

i=1 \ i=1 / i=1 

et d(I^) < 6 pour i = 1,...,k. 
Il existe pour tout i=1,...,k un point x^eAj tel 

que = Jn.(
xi)« L e s inégalités (8), (1) et (2) entraînent. 

k ç k 

(9) YL J Hf(t)-f(Xi)ll2 dn(t) jiCI^ > a |V(A2) - r?]. 
i=1 I i i=1 

D'autre part, on a, 
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Sur un théorème de Nikodym 7 

(10) | HfdO-fCx^H2 dn(t) = | ||f(t)-f(Xi)II2 d^(t) + 
i i l i"B 6 

+ J ||f(t)-f(x)||2 dn(t ) . 

V B 6 

Mais d ( I i ) < i ( i = 11. • . |k), on a dono d'après (7 ) , 

J ||f(t)-f(X i)||2 dj i ( t )< | t 2 d l i < ï 2 H ( I i ) . 

I^Bg I^Bg 

I l en résu l te 

k 
(1<r> Z ] / l | f ( t ) " f ( x i ) " 2 < + * ) . 

i=1 I^nBg 

Selon (8) 
H^e " U x i ) > f ( A 2 n U - h ] > Z i> ' 

\ i=1 / \ i=1 J i=1 

d'où i l vient 

et par conséquent 

k 
(12) ~ B6} < 2q* 

i=1 

I l résu l te de (6) que 

f ||f(t) - fOc^H2 dfi(t)< 

<2 f II f ( t ) II2 d{x(t) + 2M2 ^(Ii-Bp) 
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8 Z, Grande 

et d'après (12), on a 

k . 
(13) X J l | f ( t ) " f ( x i>H2 <¥(t)< 

x=1 I . 

< 2 
k 

j l|f(t)||2 dM(t) + 4M2r?. 

Les inéga l i tés (11) et (13) impliquent d'après (10) que 

k f 
] T J || f ( t ) - f(Xi)||2 dfi(t)< 
i=1 I 

<2 f II f ( t f dfi(t) '+ 4M2r? + £2((i*(A2) + «2) 
.k J 

. y 
et par conséquent on obtient, d'après (9) , 

(14) a[|i#(A2) - 7] <2 J l|f(t)||2 d|i(t) + 

y ( i i " B f 5 ) 

+ 4M2r? + Ê2(^*(A2) + 1?). 

Remarquons, encore, que l ' i n t ég r a l e 

J" ||f(t)||2 ' d ^ i — 0 , lorsque 17 —- 0, puisque 

. y ( w 

d'après (12) on a 
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Sur un théorème de Nikodym 9 

En tendant de £ et rç vers zéro, on obtient de l'inégalité 
(14) l'inégalité suivante 

a |!*(A2) < 0, 

en contradiction avec (2). Ainsi p*(A) = 0 et le théorème 
est complètement démontré* 

Montrons encore la relation entre les notions du point de 
Lebesgue et du point de continuité approximative d'une fonc-
tion f jX — Y . Dans ce but introduisons les définitions 
suivantes : 

Un point zeX est dit point de densité d'un ensemble 
AecM par rapport au couple ) lorsqu'on a l'égalité 

H(J noA) 
l l m H (J ) = 1 n -roo r v n' 

pour toute suite d'ensembles J ^ e ? convergente au sens =s> 
vers le point x. 
Une fonction (i-mesurable f :X — Y s'appelle approxima-

tivement continue au point x e X par rapport au couple 
==> ) lorsque, quel que soit l'ensemble ouvert U c Y tel 

que f(x)e U, le point x est un point de densité de l'en-
—1 tr 

semble f (U) par rapport au couple (3-, ). 
R e m a r q u e 4. Soit f:X — - Y une fonction 

fi -mesurable et bornée. Pour qu'un point x e X soit un point 
de Lebesgue de la fonction f, il faut et il suffit que la 
fonction f soit approximativement continue au point x par 
rapport au couple (¿f, ==> ). 

D é m o n s t r a t i o n . Fixons le nombre e >0 et 
posons 

E £ = •[ t e X: Il f (t) - f (x) « > e J . 
La fonction f est approximativement continue au point x 
par rapport au couple (3", ==^> ) si et seulement si le point 
x est un point de densité de l'ensemble X - E £ par rapport 

- 467 -



10 Z.Grande 

au couple (<F, = > ) , quel que soit le nombre £ > 0. Soit 
|«Tn| c & la suite d'ensembles convergente au sens —?> vers le 
point x. 
Posons 

A = X - E£ 

et remarquons que 

/ ||f(t) - f ( x ) || df^(t) = / ||f(t) - f ( x ) || dy( t ) 

n n 

j l l f ( t ) - f ( x ) Hdn(t) t i (JnnA) + 2Mf ( i ( J n nE £ ) 
Jn nH 

(Mf est t e l que llf(t)l|<M i. pour tout point t e X ) . I l en 
résulte que 

1 f  n  Jn) ^ y j I! f ( t ) - f ( x ) Il d^i(t) <£ + 2 Mf • ^ . 

31 Jn 11 

Comme lim ../T V = 0 et £ est un nombre arbi tra ire , n-co tx(-Jn-) 
on a donc 

lim - r r ^ f II* ( t ) - f ( x ) || dfji(t) = 0 
n~oo n' T 

Jn 

et x est un point de Lebesgue de la fonction f . 
D'autre part, s i x est un point de Lebesgue de la fonc-

tion f , on a pour tout £ > 0 et pour toute suite d'ensembles 

Jn 

lim "7T7j y f l l f ( t ) - f(x)|| d^ ( t )< 

t n 
< lim T T I J - V f || f ( t ) - f ( x ) || dfx(t) = 0 

n—oo t 
Jn n - 4-68 -



Sur un théorème de Nikodym 11 

et 

a(Ee n j ) 
||f(t) - f(x)|| d^(t) > £ 1 *J t 

e n 

d'où i l vient que x est un point de densité de l'ensemble 
X - E£ par rapport au couple ( ^ = > ) et la démonstration 
est achevée. 

TRAVAUX CITES 

[1 ] A.M. B r u c k n e r s Differentiation of integrals, 
Amer. Math. Monthly 78 (9) (1971) 1-51. 

[2 ] Z. G r a n d.e : Sur le produit de deux dérivée^, De-
monstratio Math. 9 (1976) 321-332. 

[ 3 ] 0. N i k o d y m : Sur un théorème concernant les fon-
ctions au carré sommable, Ann. Soc. Polon. Math. 17 (1938) 
91-96. 

[4 ] J. O x t o b y s Measure and category. New York-Heidel-
berg-Berlin 1971. 

INSTITUTE OF MATHEMATICS, PEDAGOGICAL UNIVERSITY, BYDGOSZCZ 
Received February 8, 1980. 

fa J 

- 469 -




