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PROBLÈMES EXTRÉMAUXDANS LES CLASSES DE FONCTIONS 
ETOILÉES ET CONVEXES DE PLUSIEURS VARIABLES 

1. I n t r o d u c t i o n 
S o i t D c C n un domaine complet de Reinhard t de c e n t r e 

z = 0 . Désignons p a r H(D) l a f a m i l l e des f o n c t i o n s h o l o -
morphes dans D. S o i t z = ( z^ , Z g , . . . , z n ) un p o i n t que lcon-

m mp m 
que du domaine D e t posons z = z^ , . . . , z n

n , m = 
= (m^,m2»•••»mn), | m | = m̂  + m^ + • • • mn, m^ € N. Admettons 
e n s u i t e que s i r e ( 0 , 1 ) e s t f i x é , D e s t l ' ensemble des 

z p o i n t s z e D t e l s que — e D. 
Déf in i s sons su r l a c l a s s e H(D) l ' o p é r a t e u r ( c f . [2] ) 

n 

L ' o p é r a t e u r qu 'on a i n t r o d u i t pa r (1 .1 ) s e r a u t i l i s é pour 
d é f i n i r c e r t a i n e s c l a s s e s de f o n c t i o n s holomorphes de p l u -
s i e u r s v a r i a b l e s g é n é r a l i s a n t c e l l e s d 'une v a r i a b l e d i s c u t é e s 
dans [4-] - [ ô ] . 

2 . La c l a s s e V 03,D) 
S o i t ji un nombre a r b i t r a i r e f i x é de l ' i n t e r v a l l e (0 ,1 > 

e t désignons pa r V (Ji,D) l a sous - c l a s s e de H(D) des f o n c -
t i o n s P qui s a t i s f o n t aux c o n d i t i o n s 
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(2.1) P(») = 1 Z P n A P m 6 « » 
k=1 \|m|=k / 

(2.2) ¡P(z) - 1 |</l|P(z) + 1|. 

Si z e C et D est le cercle unité, les conditions (2.1), 
(2.2) déterminent la famille V (/5) étudiée dans [î], [5]. 

x-'our les fonctions, de la famille ? (Ji»D) nous établirons 
les théoremès suivants: 

T h é o r è m e 1. Si P e î? (jî,D) et ze Dr, on a 

(2.3) 

D é m o n s t r a t i o n . Soit zQ = (z°,z^,••.,z°) 
un point arbitrairement fixé du domaine D } alors, pour tout 

/ „0 0\ 
C , | | < 1, le point } ̂ r = (¿-jr- , •.., J-^J appartient à D. 

Considérons la fonction ^ •-» f(^), où 

Des conditions (2.1) - (2^2) il résulte que cpe V (|5) et alors 
on a, [5], 

(2.4) 1 Ifflfl P o u r 1*1 < 1' 

Posant |} | = r dans (2.4) on obtient (2.3). On vérifie 
aisément que les égalités dans (2.3) ont lieu pour la fonotion 
définie par la formule 

1 + fi £ ( z. + ... + z ) 
(2.5) P(z) n 1 n 

i - (z,, + ... + zn) 
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avec un choix convenable de £ , ( 6 = +1), e t z^ = r , 
k s 1 , 2 , . . . n . 

T h é o r è m e 2. Si l a fonc t ion PeV(jb,I)), on a 
pour l e s c o e f f i c i e n t s de son développement (2 .1) l a l i m i t a t i o n 

(2 .6) sup I V ] P u / 1 < 2l i* k = 

Z 6 D 1 |m|=k 

D é m o n s t r a t i o n . Soi t zQ un point a r b i t r a i -
rement f i x é du domaine D. Considérons l a fonc t ion j-—i»v(>-)> 
où 

(2 .7) v (} ) = ( } O ' < 1* 

On peut montrer que Pe V (ß,D) en t ra ine ? (fi) e t que 
l ' o n a , de p l u s , 

(2 .8) 9(3-) = 1 + ¿ L Pmz 

k=1 \ |m|=k 

On prouve faci lement que yeV( fb ) s i e t seulement s ' i l 
e x i s t e une fonc t ion holomorphe u , « ( 0 ) = 0, | w ( j ) | < 1 , 
t e l l e que 

En appliquant la méthode de Clunie [ l ] on trouve sans peine 

que s i y (>) - 1 + P^ } + V 2 ï 2 + • • • + P r j n + • • • » °n a 

(2.9) | p n | ^ 2/5, n = 1 , 2 , . . . . 

De (2 .S ) , (2 .9) on t i r e ( 2 . 6 ) . 
C o r o l l a i r e . Si Fe??(/5,D) e t s i l e poin t 

( a , a , . . . , a ) 6 D, a ^ 0, on a 
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Z 
|m|=k 

-m 
2 Ib pour k = 1,2,« 

3. Les classes S*(j3,P) et Sc(fitD) 

La sous-classe des fonctions de la classe H(D) qui sa-
tisfont aux conditions 

(3.1) 

(3.2) 

pour ze D, 

f(0) = 0, f' (0) = 1 , k=1,2,...,n 

sera désignée par S (ji,D). 
Désignons encore par S°(fi,D) la sous-classe composée des 

fonctions g e H(D) qui satisfont aux conditions 

(3.3) W - ' H W 1 + 1 Z 6 D, 

(3.4) 8(0) = 0, g' (0) = 1 pour k = 1,2,...,n, 

où K est l'opérateur défini par (1.1). 
Si z = ^ e C et D c C est le cercle unité, on a K(f(j.))= 

= K(K(g(>))) = }*'(}) +? 2f"(ï) et (3.1)-(3.4) 
prennent respectivement la forme: 

(3.1') U t T ^ - 1 M i f ^ * 1 

(3.2') f(0) = 0, f'(0) = 1, 

(3.3 ) 1 <jb 1 + + 1 

(3.4') g(o) = o, g'(0) = 1. 
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Les c o n d i t i o n s ( 5 . 1 ' ) e t ( 3 . 2 ' ) déterminent l a f a m i l l e 
S*Q3) des f o n c t i o n s holomorphes é t o i l é e s ( c f . [ 3 ] » [ 5 ] ) » 
t a n d i s que l e s r e l a t i o n s ( 3 . 3 ' ) » ( 3 . 4 ' ) déterminent l a f a m i l l e 
Sc(Jb) é t a n t un c a s p a r t i c u l i e r d'une c l a s s e de f o n c t i o n s con-
vexes é t u d i é e dans [4-] . 

T h é o r è m e 3 . S i f e 3 * ( / J , D ) , l a f o n c t i o n g 
d é f i n i e par l a formule 

g ( z ) = J f (z*r?) q~1 c ^ , z e D, 
0 

a p p a r t i e n t à S ° ( / i , D ) . 
T h é o r è m e S i g e S c ( p , D ) , l a f o n c t i o n 

f ( z ) = K ( g ( z ) ) , Z Ê D , 

a p p a r t i e n t à S (Jb,D). 
S o i t = (R.̂  , . . , > où a. i e <-0T,ir) f i = 

= 1 , 2 , . . . , n - 1 , sont des nombres f i x é s . Désignons par D^ 
' o 

l e sous - ensemble du domaine D d é f i n i comme i l s u i t 

D a , r 0 = { ( î , * e l î l \ . . . f ¿ e 1 ^ ) : | j | < r 0 J , 
où r Q = a u p | | j | s U % j e l l l , . . . t j e * e r j . 
Posons ^ ^ 

/ iil,, i l A 
<PjlO> = V e > - - > r o î e ) 

e t remarquons que ^ > — < r e p r é s e n t e l e c e r c l e 1 < 1 
sur D-i . Avec c e s n o t a t i o n s on a l e théorème s u i v a n t . 

, il* 
T h . é o r è m e 5 . S i f e S (6 ,D) e t 1 + e + . . . 

« , . . . + e n-n p 0 , on a 
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— Î E 3 î ^ f 0 ^ 6 8 ( « . 
r + e 1 + . . . + e l i j 

D é m o n s t r a t i o n . Soit f e S* ( ( i ,D) et 

= l i l1 U n - l ì + e + . . . + e J 
Tv ^ o f i H f ) ' 

Alors <j>(0) = 0, q/(0) = 1 et, de plus, 

»qftrt K f f ( * r o ' F o 6 ^ 1 ^ o 8 ^ 1 1 " 1 ) ) 

U r o ' *ro® » 

d'où on t i r e , en tenant compte de la définition de la classe 
3*(/5,D), la relation suivante 

vC ÎT 
< ( i 

W * 1 

En vertu de (5 .1 ' ) , (5 .2 ' ) on a donc <v.eS (/i) et , avec les 
notations admises, on obtient la conclusion demandée. 

Une démonstration analogue permet d'établir le théorème 
suivant. 

T h é o r è m e 6. Si ge SC(/5,D) et 1 + e 1 + . . . 
i * n -

. . . + e ^ 0, on a 

rQl1 + e 1 + . . . + e 
TT r g o epa. e S (|5). 

n-1 
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T h é o r è m e 7. S i f e S * ( / J , D ) , 0 < / 3 < 1 , et 

« • > - s i s 
k=1 M m I =k 

a m z m ) ' a m e C 

on a 

( 5 . 5 ) sup 
zeD 

Z 
|m|=k 

«a 
ẑ  + Z2 + . . . + z n 

< Av pour k = 2 , . . . , 

ou 

( 3 . 6 ) Ak = 

kj3k- 1 , k = 2 , 3 , . . . ,p, 

l ^ / i P - ' 1 , 

1 + li 2 \ p étant un nombre de l ' i n t e r v a l l e < , j e t pe N. 

D é m o n s t r a t i o n . Soi t un point quelconque 
zq = (z^jZg» « « • » z £) domaine D s t "tel que 

O O O / o ^ + Zg + . • . + Z n ^ 

Considérons la fonction d'une variable complexe ^ ~ $ Q ) > 
ou 

= -Ö Ô - J ë Ẑ  + Z2 + . . . + Zn 
f ( > ° > }z2' ' ' ' ' }zn) P o u r 

Soi t f e S* (JJ,D) { a l o r s , en vertu de ( 3 . 1 ) , ( 3 . 2 ) , on a 
$ £ 3*(J5,D) e t , de plus, 

*(*) = 
o«̂  / 

z° + z° + . . . + zn k = 1 Vjm| = k 
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De l à , en tenant compte de l a l imitat ion des coe f f i c i ent s poui 
l a c la s se S*(Jî>) [ô ] , on obtient l a conclusion du Théorème 7» 

C o r o 1 l^a i r e . S i f e S*(/3,D) et ( z ° , z ° , . . . , z ^ e l 
z ¿ 0 , on a 

|m|=k 
< n |z°1 1 ~ k Ak, k = 2 , 3 , . . . , 

où Ak e s t déf ini par (3 .6 ) . 
Les Théorèmes 4 et 7 entraînent ce lui qui s u i t . 
T h é o r è m e 8. S i ge Sc(jï,D) et 

= X S V m » b m e c * 
k=1 I ml =k J 

on a 

(3 .7) sup 
zeD 

Z 
I m| =k m 

m 

z 1 + z 2 + . . . + z n ^ k ' 

où est donné par l a formule (3«6) . 
C o r o l l a i r e . S i g e S c Q i , D ) et ( z ° , z 0 , . . . , z ° ) eD t 

z° £ 0, on a 

Z 
|m l=k 

m < f | z 0 | 1 " k A k pour k=2,3» • . . 

T h é o r è m e 9» S i f e S * ( / l , D ) , on a pour tout 
z e D 

Z„ + Z0 + . . . + Ẑ  I . . I Z„ + Z0 + . . . + Z I 
(3 .8) ^ 2 , 2 & U | f ( z ) | < L - 2 û l 

(1 +JÎ r¥ (1 - l i r ) ' 
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D é m o n s t r a t i o n . S o i t un point quelconque 
z o e D r t e l q u e zo = ' z 2 ' * ' ' z ° + z ° + • • • + zn ^ 
Considérons l a fonction J — " V Î j O i °ù 

(3-9) ô - ^ Ẑ j + Zp + . . . + z^ 

On voi t aisément que s i f e S*(fî,D), on a <p e S (£>). 
Pro f i t an t de l a l imi ta t ion du module d'une fonct ion dans 

l a c l a s s e S*(Jà) ( c f . [ 3 ] ) on obtient 

(3 .10) l i l g < | ip(*)| < p . 
(1 + (1 - fil}!)2 

Posant | } | = r dans (3 .10) et p r o f i t a n t de (3 .9 ) on obtient 
par un simple ca l cu l l a conclusion ( 3 . 8 ) . On constate f a c i l e -
ment que s i l ' o n c h o i s i t convenablement £ (£ = ±1) l a fonc-
t ion z <—> f (z) , où 

f ( z ) = - 2 

( 1 - 6 / 3 ( z 1 +z 2 + . . . + z n ) ) 2 

e é a l i s e l e s é g a l i t é s dans ( 3 . 8 ) . 
C o r o l l a i r e . Posant n = 2 et fi = 1 on r e -

trouve l e r é s u l t a t é t a b l i dans [ 2 j (théorème 7 ) . 
T h é o r è m e 10. S i g e S c ( j 3 , D ) , on a pour tout 

z e B r 

(3 .11) f+/!ir < IsCO! < ! 1 n ' . 

D é m o n s t r a t i o n . So i t zQe Dr avec zQ 

= ( z ^ . z ^ , . . . , z ° ) et z °+Z2+ . . . +z ° ^ 0. Posons 
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«eCj) = 
* ,+z 4 

n 

profitant du Théorème 6 on voit alors que nieS°(/l), Pour le 
module d'une fonction de la classe S°(Jb) on obtient la l i -
mitation suivante, [4 ] , 

r r i ï î j i < - V m 

et enfin, en tenant compte de la déf ini t ion de la fonction cy 
la conclusion (3.11). 

C o r o l l a i r e . Dans l e cas où n = 2 et fè = 1 
on retrouve le résultat établi dans [2 ] » 
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