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Jiirgen Nagel

UBER AQUIVALENTE NORMEN IN RAUMEN MIT GEWICHT

Die vorliegende Hote ergdnzt die Arbeiten 3],[{], aus denen
die Aequivaienz gewisser Normen in L2— und ’a,‘iZ{—Réumen mnit Ge-
wicht gefolgert wird. Derartige Raume spielen eine wichtige
I'olle bei der Untersuchung partieller Differentialoperatoren.
Besonders bei der Herleitung von a-priori-Abschatzungen erweist
sich das Vorhandensein verschiedener &dquivalenter Normen haufig
als niitzlich (s.[1]).

Bezeichungen

Die Funktion g(x) sei auf RP messbar, nichtnegativ und
auf jedem endlichen Gebiet beschrénkt. Mit I (R%,¢(x)) =
= L2(Q(x)) bezeichnen wir den Raum aller (auf R™) messbaren
Funktionen, fiir welche die Norm

1
(1) LG | = (f g uo)]? axy?

endlich ist. In iblicher Weise lisst sich zeigen, dass C‘: (A%
in L,((x)) dicht liegt (vagl. (2], s.11).

Es sei J = {ql,’,...,im} ein ganzzahliger Vektor, 1 < i,<
< «eod ¢mn, heRM. Wir setzen h = (H,],Ez,...,ﬁn) € Ro
mit h, = h, fir v e J bazw. Ev =0 flir v ¢ J. Analog
definieren wir (in Abhiéngigkeit von J) zu x=(X;yX5yee. ,xn) €

€ R® einen Vektor x = (X5 geeeyX; ) € R®. Fiir beliebiges
1 i
natiirliches 1 sei
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2 J.Nagel

1
Ag u®) = 3 (< (P ulx + vh).
V=0

Im weiteren bezeichnet (Fu)(¥) = U(§) die Fouriertransfor-
mierte der Funktion u(x)j; g(t) sei eine fiir t > O defi-
nierte nichtnegative Funktion mit

(2) [at) & < +oo, [t i <+

Satz 1. Die Funktion g(t) geniige den Bedingungen
(2) und sei im Fall m = 1 ausserdem noch monoton wachsend.
Fir u ¢ C: (R®) 1ist die Nomm

1
&) (] 1ok uo)® o(fy T;ﬂgh

R g%

der Norm (1) fir @(x) = w(|x|) und

t o
f A1 dtf g(s) ——g—i_—m—
o 4 5

€] w(t)

dquivalent. _
Bewedls. Aus der Parsevalschen Gleichung folgt

l{m"Ah an? 3(1JT) In® " j“FqAL g<ﬁ> /™
[ e [ - 0 ()

Rn
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Uber &dquivalente Normen 3

(l*l bedeutet die L,-Norm). Wir bezeichnen das innere Inte-
gral in der rechten Seite von (5) mit I(g,%). Unter obigen
Voraussetzungen existiert eine Fonstante ¢ > U, so dass

¢! I(g,%) cw(lx]) ¢ cI(g,%)

gilt (fir m = 1 wurde dies in [}] bzw. fiir m> 2 in [4]
bewiesen); folglich ist die Norm (3) der Norm in L2(U(|il))
dgquivalent.

Fir @(x) = g(|{%|) gilt die Behauptung von Satz 1 im all-
geneinen nicht mehr, Unter zusdtzlichen Bedingungen an g
ldsst sich jedoch der durch (4) gegebene Zusammenhang zwischen
den Gewichtsfuntionen ©w und g weiter vereinfachen (derar-
tige Bedingungen wurden in [4] angegeben, ausfiihrlich wurde
diese Frage in [5] untersucht). Wir beschrdnken uns auf zwel
einfache Fédlle:

1°, Die Funktion g(t) sei monoton wachsend und gentige
ausser (2) noch der Bedingung

oo
21 f g(7) Tgf;1 < const g(t).
t
Flir ein gewisses ¢ > O gilt dann die zweiseitige Abschat-
zung
&
(6) o) < [ g) § <eu®.
0

2°, Wenn unter den Voraussetzungen 1° das Integral in (6)
durch const « g(t) majoriert wird, dann sind w(t) und
g(t) édquivalent, d.h., es existiert eine Konstante ¢ > O,
so dass ¢} w(t) € g(t) < cw(s) gils.

Bemerkung. Die Voraussetzungen 2° sind erfiillt, wenn ein
€ > 0 existiert, so dass fiir jedes ¢ € (1,%) die Unglei-

chungen

- 459 -



4 J.¥agel

& 2(t) < glet) < L8 2(v)

gelten,

Folgerung 1. Unter den Voraussetzungen 27
ist die ilorm in La(g(lil)) der Norm (3) &quivalent.

Aus Satz 1 erhdlt man unmittelbar die ents»rechenden io-
hauvstungen fir gewichtete Sobolewsche Hiume, Zun Belspisl z1ls

Folgerung 2 . Unter den Voraussetzunzen 2% is%

D

die Norm im Raum Jg(Rn,g(lkl)):

(o i5GERz( x| = <Z { |0%x)] 2eC |>>c:w||ull>

fet|=K

dér Norm

1
(= I J1ak a®uenl® () S jurd)’
lo|=k BT R0 |l
équivalent (dabei ist a= (Fg,.0.,0), lef = Oy toea. tap,
LN SON

Die Behauptine bleibt giiitig, wenn in den Summen (7),

(8) verschiedene (vom Summationsindex abhidngige) Gewichte g,
bzw., Indexsysteme J(x) auftreten.

Die Aequivalenz von Normen der Gestalt (7) und (8) (bei
einer speziellen Klasse von Gewichtsfunktionen) wurde in [1]
zum Bewels von a-priori-ibschitzungen und der IZxistenz eines
rechten Regularisators fir elliptische Differentialoperatoren
auf hannigfaltigkeiten ohne Rand Benutzt.

Zum Abschluss formulieren wir noch ein entsjyrechendes Er~
gebnis fiir den Raum Hu(Rn), der aus allen "langsam wachsen-
den" Distributionen u € S' besteht, fiir die F_%l Fu dem
Raum LZ(Rn. ¢(x)) angehdrt. Dabei genligt die Funktion u(¥)
gewissen Glattheits- und Vachstumsbedingungen (s.[E]). Die
Norm eines LElements u € H% ist gleich der HNorm von F'qy Fu

in Le(q(x)).
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Uber dquivalente Wormen 5

Fol gerung 3. Unter den Voraussetzungen von
Satz 1 ist die Nom

|
2
(1, ] lebro sl = () 472)

; u .
der ..orm im Raum Hw(li|)'

1
) ET (o) 8 |2ax)?

(focis

dquivalent (W(%) ist durch die Beziehung (4) erklart).
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