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ÜBER ÄQUIVALENTE NORMEN IN RÄUMEN MIT GEWICHT 

Die vorliegende Note ergänzt die Arbeiten 3],[4], aas denen 
die Aequivaienz gewisser Normen in Lg- und Wg-Räumen mit Ge-
wicht gefolgert wird. Derartige Räume spielen eine wichtige 
Rolle bei der Untersuchung part ie l ler Differentialoperatoren. 
Besonders bei der Verleitung von a-priori-Abschätzungen erweist 
sich das Vorhandensein verschiedener äquivalenter Normen häufig 
als nützlich ( ' s . [ l ] ) . 

Bezeichungen 
Die Funktion J(x) sei auf Rn messbar, nichtnegativ und 

auf jedem endlichen Gebiet beschränkt. Mit 
= Lp(§ (x ) ) bezeichnen wir den Raum al ler (auf Rn) messbaren 
Funktionen, für welche die Norm 

1 
(1) ||u,L2(9(x))|| = ( J ? (x )|u(x)|2 dx)2 

endlich i s t . In üblicher Weise lässt sich zeigen, dass C^ (Rn) 
in L 2 ( § ( X ) ) dicht l i e g t ( vg l . [2], s.11). 

Es sei J = , . . . »l-mj eiJi ganzzahliger Vektor, 1 < 
< . . . -i < n, h e Rm. Wir setzen h = (h^,h 2 , . . . ,hn ) e Rn 

mit E^ = h^ für v> € J bzw. ĥ , = 0 für 4 J. Analog 
definieren wir ( in Abhängigkeit von J) zu x= (x^ ,x 2 , . . . , x n ) 6 
e Rn einen Vektor x = (x. , . . . , x . ) 6 Rm. Für beliebiges 

m 
natürliches 1 sei 
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2 J.Hagel 

a E u (x> = 2 M)*(v> + vh). 
V=o 

Im weiteren "bezeichnet (Fu)(§) = u.(5) die Fouriertransfor-
mierte der Funktion u(x) ; g ( t ) sei eine für t > 0 de f i -
nierte nichtnegative Funktion mit 

(2) / g ( t ) < +oo, J g ( t ) dt 
.21+1 

< +Oo. 

S a t z 1. Die Funktion g ( t ) genüge den Bedingungen 
(2) und se i im Fal l m = 1 ausserdem noch monoton wachsend. 
Für u e C~ (Rn) i s t die Norm 

(3) 

Rm Rn 

der Norm (1) für §(x) = u(|x|) und 

t 
(4) u ( t ) = J t 2 1 - 1 dt J g(s) ds 

,21+1 

äquivalent. 
B e w e i s . Aus der Parsevalschen Gleichung fo lgt 

(» /Nwihwis.-JH1 
r.m 1 1

 T,m. 

2 

lhlm 

Rn Rm 
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Über äquivalente Normen 3 

( || • || bedeutet die Lg-Korm). V/ir bezeichnen das innere Inte-
gral in der rechten Seite von (5) mit I(g,x) . Unter obigen 
Voraussetzungen existiert eine Konstante c > ö, so dass 

C_1 I(g,x) <u(|x|) < cl(g,x) 

gilt (für m = 1 wurde dies in [3] bzw. für m > 2 in [4] 
bewiesen); folglich ist die Norm (3) der Norm in LgC^C|¿|)) 
äquivalent. 

Für £(x) = g(|x|) gilt die Behauptung von Satz 1 im all-
gemeinen nicht mehr. Unter zusätzlichen Bedingungen an g 
lässt sich jedoch der durch (4) gegebene Zusammenhang zwischen 
den Gewichtsfuntionen u und g weiter vereinfachen (derar-
tige Bedingungen vrnrden in [4] angegeben, ausführlich wurde 
diese Frage in [5] untersucht). Wir beschränken uns auf zwei 
einfache Fälle: 

1°. Die Funktion g(t) sei monoton wachsend und genüge 
ausser (2) noch der Bedingung 

00 

t 2 1 / g ( o ^ f f p r * c o n s t g ( t ) * 

Für ein gewisses c > 0 gilt dann die zweiseitige Abschät-
zung 

t 
(6) c~1 U(t) <. f g ( T ) f < c U ( t ) . 

0 

2°. w'enn unter den Voraussetzungen 1° das Integral in (6) 
durch const • g(t) majoriert wird, dann sind u(t) und 
g(t) äquivalent, d.h. es existiert eine Konstante c > 0, 
so dass c u(t) < g(t) < c u(t) gilt. 

Bemerkung. Die Voraussetzungen 2° sind erfüllt, wenn ein 
e > 0 existiert, so dass für ¿jedes c e (1,«») die Unglei-
chungen 
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4 J.Nagel 

o g ( t ) < g ( c t ) < c 1 _ £ g ( t ) 

gelten. 
F o l g e r u n g 1 . "unter den Voraussetzungen 2" 

i s t die Norm in LgCgCJ x |)) der Norm (3) äquivalent. 
Aus Satz 1 erhält man unmittelbar die entsprechenden Be-

hauptungen für gewichtete Sobolewsche Räume. Zun Beispiel ~ i i t 
F o l g e r u n g 2 . Unter den Voraussetzungen 2° i s t 

die Norm im Raum ./-(R ,g (|x|) ) : 

der Norm 

^|a|=k Rm Hn U lQi y 

äquivalent (dabei i s t ot = (a^ , . . . ,a n ) , |a| = a^ + . . . + « n » 

5 - 51 • • • 5 xl ; ' 
Die Behaupting ble ibt gült ig , wenn in den Summen (7 ) » 

(8) verschiedene (vom Summationsindex abhängige) Gewichte g a 

bzw. Indexsysteme J(oc) auftreten. 
Die Aequivalenz von Normen der Gestalt (7) und (8) (bei 

einer speziellen Klasse von Gewichtsfunktionen) wurde in [ l ] 
zum Beweis von a-priori-Abschätzungen und der Existenz eines 
rechten Segularisators für e l l ipt ische Differentialoperatoren 
auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand Benutzt. 

Zum Abschluss formulieren wir noch ein entsjrechendes Er-u n 

gebnis für den Raum H^(R ) , der aus allen "langsam wachsen-
den" Distributionen u e S' besteht, für die F - ^ Fu dem 
Raum L 2 (Rn . g ( x ) ) angehört. Dabei genügt die Funktion gewissen Glattheits- und Wachstumsbedingungen ( s . 2 ) . Die 

u 
Norm eines Elements u e H^ i s t gleich der Norm von F fj Fu 
in L 2 ( § ( x ) ) . 
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Uber äquivalente Normen 5 

F o l g e r u n g 3 . Unter den Voraussetzungen von 
Satz 1 ist die Norm 

Rm Rn ' ' 
U der „on im Raum H^ |£|): 

1 

( / ü ( | i | ) | F - 1 CL(0| 2c lx ) 2 

äquivalent (u(t) ist durch die Beziehung (4) erklärt). 
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