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SUR L'INÉGALITÉ DE TRANSLATION 

Soient: r un ensemble arbitraire, S une structure algé-
brique par rapport à l'opération ".": Sx S-»-S pas toujours 
définie et R une relation définie sur r et antisymétrique 

(1) A oc Rfi Ay3Eo< =5» « = / » . 
« ,fitr 

Considérons l'inégalité (nommée l'inégalité de transla-
tion) : 

(2) F(F(oc,x),y) R ï"(«,x.y), 

où F:Ex S -*—r est une fonction inconnue, définie sur un 
sous-ensemble de l'ensemble r x S. 

Nous considérons l'inégalité de translation dans la théorie 
du système pseudo-dynamique généralisé ([3])» où S forme un 
demi-groupe abélien, avec l'élément neutre 0, r c'est une 
famille des sous-ensembles non vides d'un ensemble arbitraire 
et R c'est l'inclusion "Cm, 

Bien connue l'équation de translation 

(3) F(P(a,x)fy) = FCa.x.y) 

c'est aussi le cas particulier de (2) pour R = "=". 
Il se pose la question quelle est la liaison entre (2) 

et (3)? 
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2 Z.Moszner 

Supposons dans la suite que la relation R est réflexive. 
Dans ce cas (3) entraîne évidemment (2). 

Si nous supposons que S forme un groupe abélian par rap-
port à l'opération "+" (nous utiliserons dans S la symbolique 
additive) et que 

(4) A F(a,0) =«, 
oter 

(5) A A *(«»*) sfi = <* 
xeS <x$fier 

et F est toujours définie (sur Tx S tout entier), dans oe 
cas (2) entraîne (3). 

En effet supposons que 

(6) A A ï(ï(«,x),j)Hï(« W) 
«eT x,yeS 

et posons F(a,x) = 0. D'après (5) nous avons F(p,-x) = ot 
et (6) prendra la forme 

(7) H?*?)R F(F(fi,-x),x4j)' 

Mais d'après (2) nous avons 

(8) F(F(y3 ,-x) ,x+y) R F(^,-x+x+y) 

Nous avons d'après (7), (8) et (1) 

(9) F(FQ3,-x),x+y) = PÇB,y). 

Posons -x = ut x+y = v, donc y = u+v. Les éléments u et 
v oe sont les éléments arbitraires du groupe S. Remarquons 
que fi est aussi un élément arbitraire de r , puisque d'après 
(5) l'équation F(a ,x) = fi, où x et fi sont arbitrairement 
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Sur l ' i n é g a l i t é de t rans la t ion 3 

f i x é s dans S e t T convenablement, possède une solution par 
rapport à ex . De l à , (9) nous donne 

F(F(/3,u),v) = F(>3,u+v) 

pour chaque y3 de P et u, v de S . Donc (3 ) a l i e u . 
I l en r é s u l t e que dans l a théorie du système pseudo-dyna-

mique général isé s i S forme un groupe abélien.,dans ce cas 
l a r e l a t i o n 

(10) FCFCoc.x^y) C F(a,x+y) 

entraîne l ' é g a l i t é ( 3 ) . En e f f e t , l a r e l a t i o n 

F ( a , 0 ) = { « } 

donne (4) e t d'après (10) s i F(cx,x) =/3 et y = -x nous 
avons 

F ( £ , - X ) C F(ot ,x+(-x)) = F(o,,0) = { « } . 

donc 

F(jB,(x) = {<x) . 

L'équivalenoe (5) a donc l i e u . 
En général l 'équivalence entre (2) e t (3) n ' a pas l ieu* 

En effet»posons: S l e demi-groupe addi t i f des nombres r é e l s 
R + non-négati fs , F - 2®*, H ^ « C » , 

f ( a , x ) = 
| a j pour x = 0 e t a de R+l, 

[0 , | - J pour ï ji 0 e t a de R + 

- 1097 -



4 Z.Moszner 

et 

F(<x,x) = l^j f(a,x) pour ex c R + et x fixé dans S. 
a 6« 

(f a donc pour les valeurs des ensembles - tel cas nous avons 
par exemple pour la fonction d'entré dans l'automate abstrait 
indéterminé [4-]). 

On peut vérifier facilement que (2) et (4) ont lieu, même 
que (5) n'a pas lieu. En effet en posant 
nous avons 

F(«,x) = [o, j], F([o, |],y) = [o, j], P(o.,x+y) = [o, 

donc 

F(F(cx ,x) ,y) £ *(« ,x+y) , 

c.q.f.d. 
On peut aussi considérer "l'inégalité inverse" 

(11) F(«,x.y) R F(F(<*,x),y). 

Si S forme un groupe abélien (dans ce cas "." notons 
"+") et (5) est remplit, dans ce cas (11) est équivalente 
à (3). En effet nous avons 

F(cx,x+y) R F(F(cx,x),y) = F(F(o< ,x) ,x+y+(-x) ) R 

R F[F(F(O< ,X) , - X ) ,x+y] = F(O< ,x+y) , 

donc d'après (1) on a (3). 
En effet c'est une autre démonstration que (2) et (5) 

entraîne (3) - il suffit de remplacer R par la relation 
inverse. Il en résulte que (2) et (11) sont équivalents si S 
forme un groupe dans la classe des fonctions remplissantes 
(5). 

Remarquons que la fonction F remplissant (11) et (4) 
pour r = 2 X, où X est un ensemble arbitraire, S formant 
un groupe abélien et R = "C", ne doit pas remlir (5). 
Il suffit de poser 
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Sur l ' i n é g a l i t é de t r a n s l a t i o n 5 

f ( a , x ) = 
| a j pour x = 0 e t a de R +, 

[o,2a] pour x ^ 0 e t a de R + , 

dans l ' exemple p l u s haut pour avo i r (11) e t (4) e t pour 
n ' a v o i r pas ( 5 ) . Cet exemple, avec l e groupe a d d i t i f des nom-
bres r é e l s au l i e u de S, montre a u s s i que (11) sans (5) 
n ' e n t r a î n e pas ( 3 ) , môme s i (4) a l i e u e t s i S forme un 
groupe a b é l i e n . 

En e f f e t , , nous avons dans ce cas pour x ^ 0 

( l j = F({l} ,x-fc) £ F ( F ( { l } , x ) , - x ) .= F ( [ 0 , 2 ] , - x ) = [ o , * ] . 

S i F(a ,x) n ' e s t pas d é f i n i e sur l ' ensemble T x S t o u t 
ent ier , (dans ce cas i l se pose l e problème q u ' e s t - c e que s i g -
n i f i t que F r e m p l i t (2)? Dans l a t h é o r i e du système pseudo-
-dynamique g é n é r a l i s é on prend l a d é f i n i t i o n s u i v a n t e : F rem-
p l i t (2),| s i 

(à ) A | F ( « , 0 ) e s t d é f i n i e ] , 
a e r L J 

A A [îO* I*) e t F ( F ( a , x ) , y ) d é f i n i e s = ^ F ( a ,x-ry) dé-
« e f x , y é S f i n i e e t (2) a l i e u j . 

C ' e s t une m o d i f i c a t i o n s imple de l a d é f i n i t i o n 8 dans [ 2 ] . 
On peut a u s s i fo rmule r l e s a u t r e s d é f i n i t i o n s à l ' exemple des 
d é f i n i t i o n s de rempl i ssage par l a f o n c t i o n de l ' é q u a t i o n de 
t r a n s l a t i o n ( 3 ) . Les l i a i s o n s e n t r e ces d é f i n i t i o n s sont ana-
logues que dans l e s t ravaux [ l ] , [ 2 ] e t [5]« 
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