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Zenon Moszner

SUR L’INEGALITE DE TRANSLATION

Soieut: M un ensemble arbitraire, S une structure algé-
brique par rapport & l'operation ".": SxS<-S pas toujours
définie et R une relation définie sur I’ et antisymétrique

&) A o R APBRax = a=}fe

o, per

Considérons l'inégalité (nommée l'inégalité de transla-
tion):

(2) F(F(xyx) sy) R Floyx*y),

ou F:FxS -w=[" est une fonction inconnue, définie sur un
sous-ensemble de l'ensemble ["x S.

Nous considérons l'inégalité de translation dans la théorie
du systéme pseudo-dynamique généralisé ([3]), ou S forme un
demi-groupe abélien, avec l1l'élément neutre O, /" c'est une
famille des sous—ensembles non vides d'un ensemble arbitraire
et R clest l'inclusion wCw,

Bien connue 1l'équation de translation

(3 F(F(x,%) y3) = FloxyXoy)

ctest aussi le cas particulier de (2) pour R E owon,
Il se pose la question quelle est la liaison entre (2)

et (3)7
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2 Z.Moszner

Supposons dans la suite que la relation R est réflexive.
Dans ce cas (3) entraine évidemment (2).

Si nous supposons que S forme unr groupe abélien par rap-
port & l'opération "+" (nous utiliserons dans S 1la symboligue
additive) et que

(4) A F(Q,O) =0ty
el
(5) /\ /\ Floayx) =p =F(}5,-x) = o
xeS o,pel’

et F est toujours définie (sur Ix S tout entier), dens ce
cas (2) entraime (3).
En effet supposons gue

(6) /\ /\ F(P(xyX)»y) R Floyx+y)
axel x,y¢8

et posons F(x,x) = A. D'aprés (5) nous avons F(}B,-x) = o
et (6) prendra la forme

Q) P(B)7) R F(B(B,-x) yx+7).
Mais d'aprés (2) nous avons
(8) F(F(p,-x) ,x+3) R F(B,~x+x+y) = F(B,7).
Nous avons d;aprés {(7), (8) et (1)
€)) F(F(p,-x) ,x+7) = F(B,¥).
Posons -x = u, x+y = v, donc y = u+v. Les éléments u et
v ce sont les éléments arbitraires du groupe S. Remarquons

que B est aussi un élément arbitraire de " , puisque d'aprés
(5) ltéquation PF(x,x) =8, ou x et S sont arbitrairement
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Sur l'inégalité de tranmslation

fixés dans S et I’ convenablement, posséde une solution par
rapport &4 «. De la, (9) nous donne :

F(F(Bsu),v) = F(B,u+v)

pour chaque B de I' et u, v de S. Donc (3) a lieu.

Il en résulte que dans la théorie du systéme pseudo-dyna-
mique généralisé si S forme un groupe abélien,dans ce cas
la relation

(10) F(F(xyX),J) C Flo,x+y)
entraine 1'égalité (3). En effet,la relation
F(x,0) :{0(}

donne (4) et daprés (10) si Flx,x) =B et y = -x nous
avons

P(8,-%) C Flowx+(-0)) = Fe:,0) ={«},

donc

P(8,(x) ={a}.

Ltéquivalence (5) a donc lieu.

En général l'équivalence entre (2) et (3) n'a pas lieu.
En effet,posons: S 1le demi-groupe additif des nombres réels
R* npon-négatifs, I = 2R*, R 4 nCw,

{a} pour x =0 et a de R*,

f(a’x) =
[O,%] pour x #0 et a de R'
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et
Plx,x) = kj f(a,x) pour o« C R* et x fixé damns S.

aex
(f a donc pour les valeurs des ensembles - tel cas nous avons
par exemple pour la fonction d'entré dans l'automate abstrait
indéterminé [4]).
On peut vérifier facilement que (2) et (4) ont lieu, méme
gue (3) n'a pas lieu. En effet en posent « = {1}, x£04y
nous avons

P, = [0, 3], 7fo, 1] - [0, 1], 26 ey = [o, %],

donc

F(FloxyX)»y) & Flo,yx+y),

c.q.f-d'
On peut aussi considérer "1'inégalité inverse"

11 Flx,x*y) R F(F(x,x),y).

Si S forme un groupe abélien (dans ce cas "." notons
"+") et (5) est remplit, dans ce cas (11) est équivalente
4 (3). En effet nous avons

F(oc,x+y) R F(F(x,x),y) = F(Flx,x),x+y+(-x)) R
R P[P(F@,x),-x),x43] = Flx,x+3),

donc d'aprés (1) on a (3).

En effet c'est une autre démonstration que (2) et (5)
entraine (3) - il suffit de remplacer R par la relation
inverse. Il en résulte que (2) et (11) sont éguivalents si S
forme un groupe dans la classe des fonctions remplissantes
(5). .

Remarquons que la fonction F remplissant (11) et (4)
pour I = ZX, ou X est un ensemble arbitraire, S formant
un groupe abélien et R %?"C", ne doit pas remlir (5).

Il suffit de poser
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{a} pour x =0 et a de RY,
f(a,x) = _
[O,Za] pour x £0 et a de RY,

dans l'exemple plus haut pour avoir (11) et (4) et pour
n'avoir pas (5). Cet exemple, avec le groupe additif des nom-
bres réels au lieu de S, montre aussi que (11) sans (5)
_n'entraihe pas (3), néme si (4) a lieu et si S <forme un
groupe abélien.

En effet,nous avons dans ce cas pour x £ 0

{1} = {1} sz 5 FE(f1}0 .0 = B([0,2],-2) = [0,4].

Si F(x,x) nt'est pas définie sur l'emnsemble " xS tout
entier,dans ce cas il se pose le probléme qu'est-ce que sig-
nifit que F remplit (2)7? Dans la théorie du systéme pseudo-
-dynamique généralisé on prend la définition suivante: F rem-
plit (2),si

(4d) A [F(ox,o) est définie] ’

xer

() A /\ I:F(o( 1X) et F(F(x,x),y) définies =>F(ux,x+y) dé-
ael x,y¢S finie et (2) a 1ieu].

v Clest une modification simple de la définition 8 dans [2].
On peut aussi formuler les autres définitions a ltexemple des
définitions de remplissage par la fonction de l'éguation de
translation (3). Les liailsons entre ces définitions sont ana-
logues que dans les travaux [’I], [2] et [5].
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