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Zbigniew Grande

SUR LA r-CONTINUITE DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

XY

Désignons par E ltespace des nombres réels et par =2
ltespace Zx E. Un ensemble A c E est dit r-ouvert lors-
gqu'il est la somme d'une famille & “ensembles étant du type
Fe¢ et Gg et d-ouverts (un ensemble est dit d-ouvert lors-
que chacun de ses points est son point de densité). La fa-
mille R de tous les ensembles r-ouverts est une ﬂopologie
examinée dans le travail [3]. Danms le travail [3]-l'auteur
montre encore une autre topologie (¢ R) telle yue toutes
les fonctions continues presque partout relativement a la
mesure de Lebesgue et approximativement continues sont con-
tinues par rapport & cette topologie. Cette topologie se
compose de tous les ensembles presque ouverts (un ensemble
A ¢ E est dit presque ocuvert lorsqu'il est d-ouvert et
m(A) = m(Int(A)), ol m désigne la mesure de Lebesgue et
Int(A) désigne l'intérieur de l'ensemble A.

Dans cet article j'examine les topologies suivantes:

R,l {A d E2: A est r-ouvert}(1

R, = RxR, ou RxR désigne la topologie ayant comme
sa base la famille des ensembles de la forme A xB, ou
A,B € R}

) Nous définisscns des ensembles r-ouverts et presque
ouverts de la méme fagon que,dans le cas des ensembles
linéaires. L'ensemble A C E° est dit d-ouvert lLorsque
chacun de ses points est son point de densité ordinaire
([4]) p. 106, 128).
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2 Z.Grande

A<:E2: A est r-ouvert et toutes ses coupes Ax =
teE'(x t) eA} et AV= {teE (t,y) eA}sontr-ouverts };
ACE toutes les coupes Ax et AY sont r—ouverts}

rd
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il

I
i
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J A A

4= AcIE2 A est presque ouvert};
T2 =T xT;2
T5 = {A cE": A et toutes ses coupes'Ax et AY sont presque

ouverts];

T4 = {A.CE2: toutes les coupes Ax et &Y sont presque

ouverts}.

Désignons par. ﬁi. et Ti (i =1,2,3,4), respectivement,
les familles de toutes les fonctions continues par rapport &
la topologie R; et Dy,

Théoremnme 1. On a les formules

(2) 35 ¢ By, o i =14
(3) Ry - R, #0 et R, - Ry £ 8.

Démonstraetion. (1): Afin d'établir les

inclusions 12 c R y ou i =1,3,4, remarquons que R, C Ry,
ol 1 = 1,3,4. Demontrons encore que R # R ol 1 = 1,3,4.
Cn voit facilement que R5 c R et R3 c R4. Il suffit

donc de démontrer gue R, # R Soit {Jn k} ou k =

= 1,...,2n et n = 1,2,..., la famille d'1nuervalles fer-

més telle que les conditions suivantes sont satisfaites:

(a) tous les intervalles Jn,k son paralléles & l'axe
d'abscisses;

{b) les extrémités de l'intervalle .Jn X sont de la forme
(=1/n, b, k)’ (-1/(n+1), b, k) (b > 0), quels que soi-
ent les 1ndlces naturels ¥ < 2n et nj

(c) aucune droite ne contient deux intervalles J kq et

J 3 £3 ) B
Byiky  MTnaakg T Tng, Ky
(d) ¢ <:bn,k - bn,k—ﬁ < 4/n pour tout n et pour tout
n.., N _ .
ks 2 +l’ Ou bn,o -— O et bn,2n+1 - ie

Soit {Un,k}’ Oﬁ k = 1,.--,2:& et n = 11,2’009, 13.
famille de rectangles ouverts telle gye:
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Sur.la r-continuité des fonctions 3

w 2B
(e) la densité de la somme U = U LJ1 Un,k au point (0,0)
n=1 k=

~est égale & zéro;
(£) Jn,k c Un,k pour tous n et ki .
(g) les fermetures Cl(Un,k) des ensembles Un,k (k=13c04,2

et n=1,2,...) sont disjointes deux & deux;
(h) les densités des coupes UY et U, respectivement sont

égales &4 0 au point O, gquels que soient les points

X,y € E. '
Etant fixés n et k < 2%, soit S Gl(Un’k)-——[Q,1] une
fonction continue et telle que fn’k(x,y) = 1 pour tout point
(x,y) € Jn,k et fn’k(x,y) = 0 pour tout (x,y) € Cl(Un,k) -
Un,k et fn’k(x,y) < 1 pour tout (x,y) € Un,k - Jn,k'
Posons '

fn,k(x,y) pour (x,y)e Cl(Un,k)’ ou Efl,gﬁ... et

£(u,y) = - on
0 pour (x,y) € ®P-U U Cl(Un,k)‘
n=1 k=1

Remarquons gque les ensembles {(x,y) e E°: £f(x,y) > a} et

{(x,y) e B f(x,y) < a} appartient & TB’ quel que soit

le nombre réel a. Comme T3 c RB’ la fonction f est donc
continue par rapport & R,. Démontrons encore que B =

= {(x,y) € B2: £(x,y) < 1} ¢ R2; Supposons, au contraire,

yue B E R2. Tout ensemble appartenant & R2 étant la somme
dtune femille d'ensembles de la forme X x Xy, ou X4:X, € R
et (0,0) € B, 1il existe deux ensembles A, et A5 r-ouver-
ts et tels gque (0,0) € Agx Ay et Agx A, C B. Comme les
ensembles Ay et A2 sont r-ouverts, on a donc Cl(Int(Aq)))
Dhy et Cl(Int(AZ)) D A, Soitvl'intervalle (x,8) c Int Ay
D'aprés les conditions (b) et (d) il existe un intervalle
Jno’ko gul coupe l'ensemble Aqx (xy8). Cela contredit le
fait que A4, x4, ¢ B. On a donc ﬁz £ §3.
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4 : Z.Grande

(2)tNous avons déja remarqué que §3 c ﬁﬂ et §3 C ﬁ#'
Soient g: [O, c0)—=FE et h: [0, o)—F% deux fonctions con-
tinues telles que g(x) >0 pour x >0, h(x)< O pour
x >0 et l'ensemble ouvert C = {(x,y) € B: x >0 et
) <y < g(x)} a la densité O au point (0,0). Il exis-—
te une fonction continue kgt C1(C) - {(0,0)}—-[O,1] telle
gque kq(x,y) = 0 pour tous les points (x,g(x)) et (x,h(x)),
ou x>0, et kq(x,O) =1 pour tout x > 0. Posons

K (x,y)  pour  (x,3) € CL(C) - {(0,0}

k(x, =
7 0 pour  (X,y) € (E - GL(C)) U {(0,0)} .

On vérifie facilement que la fonction k e R,. D'autre part
la fonction k ¢ RB’ comme Sa coupe ko(x)nz k(E,O) n'est
pas apgroxiggtivement continue. On a donc R3 # R,. La for-
mule R3 # R4 résulte Gu théoréme 2 que nous démontrerons
dans cet article.

(3): Comme la fonction Xk € §1 - R4, on a donc §1 - §4 #
£ 8. La formule R4 - R,.l # # rTésulte du théoreme 2.

Théoréme 2 . I1 existe une fonction f: E —E
qui n'est pas de premiére classe de Baire et telle que toutes
ses coupes fx(t) = f(x,t) et fY(t) = £(t,y) sont conti~
nues presque partout relativement a la mesure de Lebesgue et
approximativement continues (elles sont donc r-continues;
ctest-&-dire continues par rapport & R (voir [3])).

Dans la démonstration de ce théoréme nous appliquerons
le lemme suivant

Lemme 1 . Soit A4 ¢ E un ensemble dénombrable
et tel que Cl(A) =C, ou C est un ensemble fermé de me-
sure lebesguienne zéro. Si D est un ensemble tel que X,
est un point de l'ensemble 4 -~ CGl(D), il existe un ensemble

ouvert G = }y) (x;» B;) tel gue C N (C1(G) - {xo}) =@,
C1(D) N CL(G) = #, CL(G) = U AR { } ot x, est

un point de densité de l'ens emble G.
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Sur la r-continuité des fonctions 5

Démonstration. Comme x € E - CL(D) et
C est un ensemble de mesure lebesguienne zéro, X, est donc
un point de densité de l'ensemble U = E - (C1(D) u C). Il
existe donc un ensemble ouvert G C U +tel que CL(M N
f\(c - {xo}) = @, C1(G) n C1(D) = @&, x, est un point de
densité de l'ensemble G et Cl(G) - {xo} est la somnme
d'une suite d'intervalles fermés,

Démcnstration du théoréme 2. Soient ¢
l'ensemble de Cantor et A4 ¢ G, B ¢ C deux ensembles dis-
joints, dénombrabies et denses dans C. Tous les points des
ensembles A et B rangeons respectivement en certaines
suites {xn} et {yn} telles que x; # X5 et y; # ¥;
pour 1 £ 3 (i, = 1425e+4)s Fixons le nombre nsturel n
et supposons qufon a déja défini les fonctions continues
presque partout et approximativement continues Lhyeeesty
teiles que
(a) o1({x € B: £;(x) £0}) ncr({xe Bif (%) £0)) = @

pour 1 £ j et 1, < nj
(v) Cl({x € B: £.(x) £ 0}) NnCe = {xi} pour i=1,s..,n;
(¢) fi(xi) =1 pour i=1,...,0

Remarquons que X, 4 est un point de densité de l'ensem-

n

ble E - i!% Cl({x € B: £,(x) # O}) - C. Il existe, dtapreés
-]

le lemme 4, un ensemble ouvert G = |_J Gxi, ﬁi) tel que
i=1

¢ N (C1(G) —{xnm}) =g, c:l(c)nLn)1 Cl({er: £(x) # o}) =
1=

©0
= ¢, C1(G) = i?% Exi, ﬁiJ v {xn+1} et x .4 est un point

de densité de l'ensemble G. Soit fheq 2 2 —-[0,1] une

fonction countinue presque partout, approximativement continue
et telle iue fn+ﬂ(xn+1) =1 fn+ﬂ(x) =0 pour x ¢ CL{G).
ifemarquons cue Cl{x € E:fn+1(x) £ 0})r)Cl({xe 2if. (%) £(ﬂ):
g pour 1 < n+i et Cl({xe E:fnfﬂ(x) % O})113 = {Xn+4}‘
‘ar conséguent fn+4(x) = 0 pour touv point € B. 30it

o
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€ Z. Grande

£x3) =) £ (0 ()

n="1

Remarquons que toutes les fonctions fx(t) = f(x,t) et

fy(t) = £(t,y) pour x,y,t € E sont continues presque par-—
tout et approximativement continues. Cependant la fonction f
n'est pas de premiére classe de Baire, comme f£(x,x) = 1 pour
tout xe A et f(x,x) = 0 pour tout x e B, d'ou notre
théoréme.

Remarque 1. La fonction f du théoréme 2
est de deuxiéme classe de Baire, comme toutes ses coupes fX
et fY sont approximativement continues (voir [1]).

Théoreme 3, Une fonction f:Ee—*-E appart-
lent & 51 51 et seulement si elle est continue presque par-
tout et approximativement continue.

Démons tration. Suffisance. Soit f:E°—=E
la fonction continue presque partout et approximativement
continue. Fixons le nombre réel a et considérons l'ensemble
{(x,y) € Ez:f(x,y)l< a.}: L. La fonction f étant approxi-
mativement continue, l'ensemble A est d-ouvert. D'autre
part, la fonction f est également conbtinue presque partout,
on a donc mZ(A) = m2(Int(A)) (m2 désigne la mesure de Le-
besgue dans EZ). I1 en résulte que l'ensemble A est pres-
que ouvert. De la méme fagon on démontre que l'ensemble
{(x,y) € 2 £f(x,y) > a} est presque ouvert.

Nécessité. Supposons, au contraire, qu'il existe une fonc-
tion £:E° —F qui appartient & T1 et qui n'est pas conti-~
nue presque partout (toute fonction appartenant a Tq est
approximativement continue). L'ensemble D(f) des points de
discontinuité de la fonction f est donc de mesure lebes-
guienne positive (m2(D(f)) > 0). 1I1 existe pour tout point
(x,¥) € D(f) un intervalle ouvert d'extrémités rationnelles
(a(x,y) b(x,¥)) tel que (x,y) n'est aucun point intérieur
de ltensemdle £ '((alx,7),b(x,7))) et £(x,5) e @(X,7)b0x,3)e
L'ensemble D(f) étant de mesure positive, 1l existe un in-
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Sur la r~continuité des fonctions 7

tervalle ouvert (s,b) tel que l'ensemble B = {(x,y) € D(L£):
t (a(x,y),b(x,¥y)) = (a,;b)t est de mesure extérieure positive.
Far conséguent 1l existe un intervalle fermé [a,] ,b,]] ¢ (a,b)
tel que l'ensemble B, = f-q([aq,b,’]) N B est de mesure ex-
térieure positive. Comme

B, c 0l ({(x,y) € EZ:f(x,y) > b]) vCl ({(x,y) € E2:f(x,y) < a}) ’

on a donc mE(B1 n Cl({(x,y):f(x,y) 2=b}) >0 ou bien
m’alL (B,] n ¢l ({(x,y) T (X,y) < a})) >0, ol mg désigne la me~
sure extérieure de Lebesgue dans l'espace B2, Par raison
de symétrie, on peut supposer que m;(Bqf\Cl({(x,y):f(x,y)s;
<af)) > 0. Remarquons que l'ensemble {(x,y)e E2:f(x,y)>a +
+ (a1 - a)/2} n'est pas presque ouvert, comme 1l contient
l'ensemble B, N Cl({(x,y):f(x,y)=s a}) qul est de mesure
extérieure positive, d'ou une contradiction.

-Théoreme 4, On a
&) fé g Ti, ou 1 = 1,3,4;

(2) T3 § T, ol 1=1,45
(3) T)-T, #8 et T, -T, #0.
Démonstration. (1): Les inclusions TZ c Ti,

ou 1 = 1,3,4, résultent du fait que T, ¢ T;, ou 1=1,3,4.
Les inclusions T3 ¢ T, et T5 ¢ T, sont évidentes. La
fonction f de la démonstration du théoréme 41 montre gue
T, £ Tj. o
B (E? et (3): DNous avons déja remarqué gue T5 cT, et
T5 C T,. La_foncféon k de la déEonstEation du théoréme 1
montre quse T3 # T.. La formule T, - T, £ @ résulte du
théoréme 2 et la fonction k de la démomnstration du théoré-
me 1 montre que Ta - TA £ 2.

Théoreéeme 5 . On a
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8 Z.Grande

Démonstration. Soit ACE l'ensemble de
Cantor de mesure positive. L'ensemble X ~ 4 est la somme
de ses compostantes @xn,plp, o n = 142ys++ s+ Posons,
pour n=1,2,...,3~n=un+(pn-an) 1070 et 6, =5, -

- (B, Cap)d 1078 (#, = —° lorsque o, = -0 et & =00
lorsque an = 00 ), Remarquons que lL'ensemble

B=aul) (g,:6) U gy, 072" u ) (6,+8,-6,)/2"p,)

n=1 n=1 n=1

est d-ouvert, du type Fs et Ggs ¢t que l'ensemble E - B
est dense dans 4. D'aprés le thécvréme 3.1 du travail [3]

il existe une fonction g:E—E pproximativement différen-
tiable et telle que g(x) =1 pour x e A et g(x) =0

pour x € T - B, La fonction g est continue par rapporst

4 la topologie R, mais elle n'est pas continue presque par-
tout. Fosons

£(x,3) = g(x) pour (x,y) € E2.

La fonction f e ﬁi - Ti, pour 1 = 1,2,3,4, d'ou notre
théoréme.,
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