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SUR LA r-CONTINUITÉ DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 

Désignons par E l ' e s p a c e des nombres r é e l s e t par 

l ' e s p a c e E ir S. Un ensemble A c E es t d i t r -ouvert l o r s -

q u ' i l es t l a somme d'une f a m i l l e d'ensembles étant du type 

Fg- et G^ e t d-ouverts (un ensemble e s t d i t d-ouvert l o r s -

que chacun de ses points e s t son point de d e n s i t é ) . La f a -

mi l le R de tous l e s ensembles r - o u v e r t s es t une tropologie 

examinée dans le t r a v a i l [$]• Dans le t r a v a i l [3] l ' a u t e u r 

montre encore une autre topologie (c R) t e l l e ^ue toutes 

l e s fonct ions continues presque partout relat ivement à l a 

mesure de Lebesgue e t approximativement continues sont con-

t inues par rapport à c e t t e t o p o l o g i e . Cette topologie se 

compose de tous l e s ensembles presque ouverts (un ensemble 

A c E es t d i t presque ouvert l o r s q u ' i l e s t d-ouvert e t 

mi(A) = m(Int(A)) , où m désigne l a mesure de Lebesgue e t 

Int(A) désigne l ' i n t é r i e u r de l 'ensemble A. 

Dans c e t a r t i c l e j 'examine l e s topologies suivantes : 

R̂  = | a c E 2 : A e s t r - o u v e r t } ^ 

R2 = R * R , où R x R désigne l a topologie ayant comme 

sa base l a f a m i l l e des ensembles de l a forme A x B, où 

A,B 6 R; 

C1 ") • • 
v J Nous déf in issons des ensembles r - o u v e r t s e t presque 

ouverts de l a même façon que dans l e cas des ensembles 
l i n é a i r e s . L'ensemble A c E2 e s t d i t d-ouvert lox-sque 
chacun de ses points e s t son point de densité ordinaire 
( O ] p. 106, 128). 
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RJ = {acE 2: A est r-ouvert et toutes ses coupes Â . = 
/ t e E:(x,t) e A} et AY= jt e E:(t,y) e A} sontr-ou-verts ] ; 

R = ÎACE 2: toutes les coupes A^ et A7 sont r-ouvertsl; r ? i 
T^ = |ACE : A est presque ouvert}; 
T2 = T * T; 
Tj = |A cE2: A et toutes ses coupes 'Â . et A7 sont presque 

ouverts j; 
T^ = |ACE2Î toutes les coupes AX et A7 sont presque 

ouverts 
Désignons par R^ et ^ (i = 1,2,5,4), respectivement, 

les familles de toutes les fonctions continues par rapport à 
la topologie R^ et T^. 

T h é o r è m e "U. On a les formules (1) R 2 Ri, où i = 1,3,4; 
(2) R^ % Ëi> où i = 1,4, 
(3) R1 - \ Â 0 et R 4 - B^ ji 0. 
D é m o n s t r a t i o n . (1): Afin d'établir les 

inclusions R 2 C R^, où i = 1,3,4, remarquons que R 2 c Ri, 
où i = 1,3,4. Démontrons encore que 1 2 ^ Ri, où i = 1,3,4. 
Cn voit facilement que Rj c ^ et R^ c R^. Il suffit 
donc de démontrer que R~ i R3. Soit {Jn>k)> où k = 
= 1,...,2n et n = 1,2,..., la famille d'intervalles fer-
més telle que les conditions suivantes sont satisfaites: 
(a) tous les intervalles J Q k son parallèles à l'axe 

d'abscisses ; 
(b) les extrémités de l'intervalle Jn k sont de la forme 

(-1/n,bnk), C-1/(n+1),bnjk) (tnjk'=>0), quels que soi-
ent les indices naturels k ̂  2n et nj 

(c) aucune droite ne contient deux intervalles J v et 
n2,k2 ^ n^ , n 2 , k 2 ' 

(d) 0 •< b -, - b 1/n pour tout n et pour tout n,K n j i 
k ^ 2n+1, où b n > 0 = 0 et b n j 2 n + 1 = 1. 
Soit | UQ , où k = 1,..., 2n et n = ',2,..., la 

famille de rectangles ouverts telle que: 
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- 2e1 
(e) la densité de la somme U = U U U_ v au point (0,0) 

n=1 k=1 n , K 

est égale à zéro} 
(f) J_ v

 c U , pour tous n et k} iijA. 
(g) les fermetures d ( U n k) des ensembles U n k (k=1,...,2 

et n=1,2,...) sont disjointes deux à deuxj 
(h) les densités des coupes Uy et U x respectivement sont 

égales à 0 au point 0, quels que soient les points 
x,y e E. 

Etant fixés n et k « 2n, soit fQ k: 01(Un — [9,l] une 
fonction continue et telle que fQ ^(Xfy) = 1 pour tout point 
(x,y) e J k et fn>k(x,y) = 0 pour tout (x,y) e Cl(Unjk) -
Un,k e t ^n.k^'y) ^ 1 p o u r t o u t e Un,k " Jn,k' 
Posons 

f(^,y) = 

fnjk(x,y) pour (x,y)e Cl(Unjk), où et 
k 2r 

« 2 n 

2 pour (x,y) e E - U U Cl(Un|k)-
n=1 k=1 

Remarquons que les ensembles {(x,y) e E 2: f(x,y) > al et 
(2 1 • (x,y) e E : f(x,y) < a j appartient à Tj, quel que soit 

le nombre réel a. Comme T^ c R^, la fonction f est donc 
continue par rapport à R^. Démontrons encore que B = 
= |(x,y) e E 2: f(x,y) c 1 )• £ R2» Supposons, au contraire, 
uue B e Rg* Tout ensemble appartenant à R 2 étant la somme 
d'une famille d'ensembles de la forme X^ x X2, où X ^ e R 
et (0,0) e B, il existe deux ensembles A^ et A2 r-ouver-
ts et tels que (0,0) e A^* A2 et A^x A2 c B. Comme les 
ensembles A^ et A2 sont r-ouverts, on a donc Cl(Int(A^))D 
A^ et Cl(Int(A2)) D A2. Soit l'intervalle (c*,;3)clnt A2< 

D'après les conditions (b) et (d) il existe un intervalle 
J k C 0 UP e l'ensemble A^ x (c*,y3). Cela contredit le 

o ' o 
fait que A^ x A? c B. On a donc R 2 ¡£ Rj. 
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(2):Nous avons déjà remarqué que R^ c R^ et R^ c R^. 

Soient g: [ o , «*>) E et h.: [ o , <»)-—E deux fonctions con-

tinues telles que g(x) > 0 pour x > 0, h(x) c 0 pour 

x > 0 et l'ensemble ouvert C = j(x,y) e E 2: x > 0 et 

h(x) < y < g(x) J a la densité 0 au point (0,0)< Il exis-

te une fonction continue k^ : 01(0) - {(0,0)}—-[0,1] telle 

que k,|(x,y) = 0 pour tous les points (x,g(x)) et (x,h(x)), 

où x > 0, et ^(XjO) = 1 pour tout x > 0. Posons 

k(x,y) = 
kyj(x,y) pour (x,y) 6 01(0) - {(0,0)} 

0 pour (x,y) 6 (E2 - 01(0)) U {(0,0)J . 

On vérifie facilement que la fonction k e R,,. D'autre part 
— O 1 

la fonction k i Rj, comme sa coupe k (x) = k('x,0) n'est 

pas approximativement continue. On a donc R^ ^ R^. La for-

mule Rj ^ R^ résulte du théorème 2 que nous démontrerons 

dans cet article. 

(3): Gomme la fonction k e R^ - R^, on a donc R^ - R^ ^ 

£ 0. La formule R^ - R^ ^ 0 résulte du théorème 2. 

T h é o r è m e 2 . Il existe une fonction f sE 2— 

qui n'est pas de première classe de Baire et telle que toutes 

ses coupes = f(x,t) et fy(t) = f(t,y) sont conti-

nues presque partout relativement à la mesure de Lebesgue et 

approximativement continues (elles sont donc r-continues; 

c'est-à-dire continues par rapport à R (voir [3])). 

Dans la démonstration de ce théorème nous appliquerons 

le lemme suivant 

L e m m e 1 . Soit A c E un ensemble dénombrable 

et tel que C1(A) = 0 , où C est un ensemble fermé de me-

sure lebesguienne zéro. Si D est un ensemble tel que x Q 
est un point de l'ensemble A - 01(D), il existe un ensemble 

00 

ouvert G = U («.;, >3-) tel aue 0 n (Cl(G) - {x l) = 0, 
i = 1 i00.' r i f 1 1 

C1(D) n C1(G) = 0, 01 (G) = !J [«i.ysj U (x0J et x 0 est 

un point de densité de l'ensemble G. 
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D é m o n s t r a t i o n . Comme xQ e E - C1(D) et 
C est un ensemble de mesure lebesguienne zéro, xQ est donc 
un point de densité de l'ensemble U = E - (C1(D) u G). Il 
existe donc un ensemble ouvert G C U tel que Cl^C) O 
n (c - jxoj) = 0, Cl(G) n C1CD) = 0, x 0 est un point dt 
densité de l'ensemble G et C1(G) - |xQ| est la somme 
d'une suite d'intervalles fermés. 

D é m o n s t r a t i o n du théorème 2. Soient C 
l'ensemble de Cantor et A c C, B c C deux ensembles dis-
joints, dénombrabies et denses dans C. Tous les points des 
ensembles A et B rangeons respectivement en certaines 
suites jxnj et |y n| telles que x^ £ x^ et y^ i y^ 
pour i i j Ci»0 = 1,2,...). Fixons le nombre naturel n 
et supposons qu'on a déjà défini les fonctions continues 
presque partout et approximativement continues f^,...,fQ 
telles que 
(a) Cl({x g E: ft(x) /É o}) 0 Cl(jx e Ecf^Cx) ^ o}) = 0 

pour i £ j et i,j n$ 
(b) Cl({x e S: fi(x) £ o}) n C = |xi| pour i=1,...,n} 
(c) = 1 pour i=1,...fn. 

Remarquons que est un point de densité de l'ensem-
n . 1 ble E - Î J Cl(|x e E: f.^(x) ̂  Oj) - C. Il existe, d'après 

oo 
le lemme 1, un ensemble ouvert G = t̂ J (oĉ , fi^) tel que 

G r\ (C1(G) -|x n + 1J) = 0, Cl(G)n£j Cl({xeE: f^x) t o}) = 
= 0, C1(G) = C) [ai» ¿ J u {x

n+l} e t xn+1 e s t u n p o i n t 

de densité de l'ensemble G. Soit - 3 — Qo,1] une 
fonction continue presque partout, approximativement continue 
et telle jue fn+/](xn+1) = 1, f'n+-,U) = O pour x i C1<G). 
remarquons que Cl{x e E:fn+1(x) / o}) nCl({;i s ¿¡f-(x) i C'}) = 
= 0 pour i < n+1 et Cl({x e E :fnf. (x) t 0})n3 = { x ^ J . 
Par conséquent f .(x) = C poux* tout point € 3. Soit 
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f(x.y) = fn ( x> fn ( y )-
n=1 

Remarquons que 'toutes les fonctions fx("t) = f(x,t) et 
f^(t) = f(t,y) pour x,y,t e E sont continues presque par-
tout et approximativement continues. Cependant la fonction f 
n'est pas de première classe de Baire, comme f(x,x) = 1 pour 
tout x € A et f(x,x) = 0 pour tout x e S, d'où notre 
théorème. 

R e m a r q u e 1 . La fonction f du théorème 2 
est de deuxième classe de Baire, comme toutes ses coupes f 
et f^ sont approximativement continues (voir [l]). 

2 
T h e o r e m e 3 . Une fonction f :E —»E appart-

ient à Tj si et seulement si elle est continue presque par-
tout et approximativement continue. 2 

D é m o n s t r a t i o n . Suffisance. Soit f:E E 
la fonction continue presque partout et approximativement 
continue. Fixons le nombre réel a et considérons l'ensemble 

x,y) < a } = A. La fonction f étant approxi-
mativement continue, l'ensemble A est d-ouvert. D'autre 
part, la fonction f est également continue presque partout, 
on a donc n^CA) = n^ClntCA)) (nig désigne la mesure de Le-
bestjue dans E^). Il en résulte que l'ensemble A est pres-
que ouvert. De la même façon on démontre que l'ensemble 
|(x,y) e E2: f(x,y) > aj est presque ouvert. 

Nécessité. Supposons, au contraire, qu'il existe une fonc-p . -
tion f:E —*-E qui appartient à T^ et qui n'est pas conti-
nue presque partout (toute fonction appartenant à T^ est 
approximativement continue). L'ensemble D(f) des points de 
discontinuité de la fonction f est donc de mesure lebes-
guienne positive (m2(D(f)) >0). Il existe pour tout point 
(x,y) £ D(f) un intervalle ouvert d'extrémités rationnelles 
(a(x,y),b(x,y)) tel que (x,y) n'est aucun point intérieur 
de l'ensemble f~1((a(x,y) ,b(x,y))) et f(x,y) e (a(x,y) ,b(x,y)). 
L'ensemble D(f) étant de mesure positive, il existe un in-
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tervalle ouvert (a,b) tel que l'ensemble B = 
: (a(x>y)»b(x,y)) = (a,b)j est de mesure extérieure positive. 
Far conséquent il existe un intervalle fermé [â  fb^] c (a,b) 
tel que l'ensemble B^ = ([a^»bj) n B est de mesure ex-
térieure positive. Comme 

B^ C Cl ({(x,y) e E2:f(x,y) > bj) u Cl({(x,y) e B2:f(x,y) ̂  aj) , 

on a donc m^CB^ n Cl (|(x,y) :f (x,y) 3® bj) > 0 ou bien 
m2 (B1 ̂  G 1 ({(x»y) :f(x>y) a})) ̂  0» m2 désigne la me-
sure extérieure de Lebesgue dans l'espace S^. Par raison 
de symétrie, on peut supposer que m^ (b„( H Cl ({(x,y) :f (x,y) 
^aj)j>0. Remarquons que l'ensemble j(x,y)6 E2:f(x,y)>a + 
+ (a^ - a)/2j n'est pas presque ouvert, comme il contient 
l'ensemble B^ A Cl(|(x,y):f(x,y) as aj) qui est de mesure 
extérieure positive, d'où une contradiction. 

T h é o r è m e On a 
(1) T2 £ Ti, où i = 1,3,4; 
(2) Tj £ où i = 1,4; 
(3) ^ - T 4 ^ 0 et T4 - T̂j t 0. 

D é m o n s t r a t i o n . (1): Les inclusions T2 c T^, 
où i = 1,3,4, résultent du fait que T^ c T^, où i=1,3,4. 
Les inclusions T^ c T^ et Tj c T^ sont évidentes. La 
fonction f de la démonstration du théorème 1 montre que 
T 2 * ôy _ _ 

(2) et (3): Nous avons déjà remarqué que T^ c T^ et 
Tj c T^. La fonction k de la démonstration du théorème 1 
montre que Tj ^ T^. La formule - T^ é 0 résulte du 
théorème 2 et la fonction k de la démonstration du théorè-
me 1 montre que T^ - T^ ^ 0. 

T h é o r è m e 5 • On a 

£ ^ pour i = 1,2,3,4. 
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D é m o n s t r a t i o n . Soit A c E l'ensemble de 
Cantor de mesure positive. L'ensemble E - k est la somme 
de ses compostantes («n,j3n), où n = 1,2,... . Posons, 
pour n = 1,2 2Tn = "n + " ̂  1 0~ n e t 5 n = fin " 
- ( o<n) 10~n (yn = - oo lorsque a n = - et <Sn = °° 
lorsque = o° ). I-iemarquons que l'ensemble 

B = A U G U G ^ ' V ^ V V ^ U G 
n=1 n=1 n=1 

est d-ouvert, du type et G,y et que l'ensemble E - B 
est dense dans A. D'après le théorème 3.1 du travail [î] 
il existe une fonction g:E—»E approximativement différen-
tiable et telle que g(x) = 1 pour x e A et g(x) = 0 
pour x e E - B. La fonction g est continue par rapport 
à la topologie H, mais elle n'est pas continue presque par-
tout. Posons 

f(x,y) = g(x) pour (x,y) e E2. 

La fonction f e - T^, pour i = 1,2,3,4, d'où notre 
théorème. 
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