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Zdzistaw Puzio

SUR UN PROBLEME GENERALISE DE FOURIER
POUR UN SYSTEME D’EQUATIONS INTEGRO-DIFFERENTIELLES

Soit le systéme de m équations intégro-différentielles
du type parabolique de la forme

2.1 n i 1
E 1 § . .y 2 1
(1) alp(X,t) a?:«‘alxg +) bxe) g v etx ety - P -
©,p=1

=1

= Fi[x.f,u.ux. Jgi(X,Y,t,u(Y,t),uy(Y,t))'l xvl"’dy]. 1=1,...,m,

1 1 m m
1. m _|8u du %u ou
ol u = [u seeeyll J, ux -[—611_ geeey axn geeey ax1 gveey _axn_]’

X = (x,‘,...,xn) €eQ,t <0, ;R cR? est un dpmaine borné;
T est upe constante positive; |XY| désigne la distance
euclidienne des points X et Y; soit D =8 x(0,T7),
S = 3R % (0,T>.

Admettons les hypothéses suivantes:

1. Les fonctions réelles ag(X,t) (i=l,eee,mj a,p=
= 1,000on) sont définies dans la région D et y vérifient
les conditions de Holder

aip(x,t) - aip(X,] ,t1A)| < const [l XX, Ih + |t—t.‘ lh'] ’

o8 0<h<1, O<h<«<1.
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2 ZoPuzio

2. Leg formes quadratiques % a;p(x.t)zmzp (1=15044,m)
o, 5=1

sont définies-positives dans la région D.

3, La surface 3R vérifie la condition de Liapounoff

avec un exposant x €(0,1> . . .

. 4. Les fonctions réelles ‘qi‘(x,t), et (X,t), FH(X,t,u,w,s),
gl(x,Y,t,u,W) (01:1 i=1’ooo,m; (x-=1,noo y0y 1 = [u ,--o,um];

w = [u,l,...,un,...,u?,...,ug] définies dans D, D, =
={(X,t,u,w,s) : (X,t) e D, u e R®, we R™®, s ¢ R},
D, = {(X,X,5,u,m) : X,YeR, t € (0,T>, u e B, w e Rmn},
respectivement, vérifient les inégalités

|, o) | < mpeP|xeg |4, Jolct, )] < mos™fxpe| ™0

lF’i(X,t,u,w,s)l <mFut-sF|XPX|"p +
. z 312+ 505 1)« o7 ).
J= =1 v=1
Igl(X,Y,t,u,w)l émg
et satisfont aux conditions suivantes

lbi(x,t) - bi(x,l,t)I < kb(sz’)-l XX, h -p

|eix,®) - txy,w| < k@)

xx, |Pes7F,

N . -S
|F1(x,t,u,w,s) - Fl(x,t,E,W,E)l ng(Q‘)-lmth t F 4

m
+k'F i‘ua—ﬁal +Zi|ug-ﬁg| + |s-8|
J= 3=1

=1
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Sur un probléme généralisé de Fourier 3

dans tout domaine fermé 2% situé 4 1l'intérieur du domaine &
et

|g1(XYtuw)—g(XYtu,w)|

k'g-iluj u3| +z§;|ua-u dans le domeine R
3=1

b,m ,mF,mF,m ,kb,k ’kF kF’kg’kg sont des constantes posi-
tives, kb,kc,kF dépendent du domaine Q* hF et h sont
des constantes positives non-supérieures a ltunité; g d, 8py
p,r sont des constantes non négatives inférieures & l'unité
et vérifient les inégalités: p+2p<<1, d+4f<< 1,
min(h,2h,x) < 2B; le point Py € 3R est le plus approché
du point X.

En outre, nous admettons que les fonctions bl, ct, F
sont continues et gl sont intégrables daens les domaines D,
D, et D,, respectivement.

5. L'exposant 6 appartient & l'intervalle <{0,n).

. 6. Nous introduisons les fonctions Gt(P,t,u),
HY(P,t,Y,7,u,w) (i=1,¢..,m) définies et continues pour
(P,t) €8, (¥,1) €D, u = uq,...,um] € R®, w =
= [u:“,,...,ug,...,uﬁl,...,ug e R"® et vérifiant les inéga-
lités:

. T -8
| G(®,t,u) I < mg i L3l & mi.;t G
J="

. . — ¥ . _
|6t 6,0) - 6h@, 0] <X z L - @Il
3:

| B 2,8, 0,0 | < my ilual iihgr +

J=1 »=
- mpCee) |y P
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4 Z.Puzio

I Hl(PatsY:‘tousw) - HI(P,'C,Y,'L’,E,;D|<

gkﬁ<;|ud-ad| ;:pﬂ)

ou mG’mE}’mH’mii'kH>.o’ 0.<kG‘<—2-15; 8g ?t Sy soz.zt‘des
constantes non négatives, inférieures & l'unité et vérifient
les inégalités sg#p <1, 2sy+p <2.

7+ Introduisons, en outre, les fonctions h x)
(i=1,00e,m) définies et intégradbles dans le domaine R, qui
satisfont aux conditions

|hi(X)l<mh|IPx|-p, oi m, =0,

. Nous posons le probléme de la recherche des fonctions
wl(X,t) (i=1,ees,m) qui vérifient:
I. le systéme (1) em tout (X,t) e D,
II. les conditions initiales

(2) lim u*(X,t) = b*(X)
: =0
en tout X €@, ou les fonctions h*(X) sont continues,

III. les conditions limites intégro-différentielles non
linéaires

t
3 3 -GRP.t.u(P,tn +‘f¢f HY(P,t,Y,7,u(¥,7),uy(¥,7))d¥dr
0

en tout (P,t) € S, ou % désigne la valeur limite de la
P

dérivée transversale
i i .
. X
g—’i“P- = lim a;ﬂ(x,t)cos(NP,xp) ._l_l_aﬁ;_t_)_
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Sur un probléme généralisé de Fourier

Dans le travail [3] on a résolu 1le premier probléme de
Fourier avec m=1, n=3, 6=2 et sous les hypothéses assez
fortes. Dans ce travail nous nous appuierons sur les résul-
tats de [1] - [4] pour démontrer l'existence de la solution
unique du second probléme généralisé de Fourier I, IIX, III.

Cherchons cette solution sous la forme des sommes

W A, =Jr 1x,4;%,0)0*(¥,00ni()ay +

t
- er1(x,t;Y.r)Dl(Y,r)F}[Y.r.u(Y.r).uY(Y.o]der *
-0

t
+fff'l(xstiQ.f)Dl(Q.T)(pl(Q.f)de’c, i=1ye00,m,
0

ou Di(Y,r) = (20F)"" det([aoicp]-1) ’

(5)  Fi(y,r,uu,) = -i y(y,) ﬁ%ﬂ -, oty +
ot =1

+ Fi Y,T,u(!,t),uY(Y,t), !gi(Y,Z,t,u(Z,t),uZ(Z,t))lel-Gdz],

r*(X,t3;Y,r) désigne la solution fondamentale de 1'équation
q

- 2,i i
S %p (X0t T3, ~ B = O
xp=1

et vérifie les inégalités

(6) lFl(X,t;Y,t)ls;const(t-r)°#1XY|2#-n,
i .
(7) ‘ar (X,giY,r) S;const |XY|2p-n-1’
v t=-7 )
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6 Z.Puzio

ou u 6(1 --;2, 1), h, = min(h,2h,x); q:l(Q,'r) est une
densité inconnue continue sur 8.

En demandant que les fonctions (4) vérifient les condi-
tions limites (3) pour (P,t) € S on arrive, d'aprés le
théoréme 2 de [3], & m équations intégrales

(8) ¢(p,t) = ff rie,t;,7)0 (q,7)¢H (Q, T )aqdr +
0 8

+ 2J—r (P,t;Y O)D (¥, O)h (Y)dy +
-2 J‘!ﬁI"i(P,t;Y,'r)Di(Y,‘t)Fi'(Y,T,u,uy)de'r N
0

t
-Gi(P,tta) - f!ﬁi(P'toY’T ’G(Yot ),ﬁY(Y,t))de‘t, i=1,...,mn,
. 5 .

ou 1 = [ﬁﬂ,...,ﬁm] présente le membre droit de (4).
Considérons le systéme composé de m équations (4), de
m équations (8) et de mn éqguations suivantes

(9) ) - [ ricx, 57,000 (x, 000t (Day +
v

d!r (X,t;Y, t)D (Y,T)F (Y,7,u uY)det +

ﬁ}(x,t;',r)Di(Q,r)¢1(Q,T)det 1=1ye00yy V=T4s0s 4D,

18]

Ot o%d

ol on a désigné F (X t3Y,7) = 5——-F (X t3Y,7).
Cherchons & resoudre le systéme 4), (8), (9) par rep-
port & 2m+mn fonctions inconnues l(X t), uv(X,t) =

S WX o gip,b).

v
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Sur un probléme généralisé de Fourier ]

Soit un espace fonctionel A composé de tous les systémes

U= [uq,... ,um,u:]],... ,u:l,... ,uflﬂ,... ,uﬁ,qﬂ,...,tpm] de fonc-
tions réelles continues, définies dans les régions ouvertes
D et S, respectivement, et vérifiant pour i=1,...,m,
¥=1,...,0 les inégalités suivantes

sgp [t7|ui(x,t)|].<oo |
(10). sup [tYIXPX le | u.J‘;(X,t)]] << o0

sup [¥|ei e, 0] <o,

ou les constantes y ,8 appartiennent a l'intervalle (0,1).
On définit la distance des deux points

U =[u’l,...,um,uj',-u.llg,q;]»---a?’m]

T = [0 yeeny 00000 e 02, 9 heens @ ]

par la formule
1) d(u,0) = mex sup[t7|u1 - Ell:l +
: 1<i<m D

+ max max sup[ 7|XPX| Iu +02 ]4-
'lg:.(m Kygn D

+ max sup [t Y'(pi-ﬁiil]

Kikm S

L'espace A ainsi défini est metrique et complet.

Les égalités (4), (8), (9) permettent définir la trans-
formation de l'espace A par les relations (pour i=1,...,m,
v =1 geee ,n)
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8 Z.Puzio

. t
(12) vi(x,t) =JI‘i(x,t;Y,O)Di(Y,O)hl(Y)dY —fJ‘Fi(X,t;Y,'c)Di(Y,T)x
08

t
Pt a0 g (r faees [ friee, o0t @ 2 e
03

¢
(13) vi(x,t) =fr,j(x,t;y,o)ni(y,o)hi(v)dy -‘J‘J}‘j(x,t;y,r)pi(y,c) *
¢ 0

t
< B [ne o, e [ [riogsaont @od o,
09%

1 .
. i e
(14) pr(p,t) - 2f f‘”’ £ ng £ (g, )y (3, 1)andr =
0 aR

. t .
i ) . . i ) :
= 2 | &M (P,t3¥,0) :;TY 0) pi(y,o)ni(v)ay - 2 ff—\—l—r—t—)d'" (P ZTY t) pl(y,r)
o]
; J o P

x FE[Y,7,u(,7),u (7, 7)]dvdr - GH(P,8,v(P,t)) +
t

..fin[P,t,Y,'z,v(Y,r),vY(Y,r)]der
0 &

ou v=|:v1,...,vm], vY=[v:]],...,vg].
En supposant que

5y |ut éMut'V, luﬂémut'“’lxpxl"e, Icpilémq,t'y :

(ou M, et M_ sont des constantes positives) on trouve,
d'aprés les hypothéses 4, les inégalités
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Sur un probléme généralisé de Fourier 9

. J r r % 1
const (mF+Mu+m g;-f-mbI,lu+mc.\/[u)

A Dy

[Pyl

ou  MUy= max(sF,{Hy) et p, = max(p,d+8). . .

Vu les théorémes de [3], les fonctions v (X,t), v%(X,t)
(1=14ee0eylly V=1,400,0n) sont définies et continues dans la
région D et vérifient les conditions

(16) | Fy(¥,7,u5uy) | < i=1,400,m,

. o ’l—ﬂ, _[u'u
“17 l Vll = const-mht “ +const'Mcp+const(mF+Mﬂ+mZ_)'t ¥ ,
i -u —y+8' -28'
(18) l vy I < const'm t +const'M(pt IXPX | +
1-(u' "'/L"
r,. T ¥ .
+ const(mF+Mu+mg)t 3

u'ru'y8  sont des constantes positives satisfaisant aux con-
ditions % (14p) << u'<<1, % (14+p, ) < u"<1, 0<<8<1.

Ecrivons les équations intégrales de Volterra (14) sous
la forme

t
9 e -2 [ [reseopi@na -
[OR: 1]

= £3(P,t), i=1y000,m,
ou les noyaux N* = g—,g;-Dl admettent, d'aprés [2] (p.99),

les limitations suivantes aux singularités faibles

244 +h -n-1

(20) N (P,t3Q,7) | < const(t-r)_#"IPQI

h
avec h, = min(h,Zh',x), Mq € <’I +2—°, 1); les fonctions
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10 Z.Puzio

. t .
. 1 . . a1
(21)  £XP.t) = 2f df” plentay - 2 ff“r
4T aT,
¢ 0%

. t .
- Gt - f fﬂldmr
0 Q

sont determinées pour (P,t) € S et, en vertu des supposi-~
tions 6, des inégalités (15), (18) et des théorémes de [2]
(p. 98-108), vérifient les inégalités

i
+D; *FyaYar -

Hd

(22) Ifl(P,t)lsZ Cf'(mh+mG+mé+mh+mF+Mﬁ+mg)-t f,

ou rp = max(;ﬂ,ﬂ%ﬁu"fﬂ,yr,sG,st-1), 'Cf 'est.une'congtante

positive, indépendant des fonctions FT, bé, ct, nt, Gt
Nous en concluons, que les équations (19) admettent des

solutions définies et continues pour (F,t) € S, données par

les formules

t
@3 viE,w=ie,n [ [Renanct@nags, e
0/eQ

et vérifient les inégalités

. -r
(24) l Vl(P,t)l < G, o (m, +n! +m +m+mg e +mE) ot T
y® (M #g H G+ 41, 4 ,

ou G, est une constante positive, indépendant des fonctions
données. Chaque noyau résolvant Ri(P,t;Q,T) POUT 1=1,40.,0
est une somme de la séries des noyaux itérés absolument con-
vergente et vérifie une inégalité de la méme forme que (20),
a savoir

. -, 2u.,#h _—n-1
25) | BiE, 050,00 | < oo (60 Bg| T O, cp=o.
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3ur un probléme généralisé de Fourier 11

I1 en résulte que l'on peut choisir les constantes 7y, 8,6,
My, pour que 26'=8 et alors les fonctions v, v],‘; et
;ul (i=1,e0e,m, P=1,0e0,n) vérifient les inégalités (10).
Nous en concluons gque le point transformé V = [vq,...,
...,Vm,v:},... ,vg, z;;],...,iym:l appartient & A .,

Nous démontrerons a présent que la transformation, définie
par les relations (12), (13), (14) vérifie 1l'inégalité

d (V,V) = Q‘é(ﬁ,U)

ou V= [v ,...,zp :| vV = [:vq,...,zrm:] sont liées avec

[:u yoses§ ] = I:u ,...,cpm], respectivement, par les
formules (12), (13), (23) et q est une constante positive
inférieure & l'unité. En utilisant des égalités (12),(13),(23),
des suppositions 4, 6, des inégalités (6), (7), (25) et ad-
mettant en outre que u <<1-f, nous avons ce gui suit

(26) max sup tylv -V I:I < a,T —ﬁ_#d(U m,
IKi<m D |

ou

(27) a, max[c KpTPa0,m 40k TP, keC,mPum G380 P, G,T ]

5 F2°
ax max sup|t l | |v -vv| <a,T «6(7,0),
1<1i<km 1<v<n D
ou
B p
(29) 2.mauc[c m +i 0 P 4G ke K TP, Com my 40, TP +
Byt 3t .
+ Gy iy, 014'1‘/9] ;
(30) max sup tylgul-yll‘:l [a5T1"“'ﬁ-d('fI',U) +
1€1<m S

1-
+ a4d(V,V):|'(1+CRT ‘u"> ,
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12 Z.%uzio

ou
- ' o Ly ' P ' B
(31) az=max[Gygn, +G, g T +019kagTP, myCq5+C1 gkpT +020kngTﬁJ,

(32) a4=max[2mkG+024T, kHGZZT] .

Les constantes positives 01""’022’CR ne dépendent pas de
fonctions données,

En ajoutant les relations (26), (28), (30) nous aurons
ltinégalité

11uﬂ
— a,+a~,+az+a,C. T _
(33) ST 23R 4Py,
1 CpT i

—8y~8y

ou, ayant kG<<-%E s, on peut choisir la constante T suffi-
samment petite pour qu'on obtienne les conditions

1
(34) a,+a,CpT 1 <1,
a,+a,+a;+a50 ’,I"HU#l
a,+a;+a
(35) o<1 2.2 3R N L P
1

1-34-a4CRT

Nous en concluons que, d'aprés le théoréme de Banach-~Caccio-
poli (voir [1], p. 14), le systéme (4), (8), (9) posséde donc
la solution unique U = uq,...,ﬁm,ﬁq,...,un,(ﬂ,...,¢

Or, dtaprés les propriétés des intégrales gqui figurent dans

les équations (9), nous avons pour 1=1,.e.,0, V=15ese,n
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Sur un probléme généralisé de Fourier 13

en tout poiat (X,t) € D, donc les fonctions trouvées
3 (x,t), @*(P,t) présentent la solution unique du systéme
w), (8).

Quant aux potentiels de charge spatiale figurant dans
(4) il nous reste a demontrer que leurs densités

(36) Qi(Yﬂ') = Di(Y’T)'Fi‘(Y’T la(Y’T) ,ﬁy(Ys'O) i=1s"°9m

vérifient les conditions de HElder. Dans ce but nous allons
établir le lemme suivant qui généralise le résultat analogue
de [4].

Lemme 1. S8i la fonction f£(X,Y,t) est définie,
bornée et intégrable pour X e®R, YeR, t € <0,T> , ou
Q ¢ R? est un domaine borné et si elle vérifie la condition
de H&lder !
|h

l£(X,Y,t) - f(x,I,Y,t)I < comst |XX,|” , 0<h<1,

alors la fonction WQ(X,t) = | £ X‘ L8) 4y (ou 0<< 6 < n)

|xY|

vérifie la condition de Holder de la forme

]

*
| Ho(X,t) = Woy(Xqst)| < comst |xx1|h

. . N X
od h = min(h,n~6), si 6# n=-1, ou bien h est une con-

stante positive arbitraire inférieure & l'unité si 6=n-1.
Demonstration. Nous aurons

(37) | Wg(X,yt) = Wg(Xq,8) | < W (X,8)| + |V (Xq,8)| +

+| Vg gt (Xy8) = Wg_p1 (X,,8)| , ou K=K(X,2|XX,| ) et K =Ku®.

2|XX1I n-1 8
IWK' (X,t)l = sup]fl’wn f 23— dr = const lqul n-=9
0
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14 Z.Fuzio

XL pa B
|WKI(}§1,t)|<sup|f|-wn f 2:6" dr = const |};x,,|n“ ,

ol Wy désigne l'aire de la surface sphérique & n dimen-
sions. Pour évaluer la troisiéme intégrale dans (37) décomm
posons-la en deux suivantes

|£0X,Y,8)-£(X,,Y,1)] h
I, = 3 dY << const [XX,]| )
ol K | XY |

I, = fIIf(x,,,Y,t) ol 1xY70 - |X1Y!‘6ldY<
@ =K
|1x,21° - 1xx]9]
= sup| f| f 6 6 .
Q=K' |xy| |X1Y|
En appliquant les inégalités l |X,|Y| - |x¥| l<|X1X| ,

1
slxtl<|x,1| <52—IXYI ,

|X,]Y|6 - |XY|6!<const[x1f|6""]|x,,¥|
- x| V)

nous avons

d (R)

~1
~r a¥ . r
XX, f | ]XY[6+1 <const unlxx,]| f 6+ dr,
a“x 2 x|

12 <const

ot d(R) désigne la diamétre de Q . )
Si 6# n-1, I2 <const|XX,] ,l}n-—’!—é -—(2|X.X,]| )n—’l— ]

| min(1,n-6) .

gconstbc,lx

1)
/\ \/las-b6| = 606-1|a—bl.
>0 ¢
8376 =1, c <asd ot | X, 1| +|x¥| <2 |xY

81 0<<6<<1, ¢c>>min(a,b) et nin(|X,¥|,

¥ |) = Llxy|.
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Sur un probléme généralisé de Fourier 15

Si 6=n-1, Iesgconst[|X1X|ln6+|XqX!1_£(— qu|51n2|x1x|j]s;

<const|x,x| "¢,

ou £ est une constante positive arbitraire inférieure a
ltunité. En rapurochant les résultats, nous obtenons

X

h
| Tg(Xst) = We(X,,t)|<const (iXX1|n"6 b AL ANOR

ou

h,] =
1-¢ si 6=n-1

[min(ﬂ,n—é) si 6#n-1
et le lemme est alnsi démontré.

En vertu des hypothéses 1,4 et du lemme 1, la densité
(36) du potentiel de charge spatiale figurant dans la formu-
le (4) vérifie une condition de HOlder de la forme

. . - h
YLD = ¢ (T, < 0@ /LWYY1| 9, 12 1y00e,m,

ou M= max(sF,p+y), h9 = min(hF,hg,n-6,h) et CR*) est
une constante positive,

Finalement, en rapprochant les résultats obtenues on peut
énoncer le théoréme suivant.

Théoréme . Siles coefficients du systéme (1),
les fonctions Fl,gl,hl,Gl,H1 et la surface 3R vérifient
les conditions 1 -~ 7 et si les constantes du probléme véri-
fient les inégalités (34), (35), alors il existe un seul
systéme des fonctions UT(X,t) (i=1,ee.,m) vérifiant (1)
en tout point (X,t) € D, les conditions initiales (2) en
tout point X e®; ou les fonctions h(X) (i=1,...,mn)
sont continues, et les conditions limites (3) sur S.
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16 Z.Puzio
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