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Zdzisiaw Puzio 

SUR UN PROBLÈME GÉNÉRALISÉ DE FOURIER 
POUR UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS INTÉGRO - DIFFÉRENTIELLES 

Soit le système de m équations intégro-différentiel les 
du type parabolique de le forme 

(1) + ^ X . t ) f ^ * c i ( X . t ) u i ( X , t ) - | f i = 

¿,|3=1 oc=i 

= F^x.t.u.uj, J E^(X,Y,t,u(Y,t ),Uy(ï,t ))»| XY |"®dïj, 1=1,...,n, 

Où U - Tu1 uml IU, - ^ OU u - LU , . . . , U J , UJJ- "l^ax^ »•••» ax^ »•••• »•••» ÔX Ĵ» 

X = ( x < , , . . . , * n ) € Q , t € <0,T> ; Q Cfi" est un domaine borné; 
T est une constante positive; |XY| désigne la distance 
euclidienne des points X et Y) soit D = Q * (0,T> , 
S = 32 * (0,T> . 

Admettons les hypothèses suivantes: 
1. Les fonctions réel les s^(X,t) ( i = 1 , . . . , m ; <*»£ = 

= 1 , . . . , n ) sont définies dans la région D et y vérif ient 
les conditions de Holder 

- a^CX^ ,t , , ) | < const [| XX1 |h + | t - t , , f ^ , 

où 0 < h < 1 , 0 < li < 1. 
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2 Z . Fuz io 

2. Les formes quadratiques >" ! a^ (3(X,t)Z teZn ( i = 1 , . . . , m ) 
oc,p=1 

sont dé f in ies-pos i t i ves dans la région D. 
5, La surface ôfi v é r i f i e la condit ion de Liapounoff 

avec un exposant x e(0 ,1> . 
Les fonct ions r é e l l e s , u , w , s ) , 

g 1 ( X , ï , t , u , w ) (où i = 1 , . . . , m ; oc=1 , . . . ,n ; u = [ u 1 , . . . , u m ] | 
w = u^] déf in ies dans D, D̂  = 
= { ( X , t , u , w , s ) : ( X , t ) e D, u e R®, w e H0111, s e R } , 
D2 = { ( X , Y , t , u , w ) : X,Y e S , t € ( 0 , T > , u € Rm , w e R™1}, 
respectivement, v é r i f i e n t les inégal i tés 

b j ( X , t ) | < m b t ^ | x P x | - d , | c 1 ( X l t ) | < mct-^|xP-

| P 1 ( X , t , u , w , s ) | < m F ' t & P | X P x j - p + 

1-3 

W i 3=1 J>=1 

g^CX.Y.t.u.w) 

et s a t i s f o n t aux condit ions suivantes 

+ I s | r , , 

m. 

|c^(x,t) - c ^ . t ) ! < k 0 ( f l * ) » | x x 1 | h » t - ^ , 

F i ( X , t , u , w , s ) - ^ ( X . t . ï ï . w . ï ) ! C k p C Q ^ - I X X l ^ t S F + 

+ + f | u j - ïïJ| + |s-§|j 
\ j5T 3=1 V=1 / 
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Sur un problème généralisé de Pourier 5 

dans tout domaine fermé 2 situé à l'intérieur du domaine S 

et 

g^X.Y.t.u.w) - gx(X,Y,t,u,w) l/v kg.|xx| s + 

+ k g I u d - U^l + ^ ^ | uj - uj dans le domaine S ; 

m. i^,mc,mp,mp,mg,kbfkc,kp,kp,kg,kg sont des constantes posi-
tives, k^,kc,kp dépendent du domaine SJ* ; ĥ , et iig sont 
des constantes positives non-supérieures à l'unité; ,d, s^, 
p,r sont des constantes non négatives inférieures à l'unité 
et vérifient les inégalités: p+2/5sg1, d+4j3ss1, 
min(h,2h',x) ^2/3; le point P^ e 3Q est le plus approché 
du point X. 

En outre, nous admettons que les fonctions b^, c 1, F 1 

sont continues et g 1 sont intégrables dans les domaines D, 
D^ et Dg, respectivement. 

5« L'exposant <5 appartient à l'intervalle <0,n). 
6. Nous introduisons les fonctions G1(P,t,u), 

^(Pjt^jt,u,w) (i=1,...,m) définies et continues pour 
(P,t) e S, (Y,r) € D, u = _Tu1,... ,um] e H®, w = 
= u^,.«. »u™,... ,u^J e r"011 et vérifiant les inéga-
lités: 

| G^P.t.u)! < m G lu^|r + m|,'t S°, 

G^CP.t.u) - G1(P,t,u)| ) - ual , 

^(PjtjYjT,u»\v) | sg: m. H 

0=1 

tW*tt\4f 
+ m ^ C f r r ^ l Y P y l - P , 

- 753 -



4 Z.Puzio 

U ^ P . t . Y . t . u . w ) - H ^ P . t . Y . r . ï ï . w ) ! « 

« -• 

où mQ,mQ,Og,ni|j,kg> 0 , 0 < kg < ^ } s^ e t Sg sont des 
constantes non néga t ives , i n f é r i e u r e s á l ' u n i t é e t v é r i f i e n t 
l e s i n é g a l i t é s s^+jî < 1 , 2 S J J + / J < 2 . 

7« In t roduisons , en ou t re , l e s fonc t ions h^X) 
( i = 1 , . . . , m ) dé f i n i e s e t in tégrablea dans l e domaine Q , qui 
s a t i s f o n t aux condit ions 

| ^ ( X ) ! ^ mll|XPx|""p
f où m h > 0 . 

Nous posons l e problème de l a recherche des fonc t ions 
u^CXjt) ( i = 1 , . . . , m ) qui v é r i f i e n t s 

I . le système (1) en tout (X,t) e D, 
I I . l e s condi t ions i n i t i a l e s 

(2) lim u 1 (X, t ) = •h1( ï) 
t - 0 

en tout X e û , où l e s f o n c t i o n s h'Hx) sont cont inues, 
I I I . l e s condit ions l imi t e s i n t é g r o - d i f f é r e n t i e l l e s non 

l i n é a i r e s 

t 
(3) = G i ( P , t , u ( P , t ) ) + J J H^P . t .Y . r , u (Y , r ) , u y (Y , r ) )dYdr 

en tout ( P , t ) e S, où désigne l a valeur l imi te de l a 
dérivée t ransversa le ^ 

S É " Í*5 £ a ^ ( X , t ) c o s ( N p , X ) . 
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Sur un problème généralisé de Fourier 5 

Dans l e t r ava i l [}J on a résolu le premier problème de 
Fourier avec m=1, n=3, 6=2 et sous l e s hypothèses assez 
for tes . Dans ce t r ava i l nous nous appuierons sur l e s ré su l -
t a t s de [1] - [ 4 ] pour démontrer l ' ex is tence de l a solution 
unique du second problème généralisé de Fourier I , I I , I I I . 

Cherchons cette solution sous l a forme des sommes 

(4) u^X . t ) = J"r 1(X,t}Y,0)D1(Y,0)h1(Y)dY + 

- JJr1(X,t ;Y,r)D : L(Y,T)F^[Y,r,u(Y,t) fuY(Y,r)]dYdr + 

+ jTJr1(X ltiQ,r)D :L(Q,r)/(Q tr)dQàT, i=1 , . . . ,m, 
0 32. 

3ù D ^ Y . O = (2vn)-n y ü t ( [ â y ^ j , 

(5) Ff(Y,r, u,Uy ) = nJ ( ï , r ) 9 u i a ^ T ) - ci(Y,Oui(Y.T) 

+ Fi[ï,r,u(ï,T),uy(Y,T), Je1(YtZlT,u(Z,t),uz(Z,T))|YZr6dz], 

f^CX.tjYjO désigne l a solution fondamentale de l 'équation 

S " = 0 

et v é r i f i e l e s inéga l i t és 

(6) | r 1 (X,t ;Y,r ) I ^ const(t-T)_^|XY| 2lU~n, 

(7) a r 1 c x t t î Y , o 
ax„ 

con6t | 12^-n-1 
ct-r r 
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6 Z.Puzio 

où fi. 6 ^ 1 "l)t h Q = min(h,2li,x); cp*(Q,r) est une 

densité inconnue continue sur S. 
En demandant que les fonctions (4) vérifient les condi-

tions limites (3) pour (P,t) e S on arrive, d'après le 
théorème 2 de [̂ 3] , à m équations intégrales 

' h . o aa 

+ 2 f ̂ -r1(P,t*ï,0)D1(Yf0)h
i(Y)dï + 

(8) ^(P.t) = 2 J J^ri(P,t;q,T)Di(<i,r)^(Q,T)diidt 

t 

- 2 ffêi^',1(P,t;yfT)D
i(Y,T)FÎ(ï,Tfu,uy)dYd-r + 

t -G^P.t.u) - JjHVtt,Y/r,Û(Y,T),^(Y,T))dYdT, i=1 m, 

où û = [û1,...,ûm] présente le membre droit de (4). 
Considérons le système composé de m équations (4), de 

m équations (8) et de mn équations suivantes 

(9) = J,rv
i(X,t;Y,0)Di(Y,0)ni(Y)dY + 

- J fry
1(X,tjY,r)D1(Y,T)Fj(Y,T,u,uY)dYdT + 

O Q 

J (X,t;Q,r)D:L(Q>T)(p
:L(Q,r)dQdT i=1 m, v=1,...,n, 

t 
+ 

o as 

où on a désigné r£(X,t;Y,r) = g|- r1(X,t;Y,T). 

Cherchons à résoudre le système (4-) , (8; , (<?) par rap-

port à 2m+mn fonctions inconnues u1(X,t), u^(X,t) = 

= l f e t f i ( P | t ) . 



Sur un problème généralisé de Fourier 7 

Soit un espace fonctionel A composé de tous les systèmes 
r r T l m 1 1 m m 1 mi , „ 
U = ĵ u ,...,u .. ,u^f... .. ,u£, <p ,... ,<p J de fonc-
tions réelles continues, définies dans les régions ouvertes 
D et S, respectivement, et vérifiant pour i=1,...,m, 
V=1,...,n les inégalités suivantes 

(10) 

s u p [ t ^ l ^ C X . t ) ! ] < o o 

s u p [t>|xPx|e | u j ( x , t ) l ] 

s u p [ t ^ | q p 1 ( P , t ) | ] < o o , 

où les constantes -y ,8 appartiennent à l'intervalle (0,1). 
On définit la distance des deux points 

m „1 ..m J „ r 1 m 1 m 1 U = |_u ,... ,u ,... <p ,..., 

par la formule 

(11) cf(U,tJ) = max supft^u1 - u1!] + 
1<i<m D L J 

+ max max sup t*| XPV |8 I u^+ûf, I ] + 
1<i<m 1<j?<n D L 1 a' " v vij 

+ max sup t' / - S 1 . 
1<d<m S L T u 

L'espace A ainsi défini est metrique et complet. 
Les égalités (4), (8), (9) permettent définir la trans-

formation de l'espace A par les relations (pour i=1,...,m, 
v =1,... ,n) 
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Z.Puzio 

t 
(12) v*(X,t ) = Jrl(X,fejï,0)D1(Y,0)h1(ï)dY - JJr l(X 1t{Y,T)D 1(Y 1T) x 

q o a 

X F^[x,r,u(Y,r)fuY(Y,r)]dYdT + J*Jri(X,t;q,t)Di(Q,i)c^(Q,r)cl5.dT 
oaSi 

t 
(13) Yp (X,t ) = f ry

i(X,tjY,0)Di(Y,0)hi(Y)dY - J T r j (X, t ; Y, r )Di( Y, t ) x 
£2 oœ 

X r}[Y,r,u(Y,T)fuy(Y,t)]dYdT+ J J^(Xtt;q,T)D1(q,r)<pi( ifr)dqdT, 
0 

(14) ^ ( P . t ) - 2 J J d r l ( P . ; ^ . T ) Di(Q,r)f*U,t)diidr = 
O as P 

. 2 [ ¿ ^ t j Y . O ? ^(Y.OjhVOdY - 2 f f d r í ( P ' U Y' T ) Dl(Y.r) 
a  p o a  p  

X F^[Y,T,u(Y,T),uY(Y,T)]dYdT - G* (P,t,v(P,t )) + 

t 
- J j,Hi[P,t,Y,T,v(Y,r).vY(Y,r)]dYdT 

o a 

v = [v1,...,-^], v Y = [^»•••»vn]» ou 
En supposant que 

(15) I u N ^ m ^ , u ^ | < M u t - Y | x p x | " e , l ^ l ^ i - y - Y 

(où M u et M^ sont des constantes positives) on trouve, 
d'après les hypothèses 4-, les inégalités 
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Sur un problème généra l i sé de Four ier 9 

• const* (m-p+M +̂m +̂m, M, ,+m M J 
(16) F j c ï . r . u . u y ) < ¿u. * p * ° " ' i = 1 , . . . , a i f 

r |YPY| 

où /U%= max(Sp et p̂  = max(p,d+6). 
Vu l e s théorèmes de [~3H, l e s fonct ions v 1 ( X , t ) , v ^ ( X , t ) 

( i = 1 , . . . , m , v = 1 , . . . , n ) sont d é f i n i e s et continues dans l a 
rég ion D et v é r i f i e n t l e s condit ions 

I i l —JJL R V 

(17) | v | < const'm^t ^ +const,M(p+const(mF+Mu+mg) *t , 

(1e) |v£ < c o n s f m h t " ' a ' + c o n s f M f 0 t " > ' + 8 |XPY |~26 + 

h - y x| 
1 

+ const(m^+M +m ) t ; 

sont des constantes p o s i t i v e s s a t i s f a i s a n t aux con-
d i t i o n s 1 (1+p) < ^ ' < 1 , 1 (1+p+) < ^ " < 1 , 0 < e ' < 1 . 

Ecr ivons l e s équations i n t é g r a l e s de V o l t e r r a (14) sous 
l a forme 

(19) f X ( P , t ) - 2 f J N 1 ( F , t ; Q , r ) ^ 1 ( Q , r ) d Q d r = 
0 afi 

= f 1 ( P , t ) , i = 1 , . . . , m , 

où l e s noyaux N̂ " = admettent, d'après [ 2 ] (p.99)» 

l e s l i m i t a t i o n s suivantes aux s i n g u l a r i t é s f a i b l e s 

(20) ^ ( P . t î Q . r ) l ^ c o n s t ( t - r ) IPQI ^ 0 

avec hQ = min(h,2 l î , j i ) , (JL̂  e + -g—, l e s fonct ions 
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10 Z.Puzio 

i i 
(21) f^P.t) = 2 J •D1«h1dY - 2 J •D^'F^dYdT -

2 P 0 £2 P 

t 
- G1 - J jH1dYdT 

0 S 
sont déterminées pour (P,t) e S et, en vertu des supposi-
tions 6, des inégalités (15) > (18) et des théorèmes de [̂ 2̂] 
(p. 98-108), vérifient les inégalités 

I • I "P 
(22) |f1(P,t)| < ^•(m^mQ+m^+m^+mp+I.ig+m^.t f, 

où r^ = max(/u',/û +(a"-1 ,yr,Sç, ,2Sjj-1l) , est une constante 
positive, indépendant des fonctions F1, c1, h1, G1. 

Nous en concluons, que les équations (19) admettent des 
solutions définies et continues pour (F,t) e S, données par 
les formules 

o 
(23) y1(P,t)=f1(P,t)+JjR1(Ptt;Q,r)f1(Q,r)âQdr, i=1,..., 

0]3È3 
et vérifient les inégalités 

i —r 
(24-) | 5C1(P,t)| ̂ ^.(m^m^+mjj+m^+mp+Mj+m^.t f , 

où Cy est une constante positive, indépendant des fonctions 
données. Chaque noyau résolvant R^Pjt ;Q,r) pour i=1,...,m 
est une somme de la séries des noyaux itérés absolument con-
vergente et vérifie une inégalité de la même forme que (20), 
à savoir 

i • i — 2 / t , , -Hh —n—1 
(25) | R^P.^Q.Ol <CR.(t-r) |PQ| n ° , C R > 0 . 
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Sur un problème g é n é r a l i s é de Four i e r 11 

I l en r é s u l t e que l ' o n peut c h o i s i r l e s cons t an t e s -y, 0 , 9" , 

/U.',/U.", pour que 29' = 9 e t a l o r s l e s f o n c t i o n s v 1 , v^ e t 

w1 ( i = 1 , . . . , m , v = 1 , . . . , n ) v é r i f i e n t l e s i n é g a l i t é s ( 10 ) . 
• r 1 

Nous en concluons que le po in t t ransformé V = I v , . . . , 

. . . »v^ jv^ j , . . . ^ , . . . a p p a r t i e n t à A . 

Nous démontrerons à p r é sen t que l a t r a n s f o r m a t i o n , d é f i n i e 

par l e s r e l a t i o n s (12) , (15 ) , (14) v é r i f i e l ' i n é g a l i t é 

d (V,V) < q» <5(U,U) 

où V = £ v 1 , . . . , V = sont l i é e s avec 

U = ^ u ' 1 , . . . U = [u^ , . . . r e spec t ivement , par l e s 

formules (12) , (15) , (25) e t q e s t une cons tan te p o s i t i v e 

i n f é r i e u r e à l ' u n i t é . En u t i l i s a n t des é g a l i t é s ( 1 2 ) , ( 1 3 ) , ( 2 3 ), 

des suppos i t ions 6, des i n é g a l i t é s ( 6 ) , ( 7 ) , (25) e t ad-

met tant en out re que ¡i < 1-j8, nous avons ce qui s u i t 

(26) max sup[ t? | ^ - V - f l ^ a . T ^ ^ c f â J . U ) , 
1«i«m D ' 

où 

(27) a ^ m a x ^ k ^ T ^ + G ^ + C ^ ' g T ^ , k ^ C ^ + m ^ + k g C ^ , 

(28) max max supí t^l XPY I0 I v^-v,3; il , 
iCUm 1<v<n D L 1 A 1 1 v v u ¿ 

où 

(29) a2=max[G9m c +k^C1 0T^+G1 2k^T^, C g i o ^ C ^ T ^ + 

+ o 1 3 T ^ f O1 4T^] ; 

(50) max s u p l t ^ á 1 - » 1 ! ] ^ d(ÏÏ,U) + 
1<i<m S L ' I J L 5 

+ a4d(V,V)].( l+CRT1~' t t 1) , 
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12 Z.Fuzio 

ou 

(31) a j r m a x ^ g m ^ ^ T ^ g ^ k g í D P , V l 5 + C 1 8 k X + C 2 0 k g k F T P ] > 

(32) a^=max[2mkG+C2/lT, kHC¡22
T] * 

Les constantes positives G^ ,... n e â®Penàen"t; P a s ^e 

fonctions données. 

En ajoutant les relations (26), (28), (30) nous aurons 

l'inégalité 

_ a^+ap+ai+a^CpT . a _ 

1-a 4-a 4G ET ^ 

1 • • 

ou, ayant ' o n P e u ^ choisir la constante T suffi-

samment petite pour qu'on obtienne les conditions 
1-TUv, 

(34) a 4 + a 4 G R T < 1 » 

a.+ap+a^+a^OpT . fl 
(35) Q < 1 2 ? 3 S « T r < 1 . I"TU'1 

1-a 4-a 4C RT 

Nous en concluons que, d'après le théorème de Banach-Caccio-
poli (voir [1], p.14), le système (4), (3), (9) possède donc 
la solution unique U = ,... ,üm,üüj,... cf ,... ,<pm[]« 
Or, d'après les propriétés des intégrales qui figurent dans 
les équations (9), nous avons pour i=1,...,m, v=1,...,n 

ujcx.t) = 
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Sur un problème généralisé de Fourier 13 

en tout point (X, t ) 6 D, donc les fonctions trouvées 
u ^ X j t ) , qP'CPjt) présentent la solution unique du système 
W , (8). 

Quant aux potentiels de charge spatiale figurant dans 
(4) i l nous reste à demontrer que leurs densités 

(36) ^ ( Y . r ) = D 1 (Y ,r ) .p^(Y,r >u(Y Jr ) ,uY (Y ,r ) ) i=1,. . . ,m 

vér i f i ent les conditions de Holder. Dans ce but nous allons 
établ ir le lemme suivant qui généralise le résultat analogue 
de [ 4 ] . 

L e m m e 1 . Si la fonction f (X ,Y , t ) est déf inie, 
bornée et intégrable pour X e f f i , ï e 2 , t e <(0,T)> , où 
S2 c R11 est un domaine borné et si e l l e vé r i f i e la condition 
de H51der » 

|f (X,Y,t) - fCX,, ,Y,t)| < const [ XX̂  |11 , 0 < h < 1 , 

alors la fonction WQ(X,t) = I dY (où 0<<5 < n) 
W J |XY| 

vé r i f i e la condition de Holder de la forme 

y* 

|wR(X,t) - W^X^t ) ) < const | XX̂  | , 
* * 

où h = min(h,n-6), s i <5 / n-1, ou bien h est une con-
stante positive arbitraire inférieure à l 'unité s i 6=n-i.' 

D e m o n s t r a t i o n . Nous aurons 

(37) | WQ(X,t) - WQC^ , t ) | < | (X, t ) | + |wK-(X^,t)j + 

+ l WQ-K' ( X , t ) ' (X1 , t : ) l » o ù K = K ( X » 2 l ^ i l ) e t K ' 

2 | ¥ l ' n-1 
|wKi (X,t)| ^ sup|f(-un J dr = const |XX̂ | ^ 6 , 
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_14 Z.Puzio 

3 Ixx. 
WK. ,-b)|^sup|f | .un f f n-1 _ 5 r

 r dr = const I XX,,I ~ , 

où w n désigne l'aire de la surface sphérique à n dimen-
sions. Pour évaluer la troisième intégrale dans (37) décomi-
posons-la en deux suivantes 

f |f(X,Y,t)-fq|,Y,t)| h 

Il = J âY^const Ixx^, 
2-K' 

I 2 = f |f(X,,,Y,t)||XY| - 6 - i x ^ r 6 dY: 
Q -K 

sup|f| / X.Y16 - 1 XY|6[ 

S-K' i X Y| 6| X1 Y! 6 
dY. 

En appliquant les inégalités | |x^Y| - |xy| *^|X,|X| , 

JlXYl^lx^l-cflXYl , llX^I6 - |XY|6|^const|XY|6-'l||x1Y| -
1) 

- | XY 
nous avons 

I 2<const W / 
Q-K' 

ci (Si) 
dY 

|XY| 
6+1<const'Wn|XX/]| / ,n-1 

,6+1 dr, 

2 X L 

où d(S) désigne la diamètre de ̂ Q . 

Si n-1, I 2 < c o n s t | • <5n~1"6 -(2|x:iJ)n-1-6 

const|X,X| m i n^' û" 6) 

1 ) 
A V | a 6 - b 6| = 6c 6- 1|a-4 
a.b>0 c , , , , r, , 
Si 6 > 1 , c < a+b et | X,,Y| +|XY|<-||XY| . 
Si 0 < 6 < 1, c > min(a,b) et min(| X^Y | , | XY | ) ̂  ^|XY| . 
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Sur un problème généralisé de Fourier 15 

Si 6 =n-1, I2^const[|X1x| ln<5+|x1x|1~£(-|x1x|Ê ln2|xix| 

s^const|x1x|''~£) 

où £ est une constante positive arbitraire inférieure à 
l'unité. En rapprochant, les résultats, nous obtenons 

|WQ(X,t) - 7/a(X1tt)|sSconst Cj XX^| n _ ô + (XX^ h + jXX^ 1), 

où 

'min(1,n-6) si C5̂ n-1 
_1-£ si 6=n-1 

et le lemme est ainsi démontré. 
En vertu des hypothèses 1,4 et du lemme 1, la densité 

(36) du potentiel de charge spatiale figurant dans la formu-
le (4) vérifie une condition de Holder de la forme 

I^CY.r) - ^(Y^.t)! < C(Q*)r ^ Y Y ^ ? , i = 1 m, 

où fit= maxCSpjP+'y), h^ = min(hj,,hg,n-6,h) et C(S*) est 
une constante positive. 

Finalement, en rapprochant les résultats obtenues on peut 
énoncer le théorème suivant. 

T h é o r è m e . _ Si les coefficients du système (1), 
les fonctions F1,g1,h1,G1,H1 et la surface 3Q vérifient 
les conditions 1 - 7 et si les constantes du problème véri-
fient les inégalités (34), (35)» alors il existe un seul 
système des fonctions u"L(X,t) (i=1.. ,m) vérifiant (1) 
en tout point (X,t) € D, les conditions initiales (2) en 
tout point X effl j où les fonctions hx(X) (i="1,...,m) 
sont continues, et les conditions limites (3) sur S. 
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