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EIN NICHT-LINEARES RANDPROBLEM 
DER FLACHEN ELASTIZITÄTTHEORIE 

Das erste and zweite Fundamentalproblem der flachen Elas-
t i z i tä t theor ie führt zur Bestimung der biharmonischen Funktion 
von Airy, die die gegebene Handbedingungen e r f ü l l t . Aus dem 
Satz von Goursat schliessen wir, dass diese Funktion durch 
zwei Funktionen f { z ) und y ( z ) ausgedrückt werden kann. 
Die Funktionen cp und y sind in einem durch eine Kurve L 
begrenzten Gebiet D holomorph und auf L er fü l len sie die 
folgende Bedingung 

CD ktft) + t . f { t ) + y ( t ) = f ( t ) , 

wo k eine Konstante i s t , die gleich 1 für das erste Problem 
und gleich - x für das zweite Problem i s t . Die Funktionen 
<p(z) und y ( z ) neissen komplexe Potentiale, 

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir das folgende 
Problem. 

Es sei L eine auf der komplexen Ebene gegebene geschlos-
sene Kurve L, die diese Ebene in zwei Gebiete D+ und D~ 
t e i l t , wir suchen zwei Funktionen y>(z) und < f ( z ) , die im 
Gebiet D+ holomorph sind, und auf der Kurve L er fül len sie 
die folgende Bedingung 

(2) k^( t ) + t p ' ( t ) + Y ( t ) = f [ t ,9>( t ) fyCt j ] . 
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Wir nehmen die folgenden Voraussetzungen an: 
I. Die Kurve L ist eine-Kurve von Lapunov. 
II. Die Punktion f(t,u,ü) ist definiert für t e L, 

|u| < oo und erfüllt die Bedingungen: 

i (3) |f(t,u,ü)-f(t1 »ü̂ ,)| kf. It-t^^+|u-uij+10-^11 

(4) |f(t,u,ü)| ^ Mf+2fc^|u| , 

(5) |f^.(t,u,ü)-f^(t1 . ü ^ ^ kf,||t-t1|i" + ju-^j + lü-ü̂ jl , 

wo M^, M^, k̂ ., k̂ , positive Konstanten sind. 
Da wir die im D holomorphen Punktionen <p (z), y (z), 

f\z) suchen, für z 6 D~ haben wir 

w> ¿ r - o. 
L 

j-i 

(7') ö 1 - fP^- dz = 0, ^' ' 2jti J r-z ' 

<® ¿ r / S f 1 ^ , 

'•<>'> ä f r / -

Aus die Bedingungen (2) und (6) erhalten wir 

(q) JL_ fsilldT+-±- fnhl.= tXt dr . 2riJ r-z a r r 27ri J z -z 2jt± J r=z ar ' 

- > -



Nicht-lineares Randproblem 3 

Jetzt abziehen wir (7) und (?'_) Y011 Obigen und- inte-
grieren wir das Integral J* y ' ( r ) I d r durch Teile. Dann 

L 
erhalten wir die Gleichung 

(10) * t~r~xTdr dr "I 1 r-z 1 ^f [r ,y (r ) ,y (r ) ] ^ 
IST«/ " J - äST«/ ? ( r ) d = ärt / r-2 d r ' 

.Venn z —- t 6 L, aus den Satz von Pleraeli-Sochocki erhalten 

.vir eine nicht-lineare Intergralgleichung 

L L 

1 f f [r ,y(r ) , <p{r)] dr irik ' 2;rik 
L 

Die Gleichung 

(12) A ( t ) p ( t ) + / dr + f k1 ( t ,r ) ?>(r)d 
L L 

+ y >k 2Ct >r )^ (r )dr = f ( t ) 

r + 

wo 

(13) 
= 2H Tr l n f e | -

w t ^ _ _J A . L=i_ 

'wurde von G.Mandzawidze untergesucht. Sie hat für eine belie-
bige Funktion f ( t ) , eine Auflösung von der Form 

(14) 9»(t) = f ( t ) + / ^ ( t . r J f C O d r + J H § ( t , r ) fCÖd i 
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wo Hg(t,r) Lösungkerne der schwaca singulären 
Kerne ^(t,*") sind. 

tfegen den obigen Resultaten kann die Gleichung (11) in 
der folgenden äquivalenten Form dargestellt werden (15) 

(15) = F[t,p(t),pÖö]+ y ^ C t . O F[r,f>(r),p(ö] dr + 
L 

+ ¿'[r.pCr) ,9o(r)J dr , 
L 

;16) £'[t,^(t),^(t)] = ̂  f[t,?>(t),9>(t)] -

2>rik 
L 
ff[r,f>(Q,KO] d J r -t 

Mit Eilfe von dem Satz von J.Schauder werden wir aeigen, 
dass die Gleichung (15) eine Auflösung hat. v'/ir betrachten 
einen Funktionraum A. , dessen Elementen die auf L defi-
nierten und kontinuierlichen komplexen Funktionen <p{t) sind. 
Die Summe der Funktionen p^(t) und f.^^) ^cl das Produkt 
einer Funktion mit einer Zahl definieren wir folgendermassen: 

* l ^ ) } = + 5°2(t)} ' 

A{p(t)} = j ay>(t)J 

und die Norm und die Distanz durch 

|| <p\\= sup |p(t)| , 
teL 

= II " II ' 

Der auf diese .Veise definierte Raum A. ist ein Banach Raum 
geworden. Im Raum A betrachten wir die I/»enge aller Elemen-
ten, die die folgenden Ungleichungen erfüllen 

- 5S6 -



Nicht-lineares Randproblem 

(17) 
<p(t)| R, 

Die Menge E i s t geschlossen and konvex. 
Die Operation 

(18) £ ( t ) = F [ t , p ( t ) , y K t ) ] + J H ^ t . r ) i ' [ r , 9P( r ) , ^ (ö ] dr + 
L 

+ J H 2 ( t , r ) F [ r , p ( r ) , ^ ( 7 ) ] ä i 
L 

A 

führt die Menge E auf der Wenge E über, wir werden zeigen, 
A _ 

dass E eine Teilmenge von £ i s t . .Vegen der Voraussetzung 
(3) haben wir 

(19) | f [ t , p ( t ) , K t ) ] - f [ t 1 , 9 ) ( t 1 ) l ^ ( t ^ ) ] | ^ k f(1+2«) I t - t ^ 

woher aus dem Satz von Plemelj-Priwalow erhalten wir 

(20) | F [ t , ? ( t ) , p ( t ) ] | < ^ (iif+2K^H) + 

+ -¿¡fc jjr(Hf+2ti^R)+c' kf(1+2o<)} 

wo c' = sup / I r - t l ^ ^ d r 
t e L L 

und 

(21) |p[ t ,Kt ) ,y (T) ] , - F ^ . y i t ^ . g t ^ ) ] ! <ic' kf(1+2e«)|t-t1|'" . 

Daher können wir schliessen 

(22) (i+ütI +ti ) 
1 ' 2 
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wo 

(23) 

und. 

H, ( t , r) d r , 

iir• = / ii . ,(fc,r) d r i ' " ' 

(24) | ^ ( t ) - ^ ^ ) ] < 01^(1+2«) (1+kjj ¡ t - ^ 

wo 

(25) 

/ 1 K̂  ( t , r ) -H 1 ( t ' 1 , r ) | d r 
LVrj = SLIP 

t 

, _ sup Ii 
kH2 ~ t . t ^ L ~ 

/ | l - i 2 ( t , r ) - H 2 ( t 1 , r ) | d r 

h - ^ r 

Somit i s t E e ine Teilmenge der kenge E, wenn d i e f o l g e n -
den Ungleichungen e r f ü l l t s i n d 

(26) (Mf+2M^R) ••¿[»(Mf+aH^J+c ' k f(l+2«) f ""f (n-;; +M, 
1 "2 

(27) ck^(1+2«) (1+3sg +kH 

Diese Ungleichungen werden e r f ü l l t , wenn d ie Kons tan ten M^ 
und k^ genügend k l e i n s i n d , d . h . 

1 

(28) 

k f ^ 2c(1+kw +kw ) 

' mf 2(1+M„ +Mh ) xl̂ j n.2 
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dagegen die beliebigen Konstanten oc und R genügend gross 
sind, d.h. 

(29) 

« > 

R > 

1-2c k f(1+kH +kR ) 

( lu f+c k k f ) ( 1 + M H ) 

k-2faf(1+MH^MH2) 

Lan kann zeigen, dass die in (18) def inierte Operation 
$ ( t ) kontinuierlich i s t . Nämlich dies f o l g t aus den Resulta-
ten von v/.Pogorzelski [3 ] betreffend das Integral in (16) , 
wenn man aui' der Annahme (3) über die Funktion f Rücksicht 
nimmt. Die Kompaktheit der Menge E geht hervor aus dem Satz 
von Arzela wegen der Ungleichungen (22) und (24). Also gibt 
es mindestens einen Fixpunkt der Operation f ( t ) in der 
l.ienge E, und fo l g l i ch mindestens eine Auflösung der Gle i -
chung (15). 

Dafür, dass die durch die Formel (15) def inierte Funktion 
<p(t) und die aus (2) erhaltene Funktion y ( t ) die Auflösung 
das gegebenen nicht-linearen Rand proble.n wären, i s t notwen-
aing, dass die Funktion y/'(t) a a f d-er Kurve L die Hölder-
sche Bedingung e r fü l l t e [ l ] . Dies i s t durch die Annahme (5) 
versichert. Die Annahme (5) i s t für den Beweis der Existenz 
der Auflösung der Gleichung (15) nicht notwending. 
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