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EIN NICHT-LINEARES RANDPROBLEM
DER FLACHEN ELASTIZITATTHEORIE

Das erste und zweite Fundamentalproblem der flachen Elas-
tizitdttheorie fiihrt zur Bestimung der biharmonischen Funktion
von Airy, die die gegebene Randbedingungen erfiillt. Aus dem
Satz von Goursat schliessen wir, dass diese Funktion durch
zwei Funktionen ¢(z) und y(z) ausgedriickt werden kann,

Die Funktionen ¢ und vy sind in einem durch eine Kurve L
begrenzten Gebiet D holomorph und auf L erfiilllen sie die
folgende Bedingung

(1 kp(t) + t. 9'(8) + () = £(v),

wo Lk eine Konstante ist, die gleich 1 fiir das erste Problem
und gleich - fiur das zweite Problem ist, Die Funktionen
p(z) und y (z) heissen komplexe Potentiale,

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir das folgende
Protlem. .

Es sei 1 eine auf der komplexen Ebene gegebene geschlos-
sene Kurve L, die diese Ebene in zwei Gebiete D+ und D~
teilt. uwir suchen zwei Funktionen ¢({(z) und y (z), die im
Gebiet p* holomorph sind, und auf der Kurve L erfiillen sie
die folgende Bedingung ’

(2) kp(8) + T/ () +y(t) = £[t,0(t),0(t)] .
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2 B.Ciechanowicz—~Halka

Wir nehmen die folgenden Voraussetzungen an:

I. Die Kurve L ist eine -Kurve von Lapunov,

IT. Die Funktion f(t,u,d) ist definiert fir t e L,
Jul< oo und erfiillt die Bedingungen:

(3) |f(t,u,ﬁ)-f(t1,u,] ,ﬁ,])|skf{|t-t1l“ +|u—-u,li+|ﬁ-ﬁ,]|} ,

(4) |f(t,u,ﬁ)| < M+ [uf
(5 If%(t ,U,E)-f%(t,l Uy ,ﬁ,])l = kf/{|t—t,l|” + lu—u,l' + |L—1—ﬁ,|‘} ,
wo Mg, Mg, ke, k'f positive Konstanten sind.

Da wir die im D holomorphen Funktionen ¢(z), y {z),
9'(z) suchen, flir z ¢ D~ haben wir

6) A [ g <o,
L

) S [e 4 - o,
L

(77 T f;"ﬁ; dr = 0,

® or [ B e =0,
L

8" gr [ e - o,
L

Aus die Bedineungen (2) und (6) ernalten wir

ok fe(ny, .1 Te(r) _ i tlr,p0),0i0)] .
(9 553 f’r-z dt+ 571 f’r—z = Zri L dr .
L
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Nicht-lineares Randproblem 3

Jetzt abziehen wir (7) und (7') von dem Obigen und inte-
grieren wir das Integral JP e'(1) z
L

: dr durch Teile. Dann

erhalten wir die Gleichung

. Py
(10) 5[OS -] - gm/}a (e EE /i——<#
1.

Jjenn 2z —=t e L, aus den Satz von Plemeli-Sochocki erhalten
wir eine nicht-lineare Intergralgleichung

(11)so(t)+——/¢(-r)d Izt 2,1kf90( ozt Lelep)e0)] -

- 2rik

ff[r (1), «J(r)] ac.

L

Die Gleichung

(12) A e(t) "'-B]%lf %%d‘r +f k,(6,m)p(r)dr +
L L

¢ Jo0p®ir = 26
L

wo

k,(t,7) = - N
(13)

Ky(,7) = A4 T-%

‘wurde von G.Mandzawidze untergesucht. Sie hat fiir eine belie-
bige Funktion f(t), eine Aufldésung von der Form

(1) p(t) = £(8) + fnq(?c,r)f(r)dr +fH2(t,r)fF)&?
L L
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4 D.Ciechanowicz-Halka

WO Hq(t,r), H2(t,r) Losungkerne der schwaca singulédren
Kerne k,(t,7), k(%,7) sind.

Wegen den obigen Resultaten kann die Gleichung (11) in
der folgenden &dguivalenten Form dargestellt werden (15)

(15) (1) = F[t,go<t>,go<_t>]+fa,,<t,r> Plr,p(2),p(0)] dr +
L

+f1—12(t,'f) r‘[f,sO(f)’W)] ar,

L
(16) #[5,008),p08) | = 35 £[6sp(8),0(8)] -
1 tlr, y2(0)]
- 2Jrikf Le RS Lac .

L

¥it Filfe von dem Satz von J.bchauder werden wir zeigen,
dass die Gleichung (15) eine Aufldsung hat. Wir betrachten
einen Funktionraum A., dessen ulementen die auf L defi-
nierten und kontinuierlichen komplexen Funktionen ¢(t) sind.
Die Sunme der Funktionen ¢1(t) und ¢2(t) und das Produkt
einer Funktion mit einer Zahl definieren wir folgendermassen:

fer0} + {oaw} = {0 + 0}

e} = {206} .
und die Norm und die Distanz durch

oll= suw |ee)|
tel

5(¢1v¢2) =|]¢1 - ¢2|

Der auf diese Weise definierte Raum A ist ein Banach Raum
geworden. Im Raum A betrachten wir die ienge aller Zlemen—
ten, die die folzenden Ungléichungen erfiillen
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Nicht-lineares Randproblemn

\n

le(o)] < R,
(173
le(t) = o(t) l<alomt, [ .
Die ienge B 1ist geschlossen und konvex.
Die Operation

(18)  B(t) =  [6,p() ,9(8)] +ff11<t.r> #[r,0(0) ,9(0)] ar +
L

+fH2(*g,t) Flr,p(0),p(0)] aF
L

finrt die Menge E auf der lienge ﬁ iber. wir werden zeigen,
dass E eine Teilmenge von E ist. Jegen der Voraussetzung
(3) haben wir
(19) | 2620062 ,500)] £ [57,9C6,) pTE,)] | < Ep(1+200 [t |
woher aus dem Satz von Plemelj-Priwalow erhalten wir
(20) [F[t,q:(t),qz(t)]l < I¢ (. +2R) +
£ i .
+ 5k {Jr(mf+21.1fR)+c kf(’l+2a)}
wo ¢ = supjlr-t|#"1dr
tels L :

und

(21) | ® [5,006), 00} -F[6,,0(57),005)]| < ¢ xp1+20) |-t}
Daher konnei wir schliessen

(22)

-~

2l

1 s et 1 - oyt ' "
¢(t)|<:[fﬂ;(“f+2“fR) +3ﬁﬁ€{”(uf+2th)+c kf(1+2u)}] (1+“H4+Lﬁ )
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6 B.Ciechancwicz-Ealka

wo
]
i, =f i, (6,0 ar,
(23) < L
iy :fjiia('t,r)'dr
S
und
(28) | pe)-ge] < oitp (17209 (figy +icy ) |55,
wo (
e__/ll11:1(1;,@-;{,1(@-1.r)] ar
KH = Ssup = #
1 t,tqel | 5=t
(25) S .f
J |i,(t,0)-H,(5,,0)] ar
_ sup L
K, =
£12 t,t,]eL |t"°1|#

A
Somit ist ¥ eine Teilmenge der ienge E, wenn die folgen-

den Ungleichungen erfillt sind

(26) {;__k (Mg +2MLR) + —2—%[11(1~€f+2[~1£}?)+c' kf(’l1-2or)” (14-;-11{4+r=1.'12)- <R,
(27) g (14200 (141 +iy ) < .

Diese Ungleichungen werden erfillt, wenn die Konscanten I

W
b
und ke geniigend klein sind, d.h.

1
K = 2e(ivky vk )
1 Hp
(28)

’

k

<

£ 21+ g )
H1 ;5%
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Nicht-lineares Randproblem 7

dugezen die beliebigen Konstanten o«cund R geniigend gross
zind, d.h.

c (1+k, +Xk )
. ke 1, " F,
1-2¢ kf('l+kH1+kH2)

(29) 1
(hlf+c k kf)(1+MH1-mH2)

R=2

2t (T Ty ) '
<

luan kann zeigen, dass die in (18) definierte Operation
ﬁ(t) ¥outinuierlich ist. Namlich dies folgt aus den Resulta-
ten von W.Pogorzelski [3] betreffend das Integral in (16),
wenn man auy der annahme (3) iber die Funktion f Riicksicht
nimmt. Die Kompaktheit der Hlenge E geht hervor aus dem Satz
von Arzela wegen der Ungleichungen (22) und (24)., Also gibt
es mindestens cinen Fixpunkt der Operation ¢ (t) in der
lienge E, und folglich mindestens eine Auflosung der Glei-
chung (15).

Dafir, dass die durch die Formel (15) definierte Funktion
@(t) und die aus (2) erhaltene Funktion w (t) die Aufldsung
das gegebenen nicht-linearen Randproblem wdren, ist notwen-
Ging, dass die Funktion y'(t) auf der Kurve 1 die Hdlder-
sche Bedingung erfiillte [1]. Dies ist durch die Annahme (3)
versichert. Die Annahme (5) ist fiir den Bewéis der Bxistenz
der Aufldsung der Gleichung (15) nicht notwending.
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