DEMONSTRATIO MATHEMATICA
Vol. X1 No2 1978

Ddigniew Grande

SUR LES FONCTIONS A -CONTINUES

Dans la premiére partie de cette communication j?introduis
et j?'examine les f_‘onctions F-continues, dans la deuxiéme - les
fonctlions A-continues,

I. Désignons par R 1’espace des nombres réels et par I
1?intervalle fermé [0,1], '

Définiltion 1. Une fonetion £1I—R est dite
F-continue lorsqu’il existe une fonction continue gtI-—R
dont le graphe . G(g) est contenu dans la fermeture CL(G(f))
du graphe de la fonction £,

Remarque 1, Solt ftI—~R une fonction, S?11
existe une fonction continue g:I—=R telle que 1l’ensemble
{xeI: £(x) = g(x)} est dense dans I, la fonction f est
F-continue,

Démonstration, Eneffet, comme G(g)c CL(G(EN,
la fonction f est done P-continue,

Cependant 11 existe une foaction FP-continue £fsI—R telle
que 1l’ensemble {xe I:f(x) = g(x)} n’est pas dense dans I,
quelle que solt la fonction continue g:I —-R,

Exemnmple 1, Soit {An} la sulte d’ensembles dénoz_n-
brables, dis:'j]oints deux a deux et tels que Ay c Qﬁ—, 1) et
Cl(An) = E—m—, ’I] POUT N = 1,24e00 o
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2 Z.Grande

Posons

1 14 v 3 |

5 pour xeAnu{(-m, ) - kL—Jq Ak} (B=1,29 400 ),
f(X) = =

O pour x=0 ou x= 1,

Le fonction f est F-continue, comme Cl(G(f)) contient le
draphe G(g), ou g(x) = O pour tout =xeI, D’autre part
1’ensemble {x e I: f(x) = h(x)] n?’est pas dense dans I,
quelle que soit la fonction continue h:I —~R,

Exemple 2, Soit [ai} la suite strictement
décroissante de nombres positifs telle que 1lim 8y =0, a,l<’|

et lim -—z——= =1, Dans tout intervalle ouvert (ai,ai ,])
j—ee B -
a, ,~b
fixons un nombre b, de maniére que 1lim =% . o,

1woe 831784 _
Soit f: [bi’ai—’l] —R (1=2,3,...) une fonction continue
telle que f,(b;) = £,(a; ,) =0 et £,( [bi’ai-'l]) = [0,1].
Posons

f,(x) pour xe [bi'ai-’l]’ 1 = 2430000
fix) = : oo
0 pour xeJl - iL::.)Z [bi’ai-'l]'

On voit facilement gue la fonction f est approximativement
continue et qu’elle n’est pas F-continue.,

Théoreme O, Si une fonction f:I—-R est
F-continue, la fonction hef est également F-continue, quel
que solt le homéomorphisme h:R-—R,

Démonstration Soit gitI-—~R une fonction
continue telle que G(g) € C1(G(f)). Remarquons que la fonction
H(x,y) = (x,h(y)), ou xeI et yeR, est un homéomorphisme
ot que H(C1(G(f))) = C1(G(he%f)). Comme G(heg)c C1L(G(he£)),
la fonction hef est donc F-continue,
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Sur les ionctions A-continues 3

Théoréme 1, Toube fonction f1I—-R est la somme
de deux fonctions F-continues,

Démonstration Soient AcTI et Bcl deux
ensembles dénombrables, denses dans I et tels que AnB = #,

Posons
0 pour x¢€A4,
fq(x) = { f(x) pour xeB,
%f(x) pour xeI - A~ B
et
0 pour xe¢€ B,
fEM)= f(x) pour Xce€ 4,

%—f(x) pour x€eIl - A - B,

On vérifie facilement que £, (x) + fa(x) = £(x) pour tout
x ¢ I, Comme, de plus, les easembles

{xeIsf (x) =0} et {xeI:f,(x) =0}

sont denses dans I, les fonctions f, et £, sont donc,
d'aprés la remarque 1, F~continues,

Théorome 2, Toute fonction £:I-—=R est le
produit de deux fonctions F-continues,

Démonstration, Soient les ensembles A et
B les mdmes que dans la démonstration du théoréme 1,
Posons

1 pour xed,

f,I(X) =
f(x) pour xeI- 4
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4 Z.Grande

et
1 pour xel - 4,
fa(X) T etx) pour xel,

Evidemment f,](x)-fz(x) = £f(x) pour tout xeI et les
fonctions £, et £, sont F-continues, comme les ensembles
{er:f,‘(x) = ’l} ot {er:fe(x) = 'l} sont denses dans I,
 Théoreéme 3, Toute fonction £:I—~R est la limite
dfune sulte de fonctions F-continues convergente en tout point
xe I,

Démonstration, Soit {An} la sulte d’ensembles
disjoints deux a deux, denses dans I et telle que I = UJ A,
Posons n=1

0 pour xe U 4,
fn(x) = k=n

£(x) pour xeI-{J 4.
=n >

Il resulte de la remarque 1 que toutes les fonctions £
(n=1,24...) sont F-continues, On a, en outre,

n

lim fn(x.) = £(x) pout tout xelI,

n—-oo
d?ou notre théoréme. _

Théoreéeme 4, Il existe une suite de fonctions
F-continues fnzl——R uniformément convergente vers une
fonctlion qul n?est pas F-continue,
" Démonstration. Solent {an} la suite stricte-

ment croissante de nombres positlfs convergente vers g— et
{bn} la suite de nombres tels que a; < b1< ay,4 bour

i=1,24++. o Posons, pour 1=1,2,... et x¢ (ai, %), gi(x) =

X—-8a .
=—,1——l. Soit {An} la sulte d’ensembles disjoints deux a

2-8%y
deux telle que tout ensemble An (n=1,2,...) est contenu et
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Sur les fonctlons A-confinues 5

dense dans l'intervalle (an, %). Posons

(1 pour xe[% ,’l],
gn(x) pour Xe€Aj n(an, %), N=243y000,
fn(X) =
gk(x) pour xeAkn(ak,bk), k=1,2y¢.0 et k#r,
gk(x) + (gk_,](x)-gk(x))-’lo'k pour xeAkn[bk, %),
ol k=1,2,... ot kén,
0 pour xe (O, %)-U A
k=1
et
[0 pour xe[o 1)-6 A
' 2 01 n’
1
4 pour XE€| 5,1,
f(x) =\ [2 :,

gn(x) pour xe€A n (an'bn)’ B=1,240005

8,(0) 1+ (8, 1(%) = g,(1))+10™® pour xea nb,D),

n=1'2"ooo

Remarquons que la fonction f n’est pas F-continue et que la
suite [fn] est uniformément convergente vers la fonction £,
Comme de plus, d’apres la remarque 1, toutes les fonctions fn
(n=1,2,...) sont F~continues, le théoreme 4 est donc
démontré.

Exemple 3, Posons

£(x) = pour xe[o, %]

1 pour xe(%,']] .
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La fonction £ n’est la limite d’aucune suite uniformément
convergente de fonctions F~continues.

Théoreéme 5. Si une suite de fonctions P~continues
fn:I—a-R est uniformement convergente vers une fonction £
et s?1l existe une suite de fonections continues gan-ﬂ-R

telle que l’ensemble A = Fﬁ {x:eI:f (x) = gn(x)} goit dense
n="1
dans I, la foanction f est F-contlnue.

Démonstration, En effet, la suite de
fonctions continues {gn} etant uniformément convergente dans
l'ensemble A et A étant dense dans I, la suite {gn}
uniformément convergente vers une fonction continue g:I-*-R.
Comme, de plus, le graphe G(g) est contenu dans Cl(G(f)),
la fonotion f ' est donc F-continue.

II.Définition 2, Une fonction fiI-—R est
dite A-continue lorsque, quel que soit le nombre ¢>0, il
existe une fonction continue g:I—R dont le graphe G(g)
est contenu dans 1'ensemble A(f,¢) =

U (x=eyx+e)x(£(x)=¢,L(x)+ ),
x¥I

Remarquons que toute fonction F-contlnue est également
A-continue. La classe des fonctions A-continues contient
également toutes les fonctions presque continues (une fonotion
f:I—R est dite presque continue lorsque tout ensemble
ouvert contenant G(f) contient le graphe dfune fonction
continue sur I, [1]).

Théoréme 6, Pour qu'une fonction £:I—=R soit
A-continue, 11 faut et il suffit que la fermeture C1(G(f))
contienne le graphe d?une fonction A~contlnue sur 1l?intervalle
I.

Démonstration, La.nécessité est évidente, La
suffisance résulte de 1'inclusion

A(f,€) &z ) (gm £ i34 5),
’ D(1t.zr)eLF:),1(<i(f))(x 31X+ 3 )x (3= 397+ 3)

ou ¢>0,
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Sur les fcnctlons A-~continues ?

I1 existe une suite uniformémeut convergente de fonctions
F-continues (presque continues) dont la limite pn’est pas
F-continue (presque continue) (voir Th.4 et resp.[1]).
Cependant on a le théoréme suivant.

Théoreéeme 7, Si une suite {fn} de fonctions
A-continues sur 1?intervalle I est uniformément convengente
vers une fonotion £, la fonction £ est A-contlnue,

Démonstration, Fixons le nombre £¢>0, Il
existe 1'indice naturel n tel que |fn(x) - f(x)h:é pour
tour x ¥I. La fonction f étant A-continue, il existe une
fonction continue g:I —R telle que G(g)c A(fn, 8) Comme,
de plus, A(f, 6):)A(fn, 8), la fonction f£ est donc
A-contlnue.

Théoreoeme 8, Toute fonction £3I—R ayant la
propriété de Darboux est A~continue.

Démonstration, Soit {a 01840 e0ap} le
systeme de nombres tels que O = < 84< eee <8 = 1. 11
suffit de démontrer que l’ensemble A(f,e) contient l’ensemble

U Ps ol Py désigne 1'intervalle aux extrémiteés
(ak-1'f(ak—1)) et ,(?k’f(ak))’ quel que soit le nombre £>0,
Bn effet, la propriete de Darboux de la fonction f assure
1?existence d?un systéme de points by = &g <by< e <D =ay
pour lesquels on a if(b ) £(» )|<£,..., |f(b 1) £(b )|<E
et par conséquent

A(f,e) > 101 (by=egby+€) % (£(b))es£(by)4e) 0

>[ag g2y ]* [£(ay_q)sE(a )] 5 pye

Exemple 4. Désignons par C 1’ensemble de Cantor
dans I, Soit ﬂan,ﬂ )} la suite des composantes de
l?ensemble I - C, ou %y < B,+ Posons

- 525 -



8 Z.Grande

0O lorsque x¢C et x;éaun et x;l/sn, n=’|,2,..f.

f£(x) ={ 1 lorsque x

1]

ﬂn, n=1'2,coo'

-1 lorsque x

1]

o n=1,2,.-q9

n’
linéaire dans toute composante [Ans An]s  B=1924000

La fonction £ a la propriété de Darboux, est continue pres-
que partout, est de deuxiome classe de Baire, mais elle n'est
pas presque continue.
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