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ZbigONw Grande 

SUR LES FONCTIONS A-CONTINUES 

Dans l a première partie de cette communication ¡j ' introduis 
et j'examine le s fonctions F-continues, dans l a deuxième - l e s 
fonctions A-continues. 

I . Désignons par R l 'espace des nombres réels et par I 
l ' i n t e r v a l l e fermé [0 ,1] , 

D é f i n i t i o n 1. Une fonction f il—-R est dite 
F-continue lo r squ ' i l existe unje fonction continue g i i — R 
dont le graphe G(g) est contenu dans l a fermeture Cl(G(f)) 
du graphe de l a fonction f . 

R e m a r q u e 1. Soit f i l - — R une fonction. S ' i l 
exis te une fonction continue g : I — R t e l l e que l'ensemble 
{ x c l r f ( x j = g(x)| est dense dans I , l a fonction f est 
F-continue. 

D é m o n s t r a t i o n . En e f f e t , comme G(g) c Cl(G(f)4, 
l a fonction f est dono P-continue. 

Cependant i l existe une fonction F—continue f : I — R t e l l e 
que l'ensemble {x e I : f ( χ ) = g(x)} n» est pas dense dans I , 
quelle que soi t l a fonction continue g : I- *-R. 

io Di-

et 
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Ζ. Gr,and e 

Posons 

f ( x ) = 
ïï ρ ο ω ? X 6 V f U ï T ' l ) - Ö A k | ( 0 = 1 , 2 , . · . . ) , 

. 0 pour χ = 0 ou χ = 1 , 

L à f o n c t i o n f e s t F - c o n t i n u e , comme C l ( G ( f ) ) c o n t i e n t l e 
g r a p h e G ( g ) , où g ( x ) = 0 pour t o u t χ £ I , D ' a u t r e p a î t 
l ' e n s e m b l e { x e I s f ( x ) = h ( x ) } n ' e s t p a s d e n s e dans I , 
q u e l l e que s o i t l a f o n c t i o n c o n t i n u e h s I - * - R . 

E x e m p l e 2 . S o i t l a s u i t e s t r i c t e m e n t 
d é c r o i s s a n t e de nombres p o s i t i f s t e l l e que l i m a., = 0 , a ^ , < 1 

a i - l " a i e t l i m —5 = 1 . Dans t o u t i n t e r v a l l e o u v e r t ( a . , a . „ ) i i - 1 
» i - 1 i f i x o n s un nombre b . de maniere que l i m = 0 . 

1 i — i - 1 i 
S o i t f ^ s ——H {1 = 2,3,...) une f o n c t i o n c o n t i n u e 
t e l l e que f ^ b j = ^ ( a ^ ) = 0 e t ì } > i » a i . - | ] ) = · 
P o s o n s 

" f ^ x ) pour χ e [ b ^ a ^ ] , 1 = 2 * 3 , . . . 
f ( χ ) = oo 

. 0 pour χ e J - U [ b i » a i _ i ] · 

On v o i t f a c i l e m e n t que l a f o n c t i o n f e s t a p p r o x i m a t i v e m e n t 
c o n t i n u e e t q u ' e l l e n ' e s t p a s F - c o n t i n u e . 

T h é o r è m e 0¿ S i une f o n c t i o n f s i — H e s t 
F - c o n t i n u e , l a f o n c t i o n h « ? e s t éga lement F - c o n t i n u e , q u e l 
que a o i t l e homéomorphisme h s R — - R . 

D é m o n s t r a t i o n . S o i t g s l — R une f o n c t i o n 
c o n t i n u e t e l l e que G ( g ) t C l ( G ( f ) ) . Remarquons que l a f o n c t i o n 
H ( x , y ) = ( x , h ( y ) ) , où x e l e t y e R, e s t un homéomorphisme 
e t que H ( O l ( G ( f ) ) ) = 0 1 ( G ( h o f ) ) . Comme G(h. 'g) c 0 1 ( G ( h . f ) ) , 
l a f o n c t i o n h ° f e s t donc F - c o n t i n u e . 

- 5 2 0 -



Sur les fonctions Α-co rit·:, nues 

T h e o r e m e 1. Toute fonction f : I — R est l a somme 
de deux fonctions F-continues. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient Ac I et B e l deux 
ensembles dénombrâmes, denses dans I et t e l s que AnB = 0. 
Posons 

et 

^ ( x ) = 

f 2 ( x ) = 

pour χ e A, 

f ( x ) pour X 6 B, 

\ f ( * ) pour x e I -

0 pour x e Β, 

f ( x ) pour x e A, 

J f ( x ) pour x e I -

On v é r i f i e facilement que f^(x) + f 2 ( x ) = f ( x ) pour tout 
χ e I , Comme, de plus , l e s ensembles 

{ x e l s f ^ x ) = 0} et [ x e l s f 2 ( x ) = θ} 

sont denses dans I , l e s fonctions f^ et f 2 sont donc, 
d'après l a remarque 1, F-continues. 

T h é o r è m e 2. Toute fonction f : I - * - R est le 
produit de deux fonctions F-continues. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient le s ensembles A et 
Β les mimes que dans l a démonstration du théorème 1. 
Posons 

Ί pour x e A , 
f/| (x) = 

f (x) pour x é I - A 
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Ζ.Grandθ 

et 
' 1 pour χ e I - A , 

f 2 ( x ) = I f (χ) pour χ e i . 

Évidemment f / 1 (x )» f 2 (x ) = f ( x ) pour tout x t l et l e s 
fonctions f^ et f^ sont F-continues, comme les ensembles 
j x e l j f ^ x ) =1} et [ x e l i f g C x ) = 1} sont denses dans I . 

T h é o r è m e 3. Toute fonction f : I - ~ R est l a l imite 
d'une sui te de fonctions F-continues convergente en tout point 
χ e I . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit [AnJ l a sui te d'ensembles 
d i s jo ints deux à deux, denses dans I et t e l l e que I = Q A . 

n=1 Posons 

f Q (x ) = 
pour X£ U A, , 

k=n K 

f (x ) pour χ e I - ( J A,. 
k=n K 

I l résu l te de l a remarque 1 qae toutes l e s fonctions f 
(n=1,2 , . . . ) sont F-continues. On a, en outre, 

lim f (x) = f ( x ) pout tout χ e I , 
η—00 

d'où notre théorème. 
T h é o r è m e 4. I l existe une su i te de fonctions 

F-continues fa:I—*-R uniformément convergente vers une 
fonction qui n 'est pas F-continue. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient ja^j l a su i te s t r i c t e -
ment croissante de nombres pos i t i f s convergente vers g- et 
{bn| l a su i te de nombres t e l s que & ι < ΐ 3 ι < & ι + ι P o u r 

Λ 

1=1,2 , . . . . Posons, pour 1=1,2 , . . . ët χ € ( a i f g ) , g ^ x ) = 
x-a , , 

=-η——. Soit {Aq1 l a su i te d'ensembles d i s jo ints deux a 
2 "*ai ' 

deux t e l l e que tout ensemble AQ (n=1,2 , . . . ) est contenu et 
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Sur les fonctions A-continues 5 

dense dans l'intervalle (aQ, g) · Posons 

1 pour ,l], 

1 

f n ( x ) = 
Sn(x) pour xeAnn(an , g)t n=2,3,..., 

gk(x) pour χ e A^n (ak,blc), k=1,2,... et kjic , 

g k ( x ) + ( S k _ 1 ( x ) - S k ( x ) ) ' 1 0 ~ k : pour χ ε Α , , η ^ , , 

où k=1,2,... et k¿n , 

peur χ ε (O, %)- U A v 
¿ k=1 K 

et 

pour χ 6 Γθ, J ) - U A , 
L <LJ n=1 û 

pour x e f l ] , 
f (x ) = , J 

gQ(x) pour xe AQn (aQ,bn), n=1,2,..., 

S n ( x ) l + ( e ^ C x ) - S a ( x ) ) ' 1 0 - Q pour x € A n n [ b n , ^ ) f 

n=1 ,2 , . . . 

Remarquons que la fonction f n'est pas F-continue et que la 
suite £fQj est uniformément convergente vers la fonction f . 
Comme de plus, d'après la remarque 1, toutes les fonctions f Q 

(0=1,2,...) sont F-continues, le théorème 4 est donc 
démontré. 

E x e m p l e 3. Posons 

f (x ) = 
0 poqr χ £ [θ , -̂J 

1 pour X€ 1] 



6 Ζ.Grande 

La fonction f n 'est l a l imite d'aucune suite uniformément 
convergente de fonctions P-continues. 

T h é o r è m e 5. S i une suite de fonctions P-continues 
f Q t I — R est uniformément convergente vers une fonction f 
et s ' i l existe une suite de fonctions continues g Q j I - * R 
t e l l e que l'ensemble A = Π ( x e I t f M ( x ) = g„(x)i so i t dense 

n=1 α a J 

dans I , l a fonction f est F-continue. 
D é m o n s t r a t i o n . En e f f e t , l a suite de 

fonctions continues {gQ} étant uniformément convergente dans 
l'ensemble A et A étant dense dans I , l a suite {g a J est 
uniformément convergente vers une fonction continue g : I — R . 
Comme, de plus, l e graphe G(g) est contenu dans Cl (G( f ) ) , 
l a fonction f ' est donc F-continue. 

I I . D é f i n i t i o n 2 . Une fonction f»I—- R est 
dite A-continue lorsque, quel que soi t l e nombre ¿ > 0 , i l 
ex is te une fonction continue g: I—-R dont l e graphe G(g) 
est contenu dans l'ensemble A( f , ¿ ) = 
= I J ( x - ¿ , x + í ) * ( f ( x ) - ¿ , f ( X ) + Í ) . 

x H 
Remarquons que toute fonction F-continue est également 

A-continue. La classe des fonctions A-continues contient 
également toutes l es fonctions presque continues (une fonotion 
f î I —* R est dite presque continue lorsque tout ensemble 
ouvert contenant G(f) contient l e graphe d'une fonction 
continue sur I , [ 1 ] ) . 

T h é o r è m e 6. Pour qu'une fonction f : I - — R soi t 
A-continue, i l faut et i l s u f f i t que l a fermeture Ol(G(f)) 
contienne l e graphe d'une fonction A-continue sur l ' i n t e r v a l l e 
I . 

D é m o n s t r a t i o n . La .nécessite est évidente. La 
suffisance résul te de l ' inc lus ion 

(x , , )eci(a(f) ) 2 2 2 2 

où e > 0 . 
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Sur les fonctions A-continues 7 

Il existe une suite uniformément convergente de fonctions 
F-continues (presque continues) dont la limite n'est pas 
F-continue (presque continue) (voir Th.4- et resp.[l]). 
Cependant on a le théorème suivant. 

T h e o r e m e 7. Si une suite |fQJ de fonctions 
A-continues sur l'intervalle I est uniformément» convergente 
vers une fonotion f, la fonction f est A-continue. 

D é m o n s t r a t i o n . Fixons le nombre t>0. Il 
existe l'indioe naturel η tel que |fQ(x) - f W K g pour 
tour xtfl. La fonction f„ étant A-continue, il existe une 
fonction continue g:I — R telle que G(g)c A(fQ» g). Comme, 
de plus, A(f ,ε) D A(fQ, |-)t la fonction f est donc 
A-continue. 

T h é o r è m e 8. Toute fonction fil—•H ayant la 
propriété de Darboux est A-continue. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit (a
0»a^»···»a

m} le 
système de nombres tels que 0 = aQ< a^< ... <am = 1. Il 
suffit de démontrer que l'ensemble A(f,¿) contient l'ensemble m 

U Pv. où p. désigne l'intervalle aux extrémités 
k=1 * 
^ak-1'f e t (^»^(efc))» 1 u e l lue soit le nombre í ? 0. 
En effet, la propriété de Darboux de la fbnction f assure 
l'existenoe d'un système de points bQ = a^^ <b^< ... <;ba=ajc 
pour lesquels on a |f (bQ) - f (^)|<ε,..., |f7"bn_^) - f (bQ)| <t 
et par conséquent 

Α(ΐ,ε) ο ΰ ( γ ί , ^ + Ο ' ί ί ^ , ί ^ ) « ) : 

E x e m p l e 4. Désignons par C l'ensemble de Cantor 
dans I. Soit {(^Q»^)} suite des composantes de 
l'ensemble I - C, ou <xQ < y8Q. Posons 
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8 Z.Grande 

0 lorsque χ e C et χ 4 otQ et n=1.2, . 

f (x) = ' 1 lorsque χ = V n = 1 , 2 , . . . , 

- 1 lorsque χ = a Q , 0 = 1 , 2 , . . , , 

l i n é a i r e dans toute composante [o^t yäj » n = 1 , 2 , . . . 

Da fonc t ion f a l a p ropr ié té de Darboux, es t continue p res -
que pa r tou t , est de deuxième c lasse de Baire , mais e l l e n ' e s t 
pas presque continue. 
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