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CONDITIONS GÉOMÉTRIQUES DE CYCLICITÉ 
DES œLLINÉATIONS PROJECIWES DE L'ESPACE P° 

Plusieurs l i v r es sur la géométrie project ive mentionnent 
des applications project ives périodiques. Parmi lesquelles 
ce l l es de la période 2 (autrement dites involut ives) sont 
examinées le mieux. Quant aux applications des périodes su-
périeures, l es théorèmes connus n'englobent que des cas par t i -
cul iers où bien se restreignent aux espaces à 2, au maximum 
à 3 dimensions. En tant qu'un exemple, on peut c i ter des t ra-
vaux- de Lliroth [2~]$ [3 l - .Des considérations les plus généra-
les sur les col l inéations cycliques sont à trouver, à 
ce qu ' i l paraît , dans l 'ouvrage [1 ] . On y trouve des condi-
tions nécessaires et suff isantes pour qu'une col l inéat ion 
y = Ax de l 'espace Pn sur lui-même soi t cyclique de la 
période k. Pourtant, les conditions en question y ont été 
déduites par les méthodes de la théorie des produits invariants 
et formulées d'une façon pure algébrique ce qui n 'est pas, 
danssla pratique géométrique, une façon la plus commode d 'a t -
taquer le problème. C'est pourquoi dans le t rava i l ci-présen-
t é , on cherchera à formuler des conditions géométriques, f a -
c i l e s aux applications pratiques. Les considérations seront 
f a i t e s dans l 'espace pro j ec t i f P11 sur un corps K quelcon-
que, privé de caractéristique. 

Le composé à k reprises de l 'appl icat ion f avec e l l e -
-même sera désigné par f ^ . 

D é f i n i t i o n 1. Application pro ject ive de l ' e s -
pace P11 sur lui-meme est dite périodique de période k, s i 
pour tout point A €Pn on a f k ( A ) - A. 
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2 K. Witczynski 

D é f i n i t i o n 2. Application projective de l'es-
pace P n sur lui-meme est dite périodique de période stricte-
ment k, si elle est périodique de période k et s'il 
existe un point BeP a tel que f1(B) i B pour 1 < 1 < k-1. 

Selon un théorème connu de la géométrie projective, si f 
est une application projective de l'espace T^ sur lui-même 
et s'il existe un point A tel que f(f(A)) = A et f(A)^A, 
l'application f est involutive, autrement dit de période 2. 

On généralisera ici ce théorème de manière que les res-
trictions concernant la valeur k de la période et la dimen-
sion n de l'espace soient abolies. 

Divisons l'ensemble des applications projectives de 
l'espace P n sur lui-même en deux classes X* et X dont 
la première embrassera toutes les applications pour lesquelles 
te ut point de l'espace P Q est contenu dans un hyperplan à 
m limensions (0 < m < n), invariant par rapport à l'applica-
tion donnée. Les éléments de cette classe seront notés: 
f , £ , h ... La classe X embrassera toutes les autres 
applications projectives; on les notera: f,g,h... 

Le symbole H m désignera un hyperplan à m dimensions. 
Dans le texte qui suit, l'indice de dimension sera, s'il n'y 
a pas de confusion, omis. 

Des hyperplans H ^ , . . . , H m étant donnés, le symbole 
Z(H/|,...,H ) uésignera le moindre hyperplan les contenant. 

L e m m e. Soient dans l'espace P11 des hyperplans 
disjoints (k > 0) et tels que l(k+1) = n+1. 
On suppobsra encore que tout hyperplan H^, (i=1,2,...,1), 
contient strictement k+1 sommets d'un simplex élémentaire 
ainsi qu'un point A^ tel que tout système contenant k sur 
k+1 sommets du simplex élémentaire forme avec le point A^ 
un système linéairement indépendant; il existe alors dans 
P n un point-unité, tel que les coordonnées des points A^ 
soient unités, autrement dit A^ soient des points-unités 
les hyperplans H^ (i=1,2,... ,1). 

D é m o n s t r a t i o n . Désignons par Z^,Zg,... 
de- hyperplans respectivement Z(H^), ZfH^,^) Z(H^ ,H?,H, )... 
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Conditions géometriquos de c y c l i c i t é 3 

Naturellement on a Ẑ  = H^ et Z1 = P 0 . I l e s t c l a i r q u ' i l 
e x i s t e un point B̂  e Ẑ  t e l que A^ s o i t un point-unité de 
l 'hyperplan Ĥ  ( i l s u f f i t de poser B^ = A^). Supposons 
qu'un point-uni té B m _ i e ^m-1 a f i x é de manière que 
A^ , A 2 , . . . « A J J J ^ soient des po in t s -un i té s des hyperplans resp. 
H1 , H 2 , . . . . 

Désignons par Ĉ  , C 2 , . . . l e s sommets du simplex é l é -
mentaire contenus dans l 'hyperplan H^, par » 3 • • • • 1 

C2k+2 ~ c e u x contenus dans l 'hyperplan H2 et par 
C (k+1 ) (m-1 )+1 ' 0 (k+1 ) (m-1 )+2 ' ' ' ' ' C (k+1 )m ~ contenus dans 
l 'hyperplan Hm . 

Notons par z m } i » z m ; 2 » ' • • » z m ; k + 1 d e s h y P e r P l a Q S r e s P » 

Z (Zm-1 «C (k+1 ) (m-1 )+1> ' Z ( Z m-1 »C(k+1 ) (m-1 ) + 2 — ' Z ( V l ' C ( k + 1 ) m 
I l e s t c l a i r que tout point de l a dro i te z(Bm_i»c(ic+']^(m_<i) + i ) = 
= d i s t i n c t de et de ® (k+1 ) (m-1 )+1 P e u ' t ôtre p r i s 
en tant qu'un .point-unité et a l o r s B ^ ^ se ra l e point-unité 
pour l 'hyperplan z m _i- De l a même façon , tout point du plan 
Z(P^ » c(]£+i )(m_i = F 2 n.on-contenu dans l e s d r o i t e s 
Î ' l ' Z ( ° ( k + 1 ) ( m - l ) + 1 ' C ( k + 1 ) ( m - 1 ) + 2 ) e t Z ( ° ( k + l ) ( m - 1 ) + 2 ' B m - 1 ) 

peut ê t re p r i s en tant qu'un point-unité pour z m .2> 1® point 
Bm-1 Sa^dé en unité pour z m _i» 

Le procédé c i -des sus répété à k+1 r e p r i s e s , on obtient 
un hyperplan F ^ / j à k+1 dimensions dont tout point (sauf 
l e s points contenus dans l e s f a c e s du simplex aux sommets 
B m - 1 ' C ( k + 1 ) m - 1 ) + 1 " " ' C ( k + 1 ) m ) P e u t - « t r e P r i s tant qu'un 
point-unite de l 'hyperplan z m . ]£ + i » point B ^ gardé 
en unité pour 

D'autre part le point Am de l 'hyperplan Hm et le 
(k+1)(m-1) points c v C 2 ' ' ' • ' C ( k + 1 ) (m-1 ) f o r m e n " f c u n hyper-
plan ® dimensions. L ' i n t e r s e c t i o n 
des hyperplans et G ) Cm—1 ) e s t â ^ m e n s i o r i a u 

moins (k+1 )+(k+1 ) (m-1 )-m(k-r1 )+1 = 1. Observons que l 'hyper-
plan z ( A m » B m _ ' ] ) = z e s t contenu dans l ' i n t e r s e c t i o n en 
question et que tout son point (sauf l e s points Am et B ^) 
peut être p r i s comme B , puisque aucun des points du d i t 
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4 K. Witczyûski 

hyperplan n'est contenu dans une face de deux simplex c i -
-construits. Prenant m = 1, on obtient la thèse du lemme 
cqfd. 

T h é o r è m e 1. Pour que l 'appl ication projective 
f de l'espace Pn sur lui-même soit périodique de période 
strictement k, i l faut et i l su f f i t qu ' i l existe un point 
PQ non-contenu dans l'hyperplan à 1 dimensions ( 0 < l < n ) 
invariant par rapport à f et t e l que l 'on a i t : F ^ ( P Q ) = P Q , 

f M ( P 0 ) ^ P Q ( 0 < m < K ) . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit f une application 
périodique de période strictement k. On doit avoir alors 
l ' inéga l i t é k > n+1. Sinon, en considérant un point arbi-
tra ire A Q E P A et des points A^ = f ( A ) , A 2 = F ( A ^ ) , . . . , 

. . . , = f(A^._2)» = i 0 Q constate que l 'hyper-
plan Z ( A Q J A ^ , . . . ) est invariant par rapport à f , 
contre l'hypothèse que f £X. En vertu de la déf init ion 2, 
i l existe un point P^ t e l que f k ( P ^ ) = P^ et f 1 ^ ) £ P^ 
pour 0 <1 <k. 

Supposons qu ' i l existe un hyperplan H invariant par 
rapport à f t e l que P^eH. Evidemment i l est possible de 
trouver une droite L qui passe par le point P^ et dont 
l ' i n f i n i t é de points ne soient contenus dans des hyperplans 
invariant par rapport à f . Si , pour chacun des dits points, 
i l existai t un dombre m(m < k) t e l que f m ( P ) = P, i l 
existerait pour une valeur m = m' au moins deux points 
distincts P̂  et P^ invariant par rapport à l 'application 
f m . Cependant, compte tenu des égal ités f k (P Î , ) = Pj! et 
k / / / 

f (Pg) = P2» vo i t que la droite 1 et l'hyperplan H 
ont deux points communs et distincts P^ et f m ( Pg ) ce qui 
est impossible. De cette manière, la démonstration de la con-
dition nécéssaire est achevée. 

Passons à la condition suffisante. Soit donnée une appli-
cation f et un point PQ non-contenu dans un hyperplan à 
1 dimensions (0 < 1 < n) invariant par rapport à f , t e l 
que f k ( P Q ) = P0 et f m ( P Q ) * PQ(m < k). 
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Conditions géométriques de cyclicité 5 

Désignons par P.̂  le point f Î P ^ ) pour 1 < i < k. 
Naturellement P k = PQ. Par.1*hypothèse, on déduit qu'on 
doit avoir k > n+1. Sinon* l'hyperplan ZÎP^P^ .. »Pk_-] )» 
serait invariant par rapport à l'application f. Pour com-
mencer, on va démontrer que les points P^, (i=0,1,2,...,n), 
sont linéairement indépendants. Or, par l'hypothèse, on dé-
duit que les points P0,P^,...,Pn sont tous distincts. Par 
conséquent, à partir de n=1, les points PQ et P^ sont 
linéairement indépendants. Supposons que les points 
P0>P-l »• • • fI>]__i consituent un système linéairement indépen-
dant. Supposons en outre qu'il existe des nombres appar-
tenant au corps K qui ne s'annulent simultanément et qui 
satisfont à la condition ¿'cîjPj = 0. Naturallement, le 

i-o 1 1 

coefficient oî ne s'annule pas, sinon on obtiendrait l'éga-
L-1 

lité .Z7a.P. = 0, contre l'hypothèse. Le point P, est i-0 1 

donc une combinaison linéaire des points P Q , P ^ , . . . e t 
par conséquent P^6 Z(PQ,P^ ,... ). Cependant le système 
des points P Q » P ^ , . . . e s t transformé par l'application 
f en un système linéairement indépendant P̂ j ,P2». •. ,P-|_, 
donc Z(P0,P^ .. » P ^ ) = ZCP^ ,P2,... ,P1) = Z, autrement 
dit f(Z) = Z contre l'hypothèse. De cette manière, l'indé-
pendance linéaire des points P Q , . . . , P est démontrée. 

Pour démontrer le théorème, considérons d'abord un cas 
particulier avec k = n+1. Les points PQ»Pi»•••»PQ étant 
linéairement indépendants, prenons les en tant que les sommets 
d'un simplex élémentaire PQ(0,0,...,0,1), P^ (0,... ,0,1,0-),..., 
... ,PQ(1,0,... ,0). On voit aisément que toute application f 
qui représente les points PQ,P^ ,... ,PQ resp. en P^^,..., 
. . . , P Q s'exprime par les formules 

Xxi = Ai+1xi+1» i=0,1,...,n-1, 
f:< 

Ax' = x. n c 
avec A^ des nombres arbitraires du corps K, tous diffé-
rents de zéro. 
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6 K,Witczyriski 

I l est bien visible que 

(•n U 11 \ 

J J A i x 0 ' ] J / i x 1 [ J A i x n j » 
autrement dit f n + ^ est identité, la thèse est donc satisfaite. 

Dans la suite, on supposera l ' inégal ité k^n+2, autre-
ment dit l 'existence de n+2 au moins points distincts 
P0'P1 * ' '^n+l* 

Si le point n'appartenait à aucune des faces du 
simplex S aux sommets PQ .P^, . . . ,PQ , alors, compte tenu de 
l ' éga l i té f k ( P ± ) = P ± , ( i=0,1, . . . ,n+1) , l 'application f 
serait identité et la thèse serait satisfaite. Supposons donc 
que P j^ i 6 H™, où Ĥ  est une face du simplex S tel le 
qu ' i l n'existe pas une face à dimension inférieure à m et 
contenant Par conséquent, pour tout point Q de l 'hy -
perplan Ĥ  on a l ' éga l i té f k ( Q ) = Q. 

Désignons par H™+/] l'hyperplan f (H^) , ( i=1 ,2 , . . . ,r-1 ) , 
où r est égal au nombre des éléments distincts de la suite 

. Les hyperplans H^,H2,...,H r sont donc tous distincts 
et Hr+/j = H ĵ. Naturellement, on a r < k. I l est clair que 
pour QeH i f ( i=1 ,2 , . . . , r ) , on a l ' éga l i té f k ( Q ) = Q. 
Supposons que pour un j 6 <1,r> on a H^nH^ 4 0. I l en dé-
coule qu'on a aussi Hg«"» ^ 0 etc. Formons une suite 
d'hyperplans { z 1 i | avec Z 1 i = Z(H,j . H ^ ^ ) , ( i = 1 , 2 , . . . , r ) 
et encore une suite j z i i } a v e c '¿n = z ( z i - i i ' z i - i j + i - 1 
( i = 1 , 2 , . . . , r ; l = 2 , 3 , . . . ) . 

De façon analogue qu'auparavant, on remarque que si le 
point Q est contenu dans l'hyperplan on a f * (Q ) = Q. 

Naturellement, i l existe un p te l que Z ^ = Pn. Autre-
ment dit , f k est identité et dans ce cas-ci le théorème 
est vér i f ié . 

I l reste à considérer le cas H^nH^ = 0, ( i , j =1 ,2 , . . . , r , 
1 £ ¡ ) . Alors tout hyperplan H^ contient m+1 sommets du 
simplex S et on a l ' éga l i té r (m+1) = n+1. Suivant cela, 
l'incidence P £ Ĥ  entraîne les incidences PQe H^,P^e Hg, 
, . . . ,Pr_/j e Hr etc. Fixons un système de coordonnées de 
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Condit ions géométriques de c y c l i c i t é 7 

manière que l ' o n a i t P 0 ( 1 , 0 , . . . .Oj.P,, ( 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ) , . . . , 
. . . , P ( 0 , . . . , 0 , 1 ) . En ve r tu du lemme, on peut f i x e r un po int-
- un i t é dans P a , de manière que l ' o n a i t 

x 

n+i < 
pr+i-1 

0 

-1 = 1. (p = 0 , 1 , . . . ,m ) , 

pour 1 /£ p r+ i -1 . 

A l o r s , l ' a p p l i c a t i o n f transformant l e s po in t s 

I o ' p 1 ' ' " ' P n + r - 1 r e s P ' e Q P " » P 2 ' " ' ' P n + r ' s ' e x P r i m e r a P a r 

l e s formules 

(1) f : ^ 
*xT _ = <Lx „ /i+b x pr p p r - l r n 

Xx . = ti .x . „ pr+3 i pr+G-1 

avec p = 0 , 1 , . . . ,m ; j = 1 , 2 , . . . , r - 1 , cQ = 0, et c p ,b^,h r 

- des éléments non-nuls du corps K. 
Soient des po in t s X,Y,X,Y de coordonnées resp. 

X: < 

X: < 

Ï,Y:< 

V " S 

x^ =" 0 pour 1 jé pr , 

V = 

x x = 0 pour 1 ^ p r , 

ypr+j ap 

'pr+3 5 = S 

avec p = 0 , 1 , . . . , m , j = 0 , 1 , . . . , r - 1 , et ap»Ap - des é l é -
ments du corps K. 

On va démontrer l a p ropr i é té suivante de l ' a p p l i c a t i o n 
dé f i n i e par l e s formules (1): s ' i l ex i s te des po in ts Q et E 
et un na tu re l i t e l s que ' f 1 ( Q ) = X, f i ( E ) = Y et 
f 1 + r ( Q ) = x , a l o r s on a f * + r ( R ) = Y. 
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8 K.Wit c zynski 

Utilisant les formules (1), ou peut vérifier que, les 
nombres a^ étant donnés, on obtient les nombres A^ à par-
tir des égalités 

Ap = cpap_i + V m p o u r p = 

Il faut donc démontrer que les coordonnées dM point 
f 1 + r(R) = Y s'expriment par les formules 

ypr+d = °pAP-1 + b r V ^ = 0»1»"-»r-1i P = 0,1,... ,m). 

Or, observe 
(1 < s < r-1 ), sont 

Or, observons que les coordonnées des points fi+s(R), 

_xpr+t = 0 p V 2 - V > 1 ^ ' " V » t t l V l + 

(2) <! + l ' i t 2 - V r V l " , V » t + 1 i t a ' p o u r ° < t < s 

^ ^ = b1b2. ..bsap, pour p=0,1....,m. 

Réellement, si s = 1, les formules (2) sont faciles à 
vérifier. Leur vérité supposée pour s = u, U<r-1), on 
obtient, d'après (l),leur vérification pour s = u+1. 

Posant s = r-1, dans les formules (2), on obtient les 
coordonnées du point f ( R ) 

*pr+t = 0 p V 2 ' " ¥ r - l V 2 - D t + 2 . a p - 1 + 

+ b^bg.. «^t^r^r-l* ' ,1:)t+2am pour 0 < t < r-1 

xpr+r-1 = b1b2**,br-1ap p o u r p = °»1»"«»m« 

Utilisant encore une fois les formules (1), on obtient 
les coordonnées du point f*+r(R) 

I xpr = 0 p V 2 ' " b r - l V l + V l V " b r - l V ( p = 0' 1 " ' ' » m ) 

+ h j V - ' V i V W ' - V i V 1 < i < r-'1 
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Conditions géométrique de cyc l i c i t é 9 

Compte tenu de l'homogénéité des coordonnées, on voit 
que f i + r ( R ) = Y. 

Le raisonnement ci-dessus se général ise a u s s i t ô t , comme 
s u i t : s i f i ( R ) = Y , f x ( Q ) = Y et f i + q r ( Q ) = X, on a 
f 1 + q r ( R ) = Y pour q = 1 , 2 , . . . . Posons i c i Q = PQ,q = 
et soient l e s coordonnées du point R 

!~1 pour 0 « i < r-1 
x i = H |_0 pour r < i < n . 

S i i = 0, l'hypothèse est v é r i f i é e , on a donc 

f i + r r (R) = f 1 + k ( R ) = f k ( R ) = R. Le système à n+2 points 
P. . P z , . . ,P_ ,R dont tous n+1 points sont linéairement in-

^ k 
dépendants, détermine l ' app l i ca t ion f en tant qu' identité 
cqfd. 

Soit donnée maintenant une applicat ion f * de l 'espace 
Pn sur lui-même t e l l e que tout point de PQ so i t contenu 
dans l 'hyperplan à 1 dimensions invariant par rapport à f * . 
Soit m le plus pe t i t aes nombres jouissant de cette proprié-
t é . Désignons une t e l l e applicat ion par le symbole f * . 

T h é o r è m e 2. Pour que l ' app l i ca t ion f * de l ' e s -
pace P a sur lui-même so i t périodique de période strictement 
k , i l f aut et i l s u f f i t q u ' i l ex i s te un point PQ non-con-
tenu dans l 'hyperplan à 1 dimensions ( l < m ) invariant par 
rapport à f et t e l que 

i k < * 0 > = p 0 ' ^ V * p 0 p o u r 1 < 1 < k -

D é m o n s t r a t i o n . La condition nécessaire est à 
démontrer par le raisonnement analogue qu'auparavant. Quant à 
l a condition s u f f i s a n t e , supposons, comme dans le cas précé-
dent, que k>m+1. Considérons un hyperplan Hm invariant 
par rapport à f et contenant le point P . Pour l e s points 
de l 'hyperplan H l ' app l i ca t ion f devient ident i té , su i -
vant l e théorème 1. 
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10 K.WitczyÄski 

* * D'autre part, si f 6X , il existe des hyperplans 
H r tels que i^+i2+...+ir+m = a et dont tous 
les points sont invariant par rapport à f*. Par conséquent 
f* k est identité cqfd. m ^ 

m' 
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