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Anna Wegrzynowska

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE
DE CHAMPS TENSORIELS RECURRENTS ASYMETRIQUES
DU TYPE (02) DANS L’ESPACE A QUATRE DIMENSIONS

1. Introduction

L espace x4 muni du tenseur asymétrique T,. Sera dé-
signé par Hye 1la deérivée covariante recurrente de cet espa-
ce est définle par les relations

"3 o

(1.1) BTap = % Tay = Mo Tap = [, Taa = kg Tau
ol kg est un vecteur covariant donné dans Hye

On définit les objets suivants

(1.2) a1=det [T,,], f:=det [2%,,], #i=det [o7, L

On sait daprés [1] que les objets (1.2) soht des densités
de poids 2 et que leur proprieté de s annuler ou non est
une propriete invariante.

Posons

(1.3) r, i=rang [T,] , 1 1= rang [27, ],
Ty - reng [ZT[ApJ] ’

On sait d‘apres [1] et [8] que les rangs (1.3) sont des in-
variants absolus des transformations du systeme de coordon-
nées,
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2 A.Wegrzynowska

Définition 1. 81 r,=p (p=1,2,3,4),
1 ‘espace H, est dit (4 - p)-plement singulier et note Hi'p.

Défi_nition 2. Si ra=1y=r#=4, 1 espace
4 est dit non singulier [9].

Dans le présent travail on a résola le probléme suivant:
étant donnés successivement les espaces HZ, Hi et Hl aves .
les champs vectoriels ks donnés dans ces espaces,_on deman~
de quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le champ du tenseur asymétrique TA#' donné dans les
espaces HZ, Hi et H1, soit réourrent (c ‘est-a-dire qu 'il sa-
tisfasse a la relation (1.1)), ces conditions étant exprimées
par les comitants correspondants du champ donné T

H

aps
Les relations (1.1) peuvent étre mises sous la forme

(1.4) I;:( J:T“I‘ + 6\:T2.a) = ¢5,11u (a,,ﬁohb' = 1,2,3,4)
ot
(1.5) ¢6'AF.:= aﬂTﬂF - kﬁ'Tlp'

les composantes du tenseur sz’ les dérivées partielles

9 T,, et les composantes du champ vectoriel ke étant donndes,
tandis que les composantes de la connexion linéaire asymetri-
que f;; sont inconnues. Pour tout 6 le systeme (1.4) est un
systeme de 16 équations linéaires non homogénes avec les in-
connues r’ prises dans 1 ‘ordre suivant

Ap
! 2 3 4 f 2 3 4
rn | En J raf ) rn v T, raz ’ rez ’ raz ’
(1.6) :
1 2 3 1 2 1
o T To T T T Tan e
La matrice: fondamentale %t,= ( ) et compléteﬂ%é:[ ]

du systeme (1.4) ont pour 6 fixe la forme suivante
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4 A.VWegrzynowska

ou ‘m‘1 =m2 =m3 =m4.
On pose

(1.8) Rep = [B0aj] s R = [ 2] (3 = 1,2,3,4)

Profitant de (1.8) on obtient les formes suivantes des matri=-
ces fondamentale %Y = ( ) et complete M'= [ ] du sy~
steme d ‘dquations (1.4)

m1 0 0 0 n1
0O 0 0 A
(1.9) 2 2
0 0 m3 ;)z 23
0 0 0 4 4

On pose ensuite: r(@) = rang (W), r(#*) = rang (#M"). On sait
gque la condition nécessaire et suffisante pour que le systeme
(1.4) admette une solution est

(1.10) r(a) = r(m*).

2. Objets fondamentaux
Nous introduisons les objets suivants

(2.1) Vp 3= 2TL.A#]

C’est un dévecteur (ivoir [6],[7]), avec 1a régle de transforma-

tion Vp = %i vP, oi P est 1 indice obtenu en comprimant
les indices P = (ap) d’aprés la régle [10]

(2.2) 1 =10(12), 2 =(13), 3= (14), 4 = (23), 5 = (24), 6=(34)

et

Nous introduisons ensuite les s~tenseurs
(203) KPQ t= ZTG[A Tlﬁll‘] » (P1Q=ivé9§_9‘i’soé)
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L'existence de champs tensoriels 5

. PQ '
avec la regle de transformation Ky g = Logr KPQ (voir
[1‘0] ), et en méme temps on introduit, pour les objets du ty-

pe (2.3) formeés des composantes des champs: 2T(w) et 2T

[au} °
les notations
(s) (2)
(2.4) KPQ = 8T(“[1)T(|p(P)J et KPQ = BT[d—CA_]T[]ﬁULJ]’
ainsi que
(2.5) Lop t= 3LTx[a-Tl;u,e Tma-] ’
avec la regle de transformation: L, .= éﬁ JA';,,LI“,, (voir

(e], [6]), oi 2, I sont les indices ‘obtenus en compriment
les indices Q = (auv), = (xpy) d’apres la regle

(2.6) I =(234), II = (134), III = (124), IV = (123)

et
2 (a u 0]
én' = 3! Aﬂ.‘ Ap‘Av‘ *
On désigne ensuite

(s)
(2.7) L, = 3187 (@,r = 1,II,III,IV),

£ (afe) T(lylﬁ) T(lwr)_]

Les objets K et K__ sont symétriques s’ils ont les pro-
’, o FQ ar .\ .
prietef: KQP = KP et I‘m = L, , ces proprietes ayant un
caractere invariant (voir [6], [7]).
Ensuite nous introduisons 1les objets du type de Pientsov
(voir [7])
a) dans le cas ol r, =1

T

(2.8) d«F:: TLA (l,,u-= 1’2’3.4)
12 N
N 4,
avec la regle de transformation %y =—p ’
A,,ae
b) dans le cas ou I, = 2
K ~ K c s s s
(2.9) Bp ==—I—{%§— ot Bp = Q‘,l; (P,Q=1,2,3,4,5,6)

- 19 -



6 A.Wegrzynowska

14
avec la régle de transformation By =-—jﬁ£§L (régle analogue

]
- éi"ﬁQ
pour Sp),
c) dans le cas oi 1, = 3
L L
f2{r ~ ra
(2.10) ¢, ol et 3}2:=-L?E (s = I,II,III,IV)
< 911"3}2 N
avec la regle de transformation = A (regle analogue

. T
pour rﬂ). sErar

On deémontre aisément que dans 1 ‘espace H4, on r, = 2, les
hypotheses: KPQ est symetrique et K ii # O entrainent les re-
lations

(2.11) KPQ = ’BPﬂQK‘H’ K_” # 0> v1- ¢ 0, vP= /3Pv‘i

tandis que dans 1 ‘espace Hl, on 1, = 3, les hypotheéses:L,

est symétrique et LIVIv # 0 entrainent les relations

(s) -

(s)
(2412) L= 2,2 Iryys Lrvav # O = Ipyry # O Lor=2, 7~ Lryrye

Nous congtruisons ensuite les objets

(2413) g:= Kii v: £0
("1')2 ’ i
L (s)
(2.14) AT TLES AU SN
(s)
Liviv

Théoreme 1. Si dans 1 espace Hi on a Kppoy = 0
et si K11 # 0, 1'objet g est un scalaire.

Démonstration, Des regles de transﬁormation
pour les objets Kpg et vp et des relations (2.11) on tire

- 20 =



L'existence de champs tensoriels 7

rQ PQ
o = i1 oit Kpg _ SulpRgfyi o Rii
= 2% R g = TR AS 2 (g2 57
(vid® Qg SiNg 4§ S Bppg(v (vy)
’ ~ s 1 _
Theoreme 2 . Si dans 1 espace H4 on a ITQRJ'O

(s) .
et si LIVIV # O, 1 objet Z est un scalaire,

La démonstration est analogue & celle du théoreme 1.

3. Conditions nécessaires et suffisantes pour 1 ‘existence
de champs tensoriels asymétriques récurrents du type (0,2)
dans 1‘espace H- '

Dans le travail [5] il a été démontré que dans HZ le
seul cas qui puisse se presenter pour les rangs Tas Ty Tpo
est le suivant

(3.1) Ty =1y Ip =1, =2,

En s ‘appuyant sur le théoreme correspondant du travail [2] on
admet que

4 ~
(3.2) > (2% # OL
A=

Si 1°on admet 1 ‘hypothese (3.2), la matrice des coordonnées du
champ T&# devient

(3.3) [Ta#] = [O(,/.l T1/'J ) (/19,“ = 1,2,3,4),

od o, est 1°objet défini dans (2.8).

Théoreme 3. Dans 1 espace Hz le champ du ten=-
seur asymétrigue T, est toujours réourrent ?t la solution
du systeme d‘équations (1.4) par rapport a ML, dépend de 36
fonctions arpitraires.

Demonstration. On démontre aisément que les
hypothéses (3.1) entrainent

- 21 =



8 AWegrzynowska

2 2 2
(3e4) (Typ = ;0 )% + (Byg = agPi )% + (T, = ,T,)° 4 O,
En substituant les composantes du champ (3.3) dans les matri-~
oes.ln; et s et en calculant leurs rangs moyennant 1 ‘hypo~-

these (3.2) et les relations (3.4) on obtient.
(3.5) () = r(@y) = 1= r(aw) = r(m*) = 28,

4. Conditions néocessaires et suffisantes pour 1 ‘exisience
de champs tensoriels asymetriques récurrents du type (/0,2)
dans 1 espace HY

Dans le travail [5] 11 a ét& démontré que dans Hz les cas

possibles pour rangs T, Tzy T sont les sulvants

=1 mp=2
¥ =2 Ty = 2
x, =2 v &
Iy = 3 Ty = 2
4,

r/=4 r‘:: ,
Dans le cas ol I, = 2 on a pour les composantes du champ

Tl# les relations

T, =RsT, = B;T
3 272 41
(4.1) a # ~ pour A = 1,2,3,4,

Tau = B3Ty = B5Tyy

ot A. sont les composantes de 1 objet défini dans (2.9) et
oi 1°on a admis que Ki; #0 [2].
On considere les fonctions

[}

Ty3 + B3T9q - B3T45

Tog + BgToq = B3Tp)
T1g * BgTqq = B3Typ

(4.2)

n W o W
1}

= Tpz + B4Tpq = ByThy «

- 22 -



L existence de champs tensoriels 9

Calculant # et £ (définis dans (1.2)) on obtient # = ¢ =
= (PQ - RS)?, Nous introduisons les objets

(4.3) v V7,

oi, comme on le sait [1], ¢ “est une densité de poids 1, ainmsi
que

(4.4) R
avec la regle de transformation (voir [3]): AV =
= 71 % (-v3,1n] 3|+ 2,V) (dans [3] 11 y a lieu de poser

p=1)o

On sait d‘aprés [4] que le complexe {V, @lv}’est un objet
géométrique semi-composé.

Les objets suivants sont

(s) {s)
(4-5) 31 L.Q.I" et 31 KPQ’

(S)| (s)‘ o’ ’
oi L,. et Kpq ©nt 6té definis dans (2.4) et (2.7).

On montre aisément que les regles de transformation pour

les objets (4.5) sont les suivantes (voir [7] )

(s) ((S) (s) >
By Lym= (L, ,,(An,,.) +Aw,a“ ar/s

(s) (§) pa _ (8) )
ol
aa‘: KP'QA = Aﬂ.‘ PQ a(A :Q. ) + AP' o K’PQ )
et que ces regles obéissent aux propriétés d “un groupe. Il
en résulte, en tenant compte de [4], que les complexes

{(s) (s) } ot (s) (s)

A Lnr, pQ* % PQ} sont des objets géométriques
.gemi-composes,

Théoreme 4, Dans Hi le champ du tenseur asy-
métrique T,, est toujours récurrent dans les cas: (a) r, = 1,
Ty = 25 (b) vy = 3, 1p = 23 (c) T, = 4, :, 43 la solution
du systeéme d équations (1.4) par rapport a f:; dépend de. s
fonctions arbitraires, ou (a) s = 36, (b) s = 20, (¢) 8 = 16,

-23 -



10 A.Wegrzynowska

Déemonstration
(c) Dans le cas oa 1, = 2, *y = 1y = 4 les conditions
suivantes doivent &tre remplies

(4.6) JEOA L 40 & V4o,

On prouve aisément que (4.6) entraine
(4.7) P> + Q2+ 8% + 82 £ o0,

oa P,Q,R,5 ont été définies dans (4.2).

En substituant les composantes du champ T,,, déterminées
dans (4.1), dans les matrices &ty et Wy (définies dans (1.7))
et en tenant compte des hypotheses Ki; # 0 et (4.7) on trouve
leurs rangs

(4.8) r(Wy) = r(m,) = 12 = (@) = r(w) = 48,

(b) Dans le cas ou 1, = 2, rp =3, 1p=2 les condi-
tions suivantes doivent étre remplies

(4.9) /= ¢=0% v=o0,
o V a été défini dans (4.3).
Posons:
2Ty 2T(qg) P R
2T(12) 2722 5 Q
n
P S 0 0
R Q 0 0
(s) ‘ .
et désignons par I,. les mineurs du troisiéme degré de la

matrice & (2, sont des indices formés d ‘apres la regle
(2.6)). On prouve aisément gue la condition suivante est rem-
plie r [QTu4q]- r(@) = 3 (pour les composantes du champ T,
définies par les relations (4.1)). De 1 hypothese Ty = 3 et
des relations precedentes il résulte que

- 24 -



L existence de champs tensoriels 11

(s) » Kf) )
(4.10) (Trpporr 0° + Qpypy)© # 0.

De (4.10) il résulte que dans le cas considére il y a deux
possibilités

(s) X5)

= 2 .2 : 2
(4.11) Ligrop 0 ® RH4QT# 0 v Lpygy #0 > P

+ 8% £ 0.

Substituant les composantes du champ T,, , définies dans
(4,1), dans les matrices niget #tget profitant du fait que si
1’objet s annule, cetfte propriété est invariante, on étudie

les rangs de ces matrices sous les hypothéses: Kii’f 0, (4.10),"
(4.11), (4.9) et on obtient

(4.12) r(mg) = r(Wg) = 11 = r(W) = r() = 44.

(a) Dans le cas ou =, = 2, ry =1, ¥y = 2° les conditions
suivantes doivent étire remplies

(=) (s) (s) (s)

(4,13) V=023V =03 L,. =03, L,.= 03 Kpq = 0 &8 Kpy=0,

la f:§priézgﬁde s ‘annuler étant pour les objets{ iir’ @fi;r}
e.t{ Kpgs O Epg| une propriété invariante,

En substituant les composantes du champ Tz# , définies
dans (4.1), dans les matrices #; et s, et en évaluant les
rangs de ces matrices sous les hypotheses K5 #0 et (4.13)
on obtient

(4.14) r(ag) = r(w,) = 7, r(m*) = r(m) = 28,

Théoreéems 5 e Dans le cas on T, =X =Ty =2
de 1 espace Hz 1 objet Kpg Ae peut étre antisymétrique.
Déemonstration. On admet que les composantes

du champ Tap sont définies par les relations (4.1). De la

- 25 =



12 A.Wegrzynowska

définition (239) de l'objet*ﬂ et de (4.1) on tire Kpj = ApK
(P = 1,2,...,6) et Kj; # 0. Si 1 ‘objet Kpq était antisymé- .
trique, on devrait avoir les relations Kpp = O (P=1,2,000,6)
et par conséquent Kpj= (P = 1,2,000,6), contrairement &
1’hypotheése =r, = 2 pour le champ - T,, défini dans (4.1).
Théoréme 6. Danslecas 1, =1y =¥ =2 de
1 “espace Hi, sl Kipq; = O, 1le champ du tenseur asymetrique
Ty ©8% récurrent si et seulement si Bag = O (o a dte défi-
ni dans (2.13)), la solution-du systeme d équations (1.4) par
rapport a I;; depend de 36 fonctions arbitraires. '
Demonstration. Nous introduisons 1 objet
sulivant '

(4015) GP $ = EP —’BP, (P = j,é,oo.’é)
oa By et By ont été définis dans (2.9).

On demontre facilement que la régla de transformation pour cet
objet est la suilvante

6 = - (P,Q'R,S = 1,2,000,6)

et qu ‘elle obéit aux propriétés d un groupe.
Si 1'objet KPQ ‘est symétrique, les fonctions P,Q,R,S,
définies par (4.2), peuvent étre mises sous la forme

P

T1285 = T1484» Q = T3 - Tpq05
(4.16)

R = Ty585 - T1495, § = TppB5 = Tpq64.

De (2.9), (4.15), (4.16) et de 1 hypothese Kipg = O on tire

(4.17) P
et

5s)
(4.18) Kep = Kpg» %o = 1y = Tp = 2, K45 £ O Ky £ 0 A V40,

Q=R=5=0 > 3P =3Q =3,R =9,5 = 0,

- 26 -



L existence de champs tensoriels 13 .

En substituant les composantes du champ Ta;u définies
dans (4.1), dans les matrices @) et W, admettant que K (pq]= ©
et profitant des relations (4.17) et (4.18) on évalue les
rangs de ces matrices et on obtient

Mag) = r(AL;) < feo= 0 <> r(m”) = r(m) S 9%g=0.

"Lemme 1. SidansHionara=r/=r‘=2,sile

champ du tenseur T,, est defini par les formules (4.1), =i

11140 et P=Q=R=28 =0, ona’K[PQJE‘O.
Démonstration. De 1 hypothese P =Q =R =

=8 =0 et des formules {4.2) on tire _

T13 =BsT12.= BiTrrs Ta3 = Bolae - AiTaqe
T1q = B3T12 = B5Tqqs Toa = B3To0 - B5Toq e

De 1a on tire, en tenant compte de la definition des objets
Bp et fp Bp =Bp (P =1,2,000,6), dono

K K
(4.19) FQ 9P |
Tig "o,

La formule (4.19) et 1 hypothése K ji #0 entrainents KP1 = Kjp
(P = 1,2,00046). De 1a et de (4.19) on tire: Kp, = p (PyQ =
= 1925000s6)

Corollaire. Dulemme 1 et de (4.17) il résulte
que dans le cas sz Yy =Yy = Xy = 2 on a pour les composan-
tes du champ T,, (4.1) 1 “équivalence

(4020) K =K ©P=Q=R=SEO,

QP PQ

ou P,Q,R,S ont éte definis dans (4.2).
Théoréme 7. Dans le cas I,= I, =Ty =2 de
1 espace H4, si K[PQ] # 0, le champ du tenseur asymétrique

- 27 .



14 AJWegrzynowska ¢

sz est toujours récurrent, la solution du systeme 4 equations
(1.4) dépend de 16 fonetions arbitraires.

Démonstz:vation. Del'hypoth‘ese' K[PQ];éO
et du lemme 1 il résulte que dans le cas considére de 1 espa-
ce Hi les composantes du champ Tﬁ# (4.1) doivent satisfaire

aux conditions

(4.21) P2 + Q% + B% + 8% £ 0 A (PTy, = 874,02 + (PT,,-5T,,)240,

En substituant les composantes du champ T,, (4.1) dans
les matrices M, et ¥ et profitant des relations (4.21) on
évalue leurs rangs sous 1 hypothese K[PQ] # 0 et on obtient

r(ay) = r(Mg) = 12> »(m*) = r(ae) = 48.

5. Conditions nécessalres et suffisantes pour 1 ‘existence
de champs tensoriels asymétriques récurrents du type (0,2)
dans 1 espace Hl
Dans le travail [5] il a été démontré que pour les rangs
y Tpy T les cas suivants sont possibles -

I

I‘/ = 1, Tg = 2,
I'/ = 2, I" = 2,
n = 2, Yo = 4,

I'a = 3, 4 I'/ = 3, l‘i = 2,
Ty = 3y Ty =4,
r =4, 1, =2,

ry =4, rp =4

Dans le cas ou r, = 3 on a pour les composantes du champ T
les relations suivantes

AR

(5.1 Ty, = 71Ty - TrrTey * T111T3 (p=1,2,3,4),

- 28 -



L existence de champs tensoriels 15

od g, sont les composantes de 1 objet défini dans (2.10) et
oi 1 on a admis que Liyry # © (voir [2]).
Nous introduisons les fonctions suivantes

X =Ty - 01799 + 711792 - 71117130
(5.2) 1Y
z

Toq = 01Tpq + 711Too = 71117230
T34 = 71T3q + r11%32 ~ 7111T33°

Calculant # pour les composantes du champ sz (5.1) on ob-
tients

#= (220 (5] - 2YT [y + 2XT [y )2,
Wous introduisons ensuite les objets suivants
(503) B :=‘l '}

gui est, comme on le sait [1], une densité de poids 1, et

(5.4) 3, B,

avec la regle de transformation: 9,B' = J'1A1,(-B8kln|J| +

+ 9,B), obéissant aux propriétés d un groupe (la démonstra-
tion est analogue a celle qui a été faite pour 1 objet 3,V
(4.4)). Le complexe {B,3, B} est un objet géométrique semi~-
-compose [4]. Si ry = rg = 4, on peut introduire le scalaire
et le vecteur covariant suivants [1]

‘ 4
(5.5) T :=/—; aa'(f .

Théoreme 8., Dans le cas de 1 espace Hl ot
T, = 3, Ty = Iy = 4 le champ du tenseur asymétrique TA# e?t
recurrent si et seulement si 2,7 = 0; 1la solution du systeme
d équations (1.4) par rapport a l;; depend de 8 fonctions ar-
bitraires.

- 29 -



16 A.Wegrzygnowska

Demonstration, On itroduit les notations

2'1'11 2T(12) 2T(13) X’ 0 27 [12) 2T [3] X
A 2T( 12) 2T22 2T(23) Y 0= 2T [21] 0 27 [231 Y
2T(13) 2'1'{23) 2T33 Z 27 [31] 2T Dz:l 0 Z
X Y Z 0 =X =Y ~Z 0
e)

et je designe par ZQF les mineurs de degrée 3 de la matrice
/A, formés d apres la régle (2.7). On démontre aisément que

(506) I? = rA A 1" = r_a

si les composantes du champ T,, sont de la forme (5.1). En
vertu de (5.6) et de 1 hypothése Ty = I, = 4 on obtient

i(s)

2 & OIA(EII)2 +

(5.7) 2#0 A £#0 > BF 0 AX4¥%42
(s) (s)

~ ~ 2
+ (Ipy )% + (Tpppo1r0)

En substituant les compcsantes du champ T,, (5.1) dans lés
matrices xn;.et Mg, on calcule les rangs de ces matrices en
profitant des relations (5.7) et on obtiens

r(Wg) = r( W) = 14<> v = 0> (o) = x(im) =
=56e0,7= 0.

Théoréme 9., Dans lecasol I, =1, =3, 1, = 2,
dans 1 ‘espace Hl l'objet Ly, ne peut etre antisymetrique,

La démonstration est analogue a celle du théoréme 5.

Théoréme 10, Dans le cas oi Ig = Iy = 3, Ty = 2
car; = Os le champ du tenseur asymétri-

dans 1 espace HZ, si L
est récurrent si et seulement si 9, =0 (ou Z a été

que TA#
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deéfini dans (2.14)); la solution du systeme d ‘équations (1.4)

par rapport & F° depend de 20 fonoctions arbitraires.
Démons t ration. Nous introduisons 1 objet

suivanut

(5.8) D= F o~ g

od F et g ont été définis dans (2.10)), avec la régle de

transformation (voir [7])

A A
Dl (o, - o)

,, ’ (2, Ay = I,II,III,IV)

w b>

obeissant aux propriétes d ‘un groupe. De cette fommule il ré-
sulte que la propriété de 1‘objet ¥ de s’annuler est une
propriété invariante de celui-ci. En vertu des définitions-
(2.10) et (5.8) on obtient: Ly, =Ly > P =0 (@,/,Z=

= I, II, I1II, IV). On démontre aisément que les fonctions
X,Y,z (5.2) peuvent étre exprimées par 1 objet <), de la fagon
suivante

X =Ty = PprPyp + P Tyss
Y =917 - VrTho + ¥ 1110030
2 =913 - V11055 +P 111735
Des considérations précédentes il résulte que

(5.9) L, =L, = X=Y=2=0=> 9, X=03Y=0,2=0,

En substituant les composantes du champ T). (5.1) dans les
matrices m5 et Wy, on calcule les rangs de ces matrices sous

les hypotheéses du théoreme 10, Liyrv # 0 et, en prafitant de
(5.9), nous dbtenons

(5.10) r(Mg) = r(am,) < r(N*) = #(2t),

-31 -



1 A.Wegrzynowska

'

ol les matrices M*= [ ] et = ( ) ont la forme suivante
[ ]2%49 2%(q2) 2T(43) © 0 - o 0o 9 82T4q ~ Ty ]
/ Ty Tp T3z Ty Typ T3 O ° 0 9, T2 = KTy
T3 T3 T3 O ° 0 Ty Tz T3 (BT - KT
Toy Top Taz Typ T2p T3y O 0 0 8T21 ~ kaTay
' o 0 0 2T(qp) 2Ty  2T(p3):0 0 ° 9T - X, Tap
G oo ° T3 T3 T3 T ez Tz | BTe3 - KT
T3 T32 T3z O ° 0O Ty Tz Ty [T3q - KT
°© 0 My T Ty T T T [ 375 -kl
_\ °o 0 0 0 0 0 2T(43)2Wp3) 233 | %T33 - kaTss |
I1 est evident que pour le champ T, (5 1) onat L, =1L,

(S) (s
Liyry # Oe Hous calculons Lyyry 93 C (1°objet & a ete défini
dans (2.,15))

(S) ’ (s) (s)

Liyry %8 = vy % Tpvev - Yoviv 2* Drvov =

(s)
Lrviviias - 2LIVIVK44) 0aTqq +
) (s)
vrviss

= wn

(%
<( IVIVK42 9 Typ +

()

+

LrvivRid IVIV 4i) BT
5)

,113+

V

s )
<( )IVIV K25 - Ivng 24> 2,Tpq +
$ )

(s ) )

+ IVTV 25 = 2LyyryKss

8T22+
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<+

(f(s) (s)
=\ TrvrvEai - 2LIVIVK§‘i> 9.T23

+

Ns) (s) \
| LrvrvRig - 2LIVIVK"T4) %731

+

 (s) (s) ,
‘< LrvivKis - 2LIV1VK1‘2> % T3,

) , (s)
+ DryrvRii = 2LryrvBii) %033

Nous allons montrer que si tous les coefficients des dérivées
8, Ty (s B= 1,2,3) étaient nuls, cela serait en contradiction
aveo 1 hypothése 1, = 2; en effet, on a

Kroq] = 244 T3y + 2Tp9Ty3) - 2T34T 2]

2Kr4d] = ~2T2T 23] + 2To2T 3] ~ 2T32T (2]

2K[42] —2T13T[23] + 2T23T [13] - 2T33T [12];

si les premiers membres de ce systeéme d ‘équations étalent si-
multanément nuls, on aurait par hypothése LIVIV £ 0= T[12]
=0 ATy =0 ATy =0, Dansla démonstration du theor
me 8 nous avons introduit les matrices A et 2 et nous avons
trouveé qde T, = T ﬂ'implication précédente est en contra-
dilction avec 1 hypothdse r, = 2,

Supposons que

I(s) s)
(5.12) LiyrvKis = 2LpyryKis # O A Tyq £ Os

[ L ]

Profitant de (5.12) nous etudions le rang de la matrice &*
(5.11) et, apres quelques transformations, nous obtenqﬁs dans
sa quitiéme ligne tous les termes dans les colonnes.1-9 égaux
a zero, tandis que le terme appartenant & la hultiéme ligne
et & la dixiéme colonne est égal & 8, Z . Ensuite jnous consi-
derons le rang de la sous-matrice de degré 8 de la matrice 2¢,
obtenue en y rayant la huitidme ligne,
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i(s) ()
I1 y a deux cas possibles: Kj, # 0V Kjs = O. De (5.12)

il résulte

(s) (@ (D
(5.13) Liyrvy = T1_1‘< KBz - (Kj5) >,e 0.
Posons
(s) (=) (s) ,
W= KyoKiq - (Kjp)%
V =

M p3Keiz) - 4T paKeze
On démontre facilement que

A8)
(5.15) 8(K [1-2-3) Rip + MK pq] + 20V =

(s) (=)
= 4755 (LpyrvKis = DryrvKai)e

De la il résulte, en tenant compte de (5.12)

(5.16) (K g% + U2 + V2 £ 0,

. ) (s)

1~ Supposons d abord que Kié = 0, .

Pour montrer que le rang de la sous-matrice considérée
de degré 8 de la matrice 7z est égal a 8, il suffit de prouver
que le rang de la sous-matrice de It

0 -4K [3] -4U 0
4K [:I2] 0 =4V 4V -
8
~U -V 0 4K [‘i é] Ké‘i -M

est égal a 3.

- 34 -



L existence de champs tensoriels 21

Considérons les mineurs de degré 3 de cette matriée,vobtenus
en'y rayént successivement la premiére, la seconde et la
troisiéme colonne. Nous posons A = B(K[jéPQKié + 2MK @i] +
+ 20UV et on obtleut 8VA, 8UA, 84K 157

De (5.12), (5.15) et (5.16) il résulte que 1 ‘une au moins
de ces expressions doit etre différente de zéro, donc que le
rang de la sous-matrice considérée est 3. Récapitulant, on a

s)
dans le cas Kié £ 0

"

(5617)  r(mg) = r( M) & %% =0 A r(@y) = »(&Y = 11,
- g
2" Supposons maintenant que Kié = 0,

De (5.12), (5.13) et de cette hypothese il résulte que

(s) (s) (s)
(5.18) LryrvEis # O A K;iKss # O.

Pour montrer que le rahg de la sous-matrice considérée
de degré 8 de la matrice % est égal a 8, il suffit (sous les
hypothéses ci-dessus) de‘démontrer que le rang de sa sous-ma~
trice '

° " 4T py)
(s) (s)
K igKiq + 40T ] 4Ty -4 pgKss

est égal & 2. On considdre les mineurs de degré 2 de cette ma-
trice, obtenus en y rayant successivement la premiére, la se~
conde et la troisieme colonne et on obtiens: -16VKié, 16UK12,

8
-16K; iKi5K [j5]« De (5.16) et (5.18) il résulte que le rang de

cette matrice est égal a 2, Par conséquent dans le oas

(s)

Kié =0 on a

(5.19)  r(WMy) = o(Mg) & 3,7 = 0 A r(WG) = r(W,) = 11,
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On arrive a la méme corclusion -en supposant que dans la formu-
(S)
le de Liyrv 1 § un coefficient guelconque de 9, T,

ne
. «p
s ‘annule pas. De (5.17) et (5.19) il résulte

r(m*) = r(a) & % =0; rlm*) = r(r) = 44.

Théoreme 11. Dans le cas ol 1, = r, =3,
Ty = 2 dans 1 ‘espace H4, anj # 0, le champ du tenseur asy-
metrigue T, Ap est toujours recurrent la solution du systeme
d “équations (1.4) par rapport a r depend de 12 fonctions
arbitraires,

Démonstration. Moyennant une démonstration
analogue a celle du lemme 1 on etablit le

Lemme 24 Si dans HZ on a xr, = 1y = 3, Trg =2,
si le champ T,, est de la forme (5. 1),‘ Tyry # 0 et sl
X=Y=2=0, 1 objet Lnr est symétrique,

De (5.9) et du lemme 2 découle 1 équivalence suivante

(5.20) L,=L, & X=Y=2=0.

Supposons que le champ Tap soit de la forme (5.1) et que
Lyypy # Os De 1 “hypothdse qm,j £ 0 et du 1emge 2 il résulte
que la condition suivante doit etre remplie: X° + Y + Z £ O.

Considerons 1 ‘objet

(5.21) 0,.4

avec la régle de transformation {[9], (p.107), [3] (dans [3]
il y- a lieu de prendre p = 2)}: N =3 Aa’ {~2# 1n|J| "'3/1/}
obéissant aux propriétés d‘un groupe. Le complexe {7,237}
est donc un objet géométrique semi-composé, sa propriété de
s ‘annuler est une propriéte invariante.

De 1 hypothese ry =3 1l resulte que dans le 6as consi-
déré dans 1 espaoe Hl doit étre remplie la condition:
7 =0= 9,4 =

Lemme 3. Si dans 1 ‘espace Hl on a ry =1y =3,

Lanlﬁ 0y Lyyry # O» 1la condition suivante doit étre remplie
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(s) (s) (s)

~ 2 ~
(LI I) + (LII II + (LIII III) £ 0.

Déemonstration. Supposons que

(s) (s) (s)
(5.22) Ly =Ly rp = Lygp ppr =0 A X A0, Y £0, Z £ 0.

Calculant # on obtient

(s) (S) (S) (s)
7 =200 g - 2"['(12) 111 * 2%43)br 11 - ¥y 1 = O
(S) (s) (s) (s)
17 = =2T04yB1 11 *+ 2To0lpy 11 - 2T(p3)lyy 11 * Yhpp v = O
(s) (s) (s) (s)
[ #= 2%43)81 111 - 2%(s2)F1ar 1on * 2%ssbaor ror - Zlonn v < ©

ainsi que les relations suivantes

(s) (s) ) £s)
22¥Ep ppp = XLy + VI p o+ 200gg 1o

(s) 5) 2(3) (S)
jexip op = X%y g+ YEpp - 2Epgp oo

Q ORI O

| 2XZLy pqp = “XLp g Lrr 11 = 270111 1170

De 1 ‘hypothése (5. 22), de # =0 et des relations preécédentes

11 resulterait que LIVIV = 0, en contradiction avec 1 ‘hypo~-

thése Ty =
Supposons que
(s) (s) (s) .
(5¢23) Ly =Lyp g7 =Tpqp qpp =0 A X0, Y £0,2 =0,
Si les conditions (5 23) sont remplies, on 7= (24T(43) =

= I =0,

- 2XT(23)) =0= IIVIV [T(23)] Lrrr 11z IVIV

- 37 -



24 A+ Wegrzynowska

en contradiction avec 1 ‘hypothese Ty = 3, (I1 en est de méme
dans les cas: X =0, Y A0, Z£O0OouX#£0,Y=0,24#£0).
Supposons que

(s) (s) (s)

(5.24) Ly g =Ly gy =Llyppppp=04 ¥#0,¥=0,2=0,

Les conditions (5.24) étant remplies on a

7= 4%[My5]? = 0 B 255 = 0,
(s) ] ()
Lrr 13 = 2X"T53
() » 7 Tpp =T33 =0
Lrpr 111 = =2X Ty =

I
o
Y
=

H

<i

H

<

!
o

en contradiction avec 1 hypothése Ty = 3. (I1 en est de

meme dans les cas: X =0, Y£ 0, 2 =03 X=0,Y =0, 2 £0).
Le lemme 3 se trouve ainsi démontré, Récapitulant: si.le champ
Tyu est de la forme (5.1), si Lyyy # O et si les hypotheéses
du théoreme 11 sont satisfaltes, les conditions suivantes doi-
vent étre remplies

22422 £0; £=0 > 8,7=03

(5.25)
(s) (s) (s)

¥ 2 ¥ 2 ¥ 2
(L )% + (Lgp 1707 + (Lppp 777)° # O
En substituant les composantes du champ T,, (5.1) dans les

matrices %5et Mg, -en tenant compte des hypotheses (5.24) (et
de celles du théoréme) on calcule leurs. rangs et on obtiens

r(#Ms) = 13 = r(m*) = r(M) =52,

r( )

Théoréme 12, Dans les cas: (a) 1, = 1, 1y = 2,

(b) Ty =2, Ty =2, (e) Ty =2, 1y =4, (d) Ty = 3, I¢'¥ 4,
(e) rp = 4, 7y = 2, de 1 espace Hl le champ du tenseur asymé-
trique T, , est toujours récurrent; la solution du systeme

ap
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d ‘equations (1.4) depend de s fonctions arbitraires, oi: dans
le cas (a) s = 28, (b) s = 16, (¢) s = 16, (d) s = 8, (e) s=8,
Demonstration
(e) Supposons

(5.26) T est de la forme (5.%1), L

An viv # O

En vertu de (5.26) et de 1 hypothése g, =4, 1, =2 on ob-
(s) (s)
¥ (

Y2472 £ 0 A (LI I Lg

2

(s) |
+ (ppp gpp)°#0 B=0=> 8,B=0, oi B et 2B ont été

definis dans (5.3) et (5.4).

En substituant les composantes du champ TA# (5.1) dans les
matrices g et Mg et en celculant leurs rangs:sous les hypo-
theses ci-dessus on obtient

r(mg) = (W) = 14 = r(m*) = r(m) =

(d) supposons

(5.27) T est de la forme (5.1), L

Ap v # 0.

En vertu de (5.27), de 1 hypothése =r = Ty = 3, 1, =4 et
du lemme 3 on obtient

7= 0=0 £=0, £40=3B40;

(f) » (5) 5 (53 5
(Lg 1)+ (Ipg 110 * Qprp 111)° = ©

En substituant les composantes du champ T, (5.1) dans
les matrices Mg et MMgset en calculant leurs rangs sous les
hypothéses ci~dessus, on obtient

r(my) = r(@mg) = 14 > r(we*) = r(#) = 56,
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{c) supposons

(5.28) Tap est de la forme (5.1), Lyypy # O.
En vertu de (5.28) et de 1 hypoth ese rp =2, rp=4 on
obtient
_ (s) (s) (s)
F =0 32=0; L.rzr= 0e L, = 02 aai_m_=o,
2 £0=>BA0 2> x%+Y% 422 £o0.

En substituant les composantes du champ TAF (5.1) dans les
matrices ay; et My Jj obtiens

r(Wg) = r(Wg) = 12> r(W) = r(W) = 48.
(b) supposons
(5.29) : Tl# est de la forme (5.1).

En vertu de (5.29) et de 1 hypotheése r, = 3, ﬁ{ =1y =2
on obtient

(s) ()
L, =023, L, =0,
6 (s) »
(K;p)S # 0.
P=1 123
Lemme 4, Dans le cas 1, = 3, Tp =Ty = 2 de

1 espace HZ 1°objet L,, doit étre symétrique.
Déemonstration. Supposons que L,- ne soit

pas symétrique. En vertu de (5.20) on doit avoir: X2+Y2+Z2 # 0.
- (s)

Supposons p.ex. que Y # O, En calculant B et iI 111 °8 obtiens
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B = 22T 2 - 2YT [13]' + 2XT[23_-];

et
(s) ”
Ly r31 = 2X2Tp; + 2¥7T(43) = 2X¥T(p3) - 2¥Y2T(45).

Posons pour un instant

2
p=Y T13 - X¥$23 - YZT12 + XZT22,
2
q=1Y T31 - XYT32 - YZT21 + XZT22.
Alors on obtient

¥YB=q=~p=0
Lygrr=a+p=0

On prouve aisément que sous 1 ‘hypothése: Y # O at la condition:
Pp=g=0 le rang r, est égal au rang de la matrice sui-

F 74
vante
0 YT, - KT,y O 0
YTy9 = XTp; T2 YTp3 = 2Ty, X
0 YT, - 2T, O 0

et on voit que le rang de cette matrice peut etre au plus 2,
en contradiction avec 1 hypothése T, = 3. (I1 en est de meme
dans les hypothéses: X # O ou 2 £ 0).

En vertu du lemme 4 on obtient

L, =Ly ® X=Y=2=03 Ly, £ 0.
Ks)

En supposant de plus: §44 £0A T22 # 0 et en substituant
les composantes ‘du champ TA# (5.1) dans le matrices nz; et
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nous considerons leurs rangs. Sous les hypotheses ci-dessus
on a

r(ay) = r(mgy) & r(X) = 33  r(ag) = r(wg) = 11,

ou
(s)
0 4K [1'4]K44 0 ~4M
X = 4K[4i] L M (o) 0]
4M 0 4K [14]K44 4L

et M et 1 sont des expressions de la forme suivante

(s) (i)
M = =T [12]K4‘_4" + T[23] K.14 ’
(s) (g)

L= Tagkig - Tgkig o

Designons par N, le mineur de la matrice ¥ obtenu en y

rayant la 2%1€ solonne. Alors
N1 = 0,
(s) > 2
N, = 4u { 16K44(K [143) + 4M },
(s) » 5
Ny = 4L{16K44(K [14]) + 4M },

(s) (s) 0 5
% = R g 16K 7 - )

S
1

On prouve aisément que

(s) 5 o (s) (s) ) ,
16K 4 (K [34) )+ = 32T Loy K # 0 = 16(K3,9)%+(40)° £ O,

In en resulte qu au moins un des mineurs N, # 0., (I1 en est
8

de méme dans toutes les autres hypotheses du type KPP £ 0,
T,, # 0). Nous avons ainsi prouvé que
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r(my) = r(WMe) = 11 > r(m") = r(w) = 44,

(a) supposons

(5.30) Tz# est de la forme (5.1),

En vertu de 1’hypothése =z, = 3, Tp=1, Tyg= 2 etde
(5.30) on obtient

(3)1 f’(i);
(5.31)  {£=0=> 9z=0s L, ;=02 2 L, =0

U

(s) (=)l
KPQEO=>6AKPQ;O_}=>X=Y=Z=O,

tandis que en vertu de (5.31) et (5.10) on obtient

Lp = Ipr @ Dpyry # 0-
En outre, il résulte de 1’hypothése =z, = 3, rg =1 que 1 on
doit avoir (T )2 4 (T22)2 + (T33)2 # O, Supposons p.ex, que
Ty # O3 en substituant les composantes du champ T,, (5.1)
dans les matrices mm, et s Je calcule leurs rangs en tenant
compte de toutes les conditlons ci~dessus et on obtient

r(mg) = (W) & r(Z) = 33 r(my) = »(WMg) =

ou
Kii %Kiy Ty Tpy © 0
o= 2K‘§1 2Kéé 0 0 -7 [1 2J =T [133

. ' . 2 . O
o o0 K Ksp  Kij-2(Tpy)® Kpi-2TppnThs
On démontre aisément que 1°on a la relation suivante

(5.32) Tyqlryiv = KjiKsn - KjpKz3 # O.
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De (5.32) il reésulte que r(=) = 3. (Il en est de méme dans
les hypotheses: Tos £0 ou Ty A 0).
Nous avons ainsi démontré que

rlag) = x(Wg) =9 > r(m*) = r(m) = 36.
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