
DEMONSTRATIO MATHEMATICA VoL IX No 1 

Anna Wçgrzynowska 

œNDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES POUR L'EXISTENCE 
DE CHAMPS TENSORIELS RÉCURRENTS ASYMÉTRIQUES 
DU TYPE (0,2) DANS L'ESPACE À QUATRE DIMENSIONS 

1. Introduction 
L espaoe X^ muni du tenseur asymétrique T ^ sera dé-

signé par H^. La dérivée covariante reourrente de oet espa-
oe est définie par les relations 

(1.1) ^ := - r ^ T ^ - = 

où kff est un vecteur covariant donné dans H^. 
On définit les objets suivants 

(1.2) «- t- dat [T^], / det [zt^ J , #:= det [2T£xJ. 

On sait d'après [l] que les objets (1.2) soht des densités 
de poids 2 et que leur propriété de s'annuler ou non est 
une propriété invariante. 

Posons 

(1.3) r^ rang [TXJ , r, «= rang [ 2 T a J , 
rang [2%J • 

On sait d'açrès [1] et [8] que les rangs (1.3) sont des in-
variants absolus des transformations du système de coordon-
nées. 
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2 A.Wçgrzynowska 

D é f i n i t i o n 1 . S i r ^ = p ( p = 1 , 2 , 3 , 4 ) , 
l ' e s p a c e H^ e s t d i t (4 - p ) - p l e m e n t s i n g u l i e r e t n o t é 

D é f i n i t i o n 2 . S i r^, = r , = r^ = 4 , l ' e s p a o e 
H^ e s t d i t non s i n g u l i e r [ 9 ] . 

Dans l e p r é s e n t t r a v a i l on a r é s o l u l e prob lème s u i v a n t : 
é t a n t donnés s u c c e s s i v e m e n t l e s e s p a c e s h | , H^ e t h | aveo . 
l e s champs v e c t o r i e l s k f f donnés dans c e s e s p a c e s , on deman-
de q u e l l e s s o n t l e s c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s e t s u f f i s a n t e s pour 
que l e champ du t e n s e u r a s y m é t r i q u e T, , donné dans l e s 
e s p a c e s H^, H^ e t H|-, s o i t r é o u r r e n t ( c ' e s t - a - d i r e q u ' i l s a -
t i s f a s s e à l a r e l a t i o n ( 1 . 1 ) ) , c e s c o n d i t i o n s é t a n t e x p r i m e e s 
p a r l e s c o m i t a n t s c o r r e s p o n d a n t s du champ donné 

L e s r e l a t i o n s ( 1 . 1 ) peuvent ê t r e m i s e s s o u s l a fo rme 

< 1 « 4 ) Ç ^ V = 1 , 2 , 3 , 4 ) 

où. 

l e s composante s du t e n s e u r l e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s 
fy-T-L e t l e s composante s du champ v e c t o r i e l k f f é t a n t d o n n é e s , 
t a n d i s que l e s composante s de l a connex ion l i n é a i r e a s y m é t r i -
que H ^ s o n t i n c o n n u e s . Pour t o u t 6" l e s y s t è m e ( 1 . 4 ) e s t un 
s y s t è m e de 16 é q u a t i o n s l i n é a i r e s non homogènes avec l e s i n -
connues f^' p r i s e s dans l ' o r d r e s u i v a n t 

(1.6) 

» « 3 p< p» pi p3 
'ffl . 'ffl > 'fft i  ]S1 ' ' f i l  1 ff-2 « ' 62 > ' 62 i 

1 ^ p3 p< p . p 2 ^ p< 
'fi > '63' 63• 64' 64' 64 > '64 

La m a t r i c e : f o n d a m e n t a l e 7itg= ( ) e t c o m p l è t e M * s = [ ] 
du sy s tème ( 1 . 4 ) ont pour S f i x é l a forme s u i v a n t e 
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h A.WfgrzynowBka 

où M^ = 7ÏÏ-2 — JKQ c 
On pose 

(1 .8) 3lex-- ¡ > , A J ; U 6 := [ t f ^ j ] ( j = 1,2,3,4). '« 

P r o f i t a n t de (1 .8) on ob t ien t l e s formes su ivantes des m a t r i -
ces fondamentale M = ( ) e t complète M*= [ J du sy-
stème d 'équa t ions (1 .4) 

(1 .9) 

/ wr, o o o \ k 1 

o o aar3 o ar3 

o 3JE2 o o 
o aar3 o 

\ o o o 3ÏÏ̂ J 

On pose ensu i t e : r(3R) = rang (JJï), r(33T) = rang (3JÏ*). On s a i t 
que la condi t ion nécessa i re et s u f f i s a n t e pour que l e système 
(1.4) admette une so lu t i on est 

(1.10) r(TTC ) = r(Ml' ). 

2. Objets fondamentaux 
Nous in t roduisons l e s o b j e t s su ivants 

( 2 . 1 ) 

C es t un devecteur (¡voir [6], :[7]), avec l a rég lé de t ransforma-
t i o n v-p' = A ^ v . où P es t l ' i n d i c e obtenu en comprimant 

2 
l e s indioes P • d ' ap rè s l a règ le [10] 

(2 .2) î = (12) , â = (13) , 3 = (14) , 4 = (23) , 5 = (24) , ¿=(34) 

et 

A * = 2 1 &Z 
P' 

M] 

x *V 

Nous in t roduisons ensu i t e l e s s - t e n s e u r s 

(2 .3) KpQ t» 2Ta[> T ^ - j , (P ,Q=i ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ) 
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avec la règle de transformation Kp. Q. = A^., Kpç (voir 
[10]), et en même temps on introduit, pour les objets du ty-
pe (2.3) formes des composantes des champs: 2T, et 2UL , Un) 

les notations 

ainsi que (2-5) V ^ V p V J * 
avec la règle de transformation: = A®, Ar_, L_ _ ̂  (voir 

» 3 J2 ,3 " îi 1 
[8] » M ), où a , r sont les indices 'obtenus en compriment 
les indices a = (.A/.i\>), T= (<*$$•) d'après la règle 
(2.6) I = (234), II = (134), III = (124), IV - (123) 

et A a = 3' t A" A*J . A' V » 
On désigne ensuite 

(2.7) L ^ = ( û tr - I,II,III,IV). 

Les objets Kp^ et Kar sont symétriques s'ils ont les pro-
priétés: Kqp = KpQ et Ir/J = , ces propriétés ayant un 
caractère invariant (voir [6], [7]). 

Ensuite nous introduisons les objets du type de Pientsov 
(voir [7]) 

a) dans le cas où r = 1 

(2.8) U , m = 1,2,3,4) 
A..' a avec la réglé de transformation « , = 

b) dans le cas ou r„ = 2 
K K 

(2.9) 0P ^-KT3- et t-TpSjl- (P,Q=Î ,2,3,4,5,6) 
* 1Q * Q!1 
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avec la régie de transformation y3w « — ^ (règle analogue M pour , 
c) dans le cas ou r^ = 3 

( 2« 1 0 ) e t f« 1--^ 2- = I,II,III,IV) ¿¿ JJjyP rjî 

A 
avec la règle de transformation r,= 39 a (règle analogue 
pour ^ , 2 , 

On démontre aisément que dans l'espace H^, où r̂ , = 2, les 
hypothèses: Kp^ est symétrique et K ^ ± 0 entraînent les re-
lations 

(2.11) KpQ = K ^ * 0=> v^ * 0, vp= y3pv.j 

tandis que dans l'espace H^, oùi r^ = 3, les hypothèsess'L^ 
est symétrique et ^ 0 entraînent les relations 

es) (s) 
(2'12> V - ^ r ^ V I V LIVIV * 0 ^ LIVIV * L l V i r 

Hous construisons ensuite les objets 

K • • 
(2.13) ^ ^ 

(2.14) L l V I V , (LJ v i v f 0. 
(s) 
LIVIV 

T h é o r è m e 1. Si dans l'espace H 2 on a K[pg] = 0 

et si K^- A 0, l'objet g est un scalaire. 
D é m o n s t r a t i o n . Des règles de transjformation 

pour les objets KpQ et v p et des relations (2.11) on tire 
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Ki ' i ' 4 ï i ' KPQ 
PU 

fi i R t 

K i i 
(v:j) 7" 9-

T h é o r è m e 2 . Si dans l'espace H! on a Lr„_, =0 
|( s ) 4 c a n 

et si L j y j y * 0, l ' ob j e t Ç est an scalaire» 
La démonstration est analogue à cel le du théorème 1. 

3. Conditions nécessaires et suffisantes pour 1 'existence 
de champs tensoriels asymétriques récurrents du type (0,2) 
dans 1 espacé H3 

Dans le travai l [5] 4-1 a été démontré que dans Ĥ  le 
seul cas qui puisse se présenter pour les rangs r^, ry, r^, 
est le suivant 

(3.1) ^ = 1 , ^ = ^ = 2 . 

En s'appuyant sur le théorème correspondant du travai l [2] on 
admet que 

k 
(3.2) 2 1 ( T m ) ' * 0|. 

Si l 'on admet l'hypothèse (3.2) , la matrice des coordonnées du 
champ T,„ devient 

( 3 ' 3 ) K J = K T L J • ( A , fi = 1 , 2 * 3 , 4 ) , 

où olx est l ' o b j e t déf ini dans (2 .8 ) . 
T h é o r è m e 3. Dans l'espace Ĥ  le champ du ten-

seur asymétrique est toujours récurrent et la solution 
du système d'équations (1.4) par rapport à dépend de 36 
fonctions arbitraires. 

D é m o n s t r a t i o n . On démontre aisément que les 
hypothèses (3.1) entraînent! 
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8 A.Wçgrzynovska 

(3.4) (T12 - «gT^)2 + (T^ a3T11)2 + (T14 " a4T11)2 * 

En substituant les composantes du ohamp (3.3) dans les matri-
oes Jt&j et Mff et en calculant leurs rangs moyennant l'hypo-
thèse (3.2) et les relations (3.4) on obtient 

(3.5) r(33T£) = = 7 => r(M!) = r(3TC*) = 28. 

4. Conditions neoessaires et suffisantes pour l'existence 
de champs tensoriels asymétriques récurrents du type ({0,2) 
dans 1 'espace h| 

Dans le travail [5] il a été démontré que dans les cas 

r_ u-

* sont les 

>/ = 1 = 2 
s 2 H 0 2 

r/ s 3 » 2 
s 4 T* = 4 

Oans le cas ou 2 on a pour les composantes du ohamp 
T, „ les relations r" 

(4.1) 
% ' ^ 2 % - H®v 

pour fi = 1,2,3,4» 

où j8p sont les composantes de l'objet défini dans (2.9) et 
où l'on a admis que K ^ £ 0 [ 2 ] . 

On considère les fonctions 

(4.2) 

P = T13 + *4T11 - ̂ 2T12 
Q = T24 + -
R = T14 + /36T11 - ̂ 3T12 
S' = T23 + ¿4*21 - #2

T22 ' 

- 22 -



Inexistence de champs tensoriels 9 

Calculant / e t / ( d é f i n i s dans ( 1 . 2 ) ) on ob t i en t / = 4 = 
= (PQ - RS)2 . Nous in t rodu i sons l e s o b j e t s 

(4 .3) V: .¿VTV 

où, comme on l e s a i t [ l ] , c ' e s t une d e n s i t é de poids 1, a i n s i 
que' 

(4.4) 3aV 

avec l a r èg l e de t r ans fo rma t ion ( v o i r [ 3 ] ) : dA,V" = 
= J r1A*, (-V9^1n| Jil + dxV) (dans [3] i l y a l i e u de poser 
p = 1) . 

On s a i t d ' a p r è s [4] que l e complexe { V, dx V e s t un ob je t 
géométrique semi-composé. 

l e s o b j e t s su ivan t s sont 

(s) (s) 
(4 .5 ) 9 A L ^ r e t 3 A K p Q , 

(s)! (s) 
où Ijjp et KpQ ont é t é d é f i n i s dans (.2.4) e t ( 2 . 7 ) . 

On montre aisément que l e s r è g l e s de t r ans fo rma t ion pour 
l e s o b j e t s (4 .5) sont l e s su ivan t e s (vo i r [7] ) 

L ( s ï « (Ss) , *r „ (*> \ 

(6) - ( (s) PQ. PQ (s) 
\ KP'Q' = AX [ PQ } + £p-tff>cc % Q J . 

et que ces r è g l e s obé issent aux p r o p r i é t é s d 'un groupe. I l 
en r é s u l t e , en t enan t compte de U ] , qu'e l e s complexes 

1(8), (S) | (s)! (S)| 1 
I L^rJ et | KpQ,9A Kpçj sont des o b j e t s geometriques 
semi-composés. 

T h é o r è m e 4. Dans H^ l e champ du t enseur a sy -
métr ique es t t o u j o u r s r écu r r en t dans l e s cas : (a) Tj => 1, 
r^ = 2; (bi) y = 3, r^ = 2j (c) jy = 4, r^ = 4 ; l a s o l u t i o n 
du système d équat ions (1 .4 ) par rappor t à f^' dépend de. s 
f onc t i ons a r b i t r a i r e s , où (a) s = 36, (b) s = 20, (c) s = 16. 
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10 A.Wçgrzynowska 

D é m o n s t r a t i o n 
(c) Dans le cas où r̂ , = 2, tj = r^ = 4 les conditions 

suivantes doivent être remplies 

(4.6) / ¿ O A ^ j É O V / 0. 

On prouve aisément que (4.6) entraîne 

(4.7) P 2 + Q 2 + R 2 + S 2 ^ 0, 

où P,Q,R,S ont été définies dans (4.2). 

En substituant les composantes du champ TX/t, déterminées 
dans (4.1), dans les matrices et Mlç (définies dans (1.7)) 
et en tenant compte des hypothèses K^- 4 0 et (4.7) on trouve 
leurs rangs 

(4.8) r(M*) = r = 12 => r( m*) = r(33t) = 48. 

(b) Dans le cas où x a = 2, r^ = 3, r^ = 2 les condi-
tions suivantes doivent être remplies 

(4.9) / = « 0 V s 0, 

où V a été défini dans (4.3). 

Posons : 

37 = 

2T11 2T(1¿) P R 

2T(12) 2T 2 2 S Q 

P S 0 0 

R Q 0 0 
(s) 

et désignons par L^p les mineurs du troisième degré de la 
matrice ZI (fl, r sont des indices formés d'après la règle 
(2.6)). On prouve aisément que la condition suivante est rem-
plie r [ 2T = r {SI) = 3 (pour les composantes du champ 
définies par les relations (4.1)). De l'hypothèse r* = 3 et 

f ' r 6 
des relations precedentes il resuite que 

- 24 -
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Kb) „ (s) 
(4 .10) ( Î I I I I I I ) 2 + ^ I V I V ) 2 ^ 

De (4 .10) i l r é s u l t e que dans l e cas c o n s i d é r é i l y a deux 
p o s s i b i l i t é s 

W 2 2 2 2 (4 .11) J ^ J J JJJ * 0 => R +Q< t 0 v L m v ï 0 => P* + S* h 0 . 

S u b s t i t u a n t l e s composantes du champ T^^ , d é f i n i e s dans 
( 4 . 1 ) , dans l e s m a t r i c e s e t m e e t p r o f i t a n t du f a i t que s i 
l ' o b j e t s ' a n n u l e , cet | te p r o p r i é t é e s t i n v a r i a n t e , on é t u d i e 
l e s rangs de c e s m a t r i c e s sous l e s hypo thèses : K ^ 0 , ( 4 . 1 0 ) , 
( 4 . 1 1 ) , (4.9) e t on o b t i e n t 

( 4 . 1 2 ) x(aat*) = r{.M.6) - 11 = X(JK) = 44. 

(a) Dans l e cas où x a = 2, r^ = 1, r ^ = 2' l e s c o n d i t i o n s 
s u i v a n t e s doivent ê t r e r emp l i e s 

( • ) ("> (s) (s) 
(4 .13) V - 0 = 0» 0 ^ 8 A L f l r - 0 ; KpQ 0 ^ 3 A K p Q = 0 , 

1 (s > (s) 
l a p r o p r i é t é de s ' a n n u l e r é t a n t pour l e s o b j e t s 

Jl>> ( s> e t j KpQ, aA K p Q | une p r o p r i é t é i n v a r i a n t e . 

En s u b s t i t u a n t l e s composantes du champ TA , d é f i n i e s 
dans ( 4 . 1 ) , dans l e s m a t r i c e s M.*6 e t Tiïlet e t en éva luant l e s 
rangs de ces m a t r i c e s sous l e s hypothèses K^- ¿ 0 et. (4 .13) 
on o b t i e n t 

(4 .14) r(3KÏ) = r(3tf:J = 7 , v(lK*) = r(33î) = 28. 

T h é o r è m e 5 . Dans l e cas où r ^ = = r^ = 2 
de l ' e s p a c e H^ l ' o b j e t Kp^ ne peut ê t r e a n t i s y m é t r i q u e . 

D é m o n s t r a t i o n . On admet que l e s composantes 
du champ T^ sont d é f i n i e s par l e s r e l a t i o n s ( 4 . 1 ) . De l a 

- 25 -
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définition (2.9) de l ' ob je t -£ et de (4.1) on t i r e Kp.j = 
(P = 1 , 2 , . . . ,6) et K ^ ^ 0. Si l ' ob je t KPQ étai t antisymé-
trique, on devrait avoir l e s relat ions Kçp s 0 ( P = 1 , 2 , . . . , 6 ) 
et par conséquent Kp.j,H 0 (P = 1 , 2 , . . . , 6 ) , contrairement à 
l'hypothèse r a = 2 pour le champ -. TA défini dans (4 .1 ) . 

T h é o r e , m e 6 . Dans le cas x a = ry = r^ = 2 de 
l 'espace h | , s i K[pqj = 0 , le champ du tenseur asymétrique 
TA/x es"'; récurrent s i et seulement s i = 0 ( a é|té d é f i -
ni dans (2 .13) ) , la solution-du système d'équations (1.4) par 
rapport à ^ dépend de 36 fonctions a rb i t r a i re s . 

D é m o n s t r a t i o n » Nous introduisons l ' ob je t 
suivant 

(4.15) e p : = y 3 p - £ p , (P = 1 , 2 , . . . , 6 ) 

où y6p et P-p ont été déf inis dans (2 .9 ) . 
On démontre facilement que la règle def transformation pour cet 
objet est la suivante 

/ ^ V V s - V p ) 
ev, = (P,Q,R,S = 1 , 2 , . . . , 6 ) .Q ~ ' 

ÇvPq Avfi* 

et qu'elle obéit aux propriétés d'un groupe. 
Si l ' ob je t KJ„Q est symétrique, l e s fonctions P,Q,RjS, 

définies par (4 .2 ) , peuvent être mises sous la forme 

( 4 . 1 6 ) 
P = T 1 2 *2 - T l 1 ô 4 , Q = T22<?3 - T21â5 

R = T12Î?3 - S = T 2 2 ^ - T 2 i e 4 . 

De (2 .9 ) , (4 .15) , (4.16) et de l'hypothèse K ̂ - j h 0 on t i r e 

(4.17) P = Q = R = S = 0 => aAP = aAQ = a,R =3AS = 0, 
et 

(s) 
(4.18) KQp = Kp Q , = r , = t 4 = 2, K ^ jÉ K ^ t 0 * V.j t 0 . 
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Inexistence de champs tensoriels 13_ 

En substituant les composantes du champ T^, définies 
dans (4.1), dans les matrices et M s, admettant que K Qpq]= 0 
et profitant des relations (4.17) et (4.18) on évalue les 
rangs de ces matrices et on obtient 

rl(3rc£) = r(3Kff) de<}= 0 <?» r{m.*) = r(jrc) ©5-9=0. 

2 
L e m m e 1. Si dans H^ on a = r̂  = r^ = 2, si le 

champ du tenseur est défini par les formules (4.1), si 
K ^ ¿ 0 et P = Q = R = S = 0, on a K[pçj 3 0. 

D e m o n s t r a t i o n . De l'hypothèse P = Q = R = 
= S = 0 et des formules (4.2) on tire 

T13 = ^2T12 " ̂ 4T11' T23 = ^2T22 " ̂ 4T21 ' 

T14 = ^3T12 " ̂ 5T11» T24 = H T 2 2 ' ̂ 5T21 * 

De là on tire, en tenant compte de la définition des objets 
e t H 1 = ^P = i.2,...,6), donc 

(4.19) ^ - V . 
1Q Q1 

La formule (4.19) et l'hypothèse K^- £ 0 entraîpenti Kp.j = K.jp 
(P » 1,2,...,6). De là et de (4.19) on tire: K p Q = K Q p (P,Q = 
= 1,2,...,6). 

C o r o l l a i r e . Du lemme 1 et de (4.17) il résulte 2 
que dans le cas H^s r^ = r̂  = r^ = 2 on a pour les composan-
tes du champ T ^ (4.1) l'équivalence 

(4.20) K Q p = KpQ<?> P = Q = R = S - 0, 

où P,Q,R,S ont été définis dans (4.2). 
T h é o r è m e 7. Dans le cas x^- Tj = r^ = 2 de 

l'espace H^, si K ^ 0, le champ du tenseur asymétrique 

- 27 _ 



14 A.Wggrzynowska 

T ^ es t t o u j o u r s r e c u r r e n t , l a so lu t ion du système d ' équa t ions 
(1 .4) depend de 16 fonc t ions a r b i t r a i r e s . 

D e m o n s t r a t i o n . D e l 'hypothèse K jp^j £ 0 
et du lemme 1 i l r é s u l t e que dans l e cas cons idéré de l ' e s p a -p 
ce H^ l e s composantes du champ T^ (4 .1) doivent s a t i s f a i r e 
aux condi t ions 

(4.21) P2 + Q2 + R2 + S2 / 0 a (PT21 - S T ^ ) 2 + (PT2 2~ST1 2)2^0. 

En subs t i t uan t l e s composantes du champ HXfi (4 .1) dans 
l e s mat r i ces M*s et 32leet p r o f i t a n t des r e l a t i o n s (4.21) on 
évalue l e u r s rangs sous l ' hypo thèse K j-pçj ¿ 0 et on obt ient 

r(3&*) = r { m s ) = 12 r ( ÏKC*) = r (m.) ¿= 48. 

5. Conditions néces sa i r e s et s u f f i s a n t e s pour l ' e x i s t e n c e 
de champs t e n s o r l e l s asymétriques r é c u r r e n t s du type (0 ,2) 
dans l ' e s p a c e Ĥ j 

Dans l e t r a v a i l [5] i l a é t é démontré que pour l e s rangs 
r „ , ï j r ^ l e s cas su ivan t s sont pos s ib l e s 

3, 

vt = 1, = 2, 

= 2, 

= 4, 

= 2, 

3> = 2, 

9 - 2 . 
r , = 3, 

= 3, 
r / = 4, 

y = 4, 

= 4, 
r„ = 2, 

= •4. 

Dans l e cas ou r„ = 3 on a pour l e s composantes du champ T •u-
l e s r e l a t i o n s su ivan tes 

A/i 

(5 .1) T4 / i = - r n ^ + f m ^ 1 , 2 , 3 , 4 ) , 

- 2 8 -
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où ¡fo sont les composantes de l ' ob je t déf ini dans (2.10) et 
où 1 on a admis que L jy jy £ 0 (voir [ 2 ] ) . 

Nous introduisons les fonctions suivantes 

(5.2) 

1 = T14 " ¿IT11 + 3IIt-|2 " r I I I T 1 3 ' 
Y = T24 " ®IT21 + 3"IIT22 " ^ I I I T23' 
Z = T34 " rIT31 + ^IIT32 " f I I I T 3 3 ' 

Calculant 4 pour les composantes du champ T ^ (5.1) on ob-
tients 

S = (2ZTJ-12J - 2YTj-13J + 2XT[-23j ) 2 . 

ITous introduisons ensuite les objets suivants 

(5.3) B 

qui est, comme on le sait [1], une densité de poids 1, et 

(5.4) dxB, 

avec la règle de transformation: 3X.B' = J" (-B9Alln|J| + 
+ 3aB), obéissant aux propriétés d'un groupe ( la démonstra-
tion est analogue à cel le qui a été fa i t e pour ' l 'objet 
(4 .4 ) ) . Le complexe {B,3a B} est un objet géométrique semi-
-composé [4 ] . Si r^ = r^ = 4, on peut introduire le scalaire 
et le vecteur covariant suivants [1] 

(5.5) X := j - ; . 

T h é o r è m e 8 . Dans le cas de l'espace où 
r^ = 3, ly = r^ = 4 le champ du tenseur asymétrique est 
récurrent si et seulement si 3 a r s 0; la solution du système 
d équations (1.4) par rapport à V̂  dépend de 8 fonctions ar-
bi tra ires. 
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16 A.Wçgrzynoyska 

D é m 0 n s t r a t i o a . On itroduit les notations 

/2T11 2T(12) 2T(13) M r 2 T [12] 2T[13] X \ 

A= 
2T ( 1 2 ) 2T22 2T ( 2 3 ) Y 

n = 
2TC2t] 0 2T[23] Y 

2T ( 1 3 ) 2T ( 2 3 ) 
1 

2T33 Z 2TC31] 2 TD2] 0 Z 

\X Y z 0 / 

L(S) 

\ I - X -Y 
J 

-Z 0 / 

et je désigne par les mineurs de degré 3 de la matrice 
A» formés d'après la règle (2.7). On démontre aisément que 

(5.6) r, = xÀ A *4 = r^ 

si les composantes du champ sont de la forme (5.1). En 
vertu de (5.6) et de l'hypothèse ly = r^ = 4 on obtient 

'(s) 
(5.7) A i ^ O ^ B * 0 A X2+Y2+Z2 * O'AÎÏjj)2 + 

(8> 
+ (L 

( B ) 2 — g 
I I I I ^ + ( L I N I I I ^ • 

En substituant les composantes du champ T ^ (5.1) dans lés 
matrices 3 2 e t 3TCff t on calcule les rangs de ces matrices en 
profitant des relations (5.7) et on obtiens 

r(3ttp = r( m6) = 14 0 dxr s 0 <5> r(mf) = r(3ît) = 

= 560 \x = 0. 

T h é o r è m e 9. Dans le cas où r^ = r^ = 3, r^ = 2, 
dans 1 espace H« 1 objet L̂ f* ne peut etre antisymetrique. 

La démonstration est analogue à celle du théorème 5. 
T h é o r è m e 10. Dans le cas où r^ = jy = 3, r^ = 2 

dans l'espace si L^pj = 0, le champ du tenseur asymétri-
que Hx est récurrent si et seulement si 3 AÇ = 0 (où Ç a été 
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Inexistence de champs tensorlels 17 

défini dans (2.14))} la solution du système d'équations (1.4) 
par rapport à dépend de 20 fonotions arbitraires. 

D é m o n s t r a t i o n . Nous introduisons l'objet 
suivant 

(5.8) i>r := fr - fr 

où fv et 3"f ont été définis dans (2.10)), avec la règle de 
transformation (voir [7]) 

i>r = — T — = » I,II,III,IV) 

obéissant aux propriétés d'un groupe. De cette formule il ré-
sulte que la propriété de l'objet de s'annuler est une 
propriété invariante de celui-oi. En vertu des définitionô' 
(2.10) et (5.8) on obtient: LfJ2 = L û r => » 0 (i2,rtZ-
= It II, III, IV). On démontre aisément que les fonctions 
X,Y,Z (5.2) peuvent être exprimées par l'objet de la façon 
suivante 

X • V 1 1 -^IIT12 + ^IIIT13' 
Y • V 2 1 - ̂ IIT22 + ^IIIT23' 
Z = 1?IT31 -^IIT32 + ̂ IIIT33'* 

Des considérations précédentes il résulte que 

(5'9) Lrsz = V * X " Y " z - 0 = > 0 a x =3Ay =3AZ " 

En substituant les composantes du champ T^ (5.1) dans les 
matrices et Jlfig, on calcule les rangs de ces matrices sous 
les hypothèses du théorème 10, Ljyjy / 0 et, en profitant de 
(5.9), nous obtenons 

(5.10) r(MlJ) = i{2Xlff) <=> r(3ï*) = r(tt), 
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où l e s matrices [ ] et K = ( ) ont la forme suivante 

l 2 T
 11 2 T ( 1 2 ) 2 T ( 1 3 ) 

0 0 0 0 0 
° \ V N " K A T 1 1 " 

I T 1 2 T 2 2 T 3 2 T 1 1 T 1 2 T 1 3 
0 0 

° 
3 A T 1 2 " K A T 1 2 

T 1 3 T 2 3 T 3 3 0 0 0 T 1 1 T 1 2 T 
13 3 A T 1 3 " K A T 1 3 

T 2 1 T 2 2 T 2 3 T 1 1 T 2 1 T 3 1 
0 0 0 3 A T 2 1 " K A T 2 1 

0 0 0 2 T ( 1 2 ) 2 T 2 2 2 T ( 2 3 ) 
, 0 0 0 V 2 2 " K A T 2 2 

0 0 0 T 1 3 T 2 3 T 3 3 T 2 1 T 2 2 T 2 3 3 A T 2 3 " K A T 2 3 

T 3 1 T 3 2 T 3 3 
0 0 0 T 1 1 T 2 1 T 3 1 V 3 1 " K A T 3 1 

0 
0 0 T 3 1 T 3 2 T 3 3 T 1 2 T 2 2 T 3 2 3 A T 3 2 " K A T 3 2 

\ » 0 0 0 0 0 2 T ( 1 3 ) 2 T ( 2 3 ) 2 T 3 3 I V 3 3 " K A T 3 3 . 

I l est évident que pour l e champ T, „ (5 .1) on at L r_ = 
(s) (s) / , , 
L I V I V £ 0 . ITous calculons L jy jy Ç Cl objet < a ete dé f in i 
dans ( 2 . 1 5 ) ) 

(s) (s) (s) 
LIVIV 9A ̂  = LIVIV lIVIV " LIVIV 9 * LIVIV = 

/(s) ( S ) \ 

=\ ^VIV^A " 2LIVIVK44 J aA T11 + 

/ (s) (s) \ 
LIVIVK42 " 2LIVIVK42/ 3 a T 12 + 

/(s) (s) \ 
+ \ L I V I V K 4 Ï " 2 L I V I V K 4 1 J 9 A T 1 3 + 

(s) Cf) \ 
L I V I V K 2 4 " 2 L I V I V K 2 4 / 9 / I T 2 1 + 

(s) (s) \ 
+l LIVIVK22 " 2LIVIVK22 ) 3aT22 + 
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L existence de champs tensoriels 19 

/KB) . ( B ) \ 

- ( LIVIVK2|1 - 2 L IV IV K 2y 9AT23 + 

/(s) ( » ) V 
+ [ h v i ^ U - 2 L IVIV^4J 9AT31 + 

/(»)' KB) \ 

' " [ LIVIVK12 " ^ I V I V ^ Î â ) 3aT32 + 

( B ) \ 

L IV IV K i i " 2 L IV IV^ i i ) AT33 • 

Nous allons montrer qiia s i tous l es coe f f i c i en t s des dérivées 
1,2,3) étaient nu^s, cel.a serait en contradiction 

aveo l 'hypothèse r^ = 2; en e f f e t , on a 

^ [21] - -2T11T [23] + 2T21T[13J " 2 T31 T [12 ] ' 

' 2K [ 4 i ] . - -2T 1 2 T f 2 3 ] + 2T 2 2T [ 1 3 ] - 2 T 3 2 T [ 1 2 ] , 

2K [42] = -ST13T [23] + 2T23T[13] " 2T33T [12]> 

s i l e s premiers membres de ce système d'équations étaient s i -
multanément nuls, on aurait par hypothèse L j y j y / T [12] = 

= 0 A T = 0 A T [ 2 3 ] = 0. Dans la démonstration du théorè-
me 8 nous avons introduit l es matrices A et il et nous avons 
trouvé que r^ = r^, i j ' implicat ion précédente est en contra-
di|ction avec l 'hypothèse r^ = 2. 

Supposons que 

1(B) ( S ) 

(5.12) ^V lT^ i è " ^ I V I ^ i è * 0 A T11 

Prof i tant de (5.12) nous étudions l e rang de la matrice ZI* 
(5.11) e t , après quelques transformations, nous obtenons dans 
sa bpitième l igne tous l e s termes dans les colonnes.1-9 égaux 
à zéro, tandis que l e terme appartenant à- la huitième l igne 
et à la .dixième colonne est égal à dx Ç . Ensuite (nous consi-
dérons l e rang de la sous-matrice de degré 8 de la matrice î ï , 
obtenue en y rayant la huitième l i gne . 
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20 A.Wçgrzynowska 
(s) (s) 

Il y a deux cas possibles» K ^ ^ 0 v K ^ = 0. 
il résulte 

De (5.12) 

(5.13) 

Posons 

(5.14) 

(s) 
L IVIV 

/(s)(s) is) \ 
= - j - M KTFÏTE - ^ 1 2 ) * 

L11 

(«H») '(s) 
M = K ^ - (K i è)S 

,tJ = 4KiiT[l3] - 4 T[12] K(i2)' 
V » 4T[l3]K(i2) " 4T[12]K22' 

On démontré facilement que 

(5.15) S ( K [12J ̂  KÎ2 + 2MK[21] + 2 U V = 
r*> Ko 

- Li 

De là il résulte, en tenant compte de (5.12) 

= 4 T ^ ( L i v i v K ^ - lIvivK2i)' 

(5.16) (K )2 + U 2 + V 2 T 0. 
' ( B ) 

1 Supposons d abord que K ^ = 0. 
Pour montrer que le rang de la sous-matrice considérée 

de degré 8 de la matrice ît est égal à 8, il suffit de prouver 
que le rang de la sous-matrice de 

0 -4K[Ï2] -4U 0 

4 K [12] 0 -4V 4V 

-U -V 0 4K 
KB) 

est égal a 3. 
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Considérons les mineurs de degré 3 de cette matrice, obtenus 
en y rayant successivement la première, la seconde et la 
troisième colonne. Nous posons A = + 2MK + 
+ 2UV et on obtient 8VA, 8UA, 8AK j-jj¿j . 

De (5.12), (5.15) et (5.16) il résulte que l'une au moins 
de ces expressions doit être différente de zéro, donc que le 
rang de la sous-matrice considérée est 3. Récapitulant, on a 

(s) , 
dans le cas K^A A 0 

(5.17) r( 3T£ç) = r( WL6) 35Ç = 0 A V{W .*) = r(33y = 1 1 . 

2 Supposons maintenant que K ^ = 0» 
De (5.12), (5.13) et de cette hypothèse il résulte que 

(s)(s) 
(5.18) ^VlV^è ^ 0 Â KiiK22 ^ 

Pour montrer que le rang de la sous-matrice considérée 
de degré 8 de la matrioe ZI est égal à 8, il suffit (sous les 
hypothèses ci-dessus) de démontrer que le rang de sa sous-ma-
trice 

0 -4K[ièJ 

4 K m K \ ] + 4UT[12J 4VT[12] 

est égal à 2. On considère les mineurs de degré 2 de cette ma-
trice, obtenus en y rayant successivement la première, la se-
conde et la troisième colonne et on obtiens: -16VK^A, 16UK^A, 

(s) , 1 2 1 2 

-L6K_j.jK.j2K • D e (5.16) et (5.18) il resuite que le rang de 
cette matrice est égal à 2. Par conséquent dans le cas 
(s) 
Kj^ = 0 on a 

(5.19) r(33£*) = d6 Ç = 0 A r( 3ït£) = r( M g ) = 11. 
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22 A.Wçgrzynowska 

On arr ive à la même conclusion en supposant que dans l a formu-

le de L jv iV a. £ u n c o e i ' f : i - c i e n ' f c quelconque de ne 
s'annule pas . De (5.17) et (5.19) i l ré su l te 

r( m*) = r(îîr ) O d6Ç = 0 ; r ( m * ) = r(j3Z ) = 44. 

T h é o r è m e 11. Dans l e cas où r a = ^ = 3, 
r^ = 2 dans l ' e space L^r j ^ champ du tenseur asy-
métrique T ^ est toujours récurrent; l a solut ion du système 
d'équations (1 .4) par rapport à dépend' de 12 fonctions 
a r b i t r a i r e s . 

D é m o n s t r a t i p n . Moyennant une démonstration 
analogue à c e l l e du lemme 1 on' é t ab l i t l e 

I e m m e 2. Si dans h | on a r^ = r^ = 3, r^ = 2, 
s i l e champ T^^ est de l a forme (5 .1)» ^IVIV ^ ^ ^ 
X = Y = Z = 0, l ' o b j e t L J J J - est symétrique. 

De (5 .9) et du lemme 2 découle l 'équivalence suivante 

(5.20) X = Y = Z = 0 . 

Supposons que le champ so i t de l a forme (5 .1) et que 
LIVIV ^ D e l 'hypothèse ar] ^ 0 et du lemme 2 . i l ré su l te 
que l a condition suivante doit être remplie: X2 + Y2 + Z2 ^ 0 . 
Considérons l ' o b j e t 

(5.21) d x / 

avec la règle de transformation { [ 9 ] , (p .107) , [3] (dans [3] 
i l y a l i eu de prendre p = 2)} : f = J"2A^. { - 2 / l û | J | +dA/} 
obéissant aux propr iétés d'un groupe. Le complexe { / > 3 a / } 
est donc un objet géométrique semi-composé, sa propriété de 
s 'annuler est une propriété invariante. 

De l 'hypothèse Ty = 3 i l résu l te que dans l e s a s cons i-
déré dans l ' e spaoe doit être remplie l a conditions 
/ 3 0 = 0 . 

L e m m e 3. S i dans 1 'espace h | on a = r^ = 3, 
^ L iv iV * l a c o n d i - ' f c i o û suivante doit être remplie 
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(•) (s) !(s) 
(l, + (£jj X I) 2

 + ( £ m X I I) 2 * o. 

D e m o n s t r a t i o n . Supposons que 

(•) (•) (b) 
(5.22) L-J- -J- = Z L Z I X = LJJ-J- M = 0 A X / 0, Ï / 0, Z / 0. 

Calculant / on obtient 
(s) (s) (s) (s) 

/ = ZT^Ïj. j - 2T(12)LI n + aij^jLj l n - XLIV 1 = 0, 

(s) (s) (s) (s) 
' = - 2 T ( K ) Z I II + 2 T22 LII II " 2T(23)LII III + Y LII IV = 

(b) (s) (s) (s) 
/ = III " 2T(32)ÎIII III + 2 T33 ÎIII III " Z l I H IV = ° 

ainsi que les relations suivantes 

(sj £ 0 
2 Z Y L I I III = ~ X L I I + Y L I I II + Z L I I I III» 

0 0 2(s) (s) 
2 X Y L I II = X H I + Y II " Z ^III III» 

(s) [s) 2(s) 
2XZLJ T I I -X- LJ J + Y I I 3 ; II; Z L M M . 

De 1 hypothèse (5.22), de / s o et des relations précédentes 
(s) 

il résulterait que L^yjy = 0, en contradiction avec l'hypo-
thèse r^ = 3. 

Supposons que 
(s) (s) (s) 

(.5.23) ïj ! = LJJ T I = LjjJ I I X = 0 A X ^ 0, Y ^ 0, Z = 0. 

Si les conditions (5.23) sont remplies, on / = (2YT/.,,ï -
(B) (S) 

- 2XT(23))2 = 0=> Z 1 Y 1 V = ig 4 [T(23)]2 L m m => LIVIV=0, 
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en contradiction avec l'hypothèse r^ = 3« (Il en est de même 
dans les cas: X = 0, Y ^ 0, Z / 0 on X / 0, Y = 0, Z fi 0). 

Supposons que 

(s) (s) Cs) 
(5.24) Lj - Ljj = Ijjj. I]:I = 0 A ïjÉ 0, Y = 0, Z = 0. 

Les conditions (5.24) étant remplies on a 

/ - 4X2[T123)]2 = 0 * T(23) -
(s) 
LII II = "2x2t33 = 0 

(s) 
L. Ill III ~ ~ 2 X T22 ~ 0 

T22 = T33 = ° 

(s) 
=> L IVIV = 0 

en contradiction avec l'hypothèse zy =3. (Il en est de 
mime dans les cas: X = 0, Y fi 0, Z = 0; X = 0, Y = 0, Z fi 0). 
I*e lemme 3 se trouve ainsi démontré. Recapitulant: si le champ 

est de la forme (5.1), si Ljyjy / 0 et si les hypothèses 
du théorème 11 sont satisfaites, les conditions suivantes doi-
vent être remplies 

X2+Y2+Z2 fi Oi /. m 0 => \f = Oi 
(5.25) 

(Li i>2 + <lII n > + (1III III>2 * 

En substituant les composantes du champ (5.1) dans les 
matrioes mfft-ea tenant compte des hypothèses (5.24) (et 
de celles du théorème) on calcule leurs rangs et on obtiens 

r(aar*) = rim?) = 13 ^ rCat") = x(m) =.52. 

T h é o r è m e 12. Dans les cas: (a) = 1, r^ = 2, 
(b) r, = 2 , rt = 2, (c) r, = 2, r^ = 4, (d) r, = 3, V = 4, 
(e) r^ = 4, = 2, de l'espace le champ du tenseur asymé-
trique T, „ est toujours récurrent| la solution du système 
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d'équations (1.4) dépend de s fonctions arbitraires, où: dans 
le cas (a) s = 28, (b) s = 16, (c) s = 16, (d) s = 8, (e) s=8. 

D é m o n s t r a t i o n 
(e) Supposons 

(5.26) Tx est de la forme (5.1), L I V I V ^ 0. 

En vertu de (5.26) et de l'hypothèse r* = 4, r* = 2 on ob-
is) (s) 

tient f t 0 => X2+Y2+Z2 ^ 0 a (Lj j)2 + (LI;[ I;[)2 + ? 
+ (Ljjj u j ) ^ 0 B s o => aAB = 0, où B et d^B ont été 
définis dans (5.3) et (5.4). 

En substituant les composantes du champ T^^ (5.1) dans les 
matrices nu*6 et 33fïffet en calculant leurs rangs . sous les hypo-
thèses ci-dessus on obtient 

= r( ZXls) = 14 r(3W*) » x{7K) = 56. 

(d) supposons 

(5.27) T a est de la forme (-5.1), L I V I V ^ 0. 

En vertu de (5.27), de l'hypothèse r^ = r̂ , = 3, r^ = 4 et 
du lemme 3 on obtient 

/ = 0 / = 0, ^ 0 B ^ 0; 

(s) (s) (s) 
CÏI I ) 2 + (£II II}2 + (£III III^ = 

En substituant les composantes du champ Hx (5.1) dans 
les matrices ÎJÏg- et 322g. et en calculant leurs rangs sous les 
hypothèses ci-dessus, on obtient 

r(arc^) = r(M s) = 14 r( ZK*) = r(3K) = 56. 
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(c) supposons 

(5.28) T^ est de la forme (5.1), L I V I V A 0. 

En vertu de (5.28) et de l'hypoth ese r^ = 2, r^ = 4 on 
obtient 

(s) (B) (S) 
/ » 0 * W = 0; L ^ S 0 L ^ 3. 0 => 3a Z ^ = 0, 

4 / 0 ^ B / 0 ^ ï 2 + ï 2 + Z 2 ^ 0. 

En substituant les composantes du champ (5.1) dans les 
matrices 3îï£ et ïSCg j obtiens 

r(WZ£) = rlWy) = 12 => r (TO,) = r(33ï.) = 48. 

(b) supposons 

(5.29) T., est de la forme (5.1). AfJ. 

En vertu de (5.29) et de 1 hypothèse r^ * 3, r̂  = r^ = 
on obtient 

(s) (s) 
V 3 0 = > 9a V = 0, 

6 (s) 
H (Kpp)2 * 0. 
P=1 r 

L e m m e 4. Dans le cas vu - 3, ^ = r^ « 2 de 
l'espace l'objet haf. doit être symétrique, 

D e m o n s t r a t i o n . Supposons que L„r ne soit r p p p 
pas symetrique. En vertu de (5.20) on doit avoir: X +Y +Z f 0. 

Supposons p 

.ex. que Y / 0. En calculant B et Lj jjj obtiens 
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B = 2ZT [12] - 2YT + 2XTr„T , [13] [23] 

et 

L I I I I - 2ZZT22 + 2 Y T ( 1 3 ) " 2 X Y T ( 2 3 ) - 2YZT(12)' 

Posons potxr un instant 

p - Y T 1 3 - X Ï T „ - YZT19 + IZT 9 ! ï , 23 12 22* 

q = Y £T 3 1 - XYT„ - YZT91 + XZT99. 32 21 22' 

Alors on obtient 

YB = q - p = 0 
IU) 

I I I q + p 
p = q s» 0. 

On prouve aisément que sous l'hypothèse: Y / 0 at la condition: 
p = q = 0 le rang est égal au rang de la matrice sui-
vante 

y t 1 2 - x t 2 2 0 

y t 2 1 - x t 2 2 22 YT 23 ZT 22 
YT32 - ZT22 0 

0 A 

et on voit que le rang de cette matrioe peut être au plus 2, 
en contradiction avec l'hypothèse = 3. (Il en est de même 
dans les hypothèses: X / O o u Z j é O ) . 

En vertu du lemme 4 on obtient 

Lrv2 " V x " Y = 2 s 0 •=> l i v i v ' 

K») 
En supposant de plus: K ^ ^ 0 A T 2 2 0 et en substituant 

les composantes du champ (5.1) dans le matrices ÏXLg et 
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n o u s c o n s i d é r o n s l e u r s r a n g s . Sous l e s h y p o t h e s e s c i - d e s s u s 

on n 

r ( 3 t t * ) = r C a ï f ) r ( X ) = 3» r ( < ) = rCajTg.) = 1 1 , 

ou 

X = 4 K [ 4 1 ] 

4M 

4 K [ 143^44 

L' 

0 

0 

M 

4K 
(s) ' 

[ 1 4 ] g 4 4 

-4M 

0 

4L / 

e t M e t L s o n t d e s e x p r e s s i o n s de l a f o r m e s u i v a n t e 

( s ) ( • ) 
M - - T [ l 2 ] g 4 4 + T [ 2 3 ] g 1 4 • 

( s ) ( s ) 

L = T [ 1 2 ] K 4 1 - - T j - 23 -JK^ . 

D é s i g n o n s p a r l e m i n e u r de l a m a t r i c e X o t i t e n u en y 

r a y a n t l a a e m e c o l o n n e . A l o r s 

H1 = 0, 
r ? ?r 

N 2 = 4M | 1 6 K ^ ( K + 4M J , 

f ( s ) l 
N 3 = 4 L | l 6 K 4 4 ( K [ i 4 ] ) 2 + 4 M 2 j , 

N 4 - 4 K 4 4 K [ i 4 ] 1 6 K 4 4 ( K [ U J ) 2
 + 4M2 

On p r o u v e a i s é m e n t que 

( s ) ( s ) ( s ) 
l 6 K 4 4 ( K [ i 4 ] ) 2 + 4 M 2 = 3 2 T 2 2 L i v i v K 4 4 ^ 0 => 1 6 ( K ^ ) 2 + ( 4 M ) 2 * 0 . 

I n en r é s u l t e qu au m o i n s u n des m i n e u r s ^ 0 . ( I l en e s t 

de même dans t o u t e s l e s a u t r e s h y p o t h è s e s d u t y p e K p p / 0 , 
^ N o u s 3 V ° û s a i n s i p ro i , i ve que 
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r ( m £ ) = r(W f f) - 11 x ( m * y = r(3Jt) = 44. 

(a) supposons 

(5.30) T, est de la forme (5.1). 71 H-

En vertu de l'hypothèse r^ » 3, Xj = 1, r^ = 2 et de 
(5.30) on obtient 

(5.31) { / - 0 => V , f i l » V s 0 * 0A V -

(s) U)\ -, 
KpQ = 0 => dx K p Q s 0.[ ^ X = Y = Z = 0, 

tandis que en veiffcu de (5.31) et (5.10) on obtient 

" Lnr * LIVIV * 

En outre, il résulte de l'hypothèse r« = 3, r* = 1 que l'on 9 p 9 * ' 
doit avoir ( T ^ ) + (T22' + ^ S u P P o s o n s que 
T̂ .J / Oj en substituant les composantes du champ (5.1) 
dans les matrices M*g et VCLg je calcule leurs rangs en tenant 
compte de toutes les conditions ci-dessus et on obtient 

r ( « £ ) = x{ms) o r C E ) = 3* r(ïKj) = xCme) = 9, 

où 

/2K 2Ki2 ~T[12] 0' 0 \ 
s 2Kîi 2K22 0 0 •T[12J -T[13] 

0 
h i *22 « i i - ^ W 2 ^ - 2 T [ 1 2 ] T [13] / 

On démontre aisément que l'on a la relation suivante 

(5.32) T11LIVIV - Kïi K22 " Ki2 K21 * 
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De (5.32) tl résulte que r(Z!) = 3. (Il en est de même dans 
les hypothèses: T 2 2 ¿ 0 ou T ^ t 0). 

Nous ajvons ainsi démontré que 

r(flï*) = r( Htt6) = 9 r(3»t*) = r(wt) = 36. 
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