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Der Begriff der Boolesche orthomodulare teilweise geord-
nete Menge (Boolesche o.t.g. Menge) wurde von C.M. Barros in 
[1] eingeführt' und nachfolgend detailliert von J.Klukowski in 

[3] untergesucht. Die Boolesche o.t.g. Mengen sind ein 
Spezialfall der Quantumlogiken (d.h. teilweise geordnete Men-
gen mit der Orthocomplemente, die eine volle Familie von Zu-
ständen zullassen - siehe M.J.M^czynski und T.Traczyk [5]).Die 
Boolesche o.t.g. Mengen haben viele den Booleschen Algebrep. 
ähnliche Eigenschaften. 

J.Klukowski in [2] hat gezeigt, daß jede vollständige ato-
mare Boolesche o.t.g. Menge eine Boolesche Algebra ist. Ins-
besondere folgt es, daß jede endliche Boolesche o.t.g. _Menge 
eine Boolesche Algebra ist (es gibt unendliche Boolesche o.t.g. 
Mengen, die nicht Boolesche Algebren sind - siehe ein Beispiel 
in [2]). In der vorliegenden Arbeit möchten wir zeigen, daß 
in diesem Satz die Voraussetzung der Atombarkeit der Boole-
schen o.t.g. Menge nicht notwendig ist. 

Um das Lesen der Arbeit zu erleichtern,geben wir die volle 
Definition der Booleschen orthomodularen teilweise geordneten 
Menge. 

D e f i n i t i o n 1. Es sei P eine bezüglich < teil-
weise geordnete Menge und a i—a' eine Abbildung von der Men-
ge P auf P. Wir sagen, daß (P,<,') eine orthomodulare 
teilweise geordnete Menge ist, wenn die folgenden fünf Bedin-
gungen erfüllt sind. 
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1. Für jedes a e P a" = a. 
2. Für je zwei Elemente a, b £ P , a < b ' b < a' g i l t . 

Nun können wir in P eine Orthogonalitatrelation erklären, 
nämlich a JL"b dann und nur dann, wenn a < b' g i l t . 

3. Für je zwei Elemente a, b e P , wenn a < b' g i l t , so 
es gibt c € P für das c = a v b g i l t . Hier mit a v b be-
zeichnen wir die obere Grenze (Supremum) der Elemente a und b 
bezüglich der Ordnungrelation < . Die untere Grenze wird mit 
aAb bezeichnet. 

4. Für je zwei Blemente a, b e P , wenn a ^ b i s t , 
a v ( b A a ' ) = b g i l t . 

5. Für a l le a, b e P , a v a ' = bvb ' =1 g i l t . 
Wenn überdies die Bedingung. 

6. aAb = 0 <i=> a l b 
g i l t , so heißt ( P , < , ' ) eine Boolesche orthomodulare t e i l -
weise geordnete Menge. 

In dem Art ikel von J.Klukowski [2](siehe auch P. Samuel 
[6] ) kann man das folgende Lemma finden. 

L e m m a . Eine Boolesche o . t . g . Menge is t dann und nur 
dann eine Boolesche Algebra, wenn für je zwei Elemente a ,beP 
die untere Grenze aAb ex i s t i e r t . 

Nun können wir unseren Satz formulieren. 
S a t z . Jede vollständige Boolesche orthomodulare t e i l -

weise geordnete Menge is t eine vollständige Boolesche Algebra, 
B e w e i s. Es sei ( P , < , ' ) eine vollständige Boolesche 

o . t . g . Menge, d.h. jede nichtleere Teilmenge TCP von paar-
weise disjunkten Elementen eine obere Grenze besitz.Wegen des 
Lemmas brauchen wir led ig l ich zu zeigen, daß für je zwei Ele-
mente p^, P2 £ P die untere Grenze p ^ p ^ ex ist ier t .Es sei 
p^ , P 2 £ P und X = | x 6 P : und x ^ P g j . Wir def in ie-
ren eine Menge Y ( Y c 2 X ) wie f o l g t : A £ Y <=> (ACX und für 
x , y e A , x A y = 0, wenn x ^ y g i l t ) . Wir führen in Y eine 
tei lweise Ordnungsrelation auf Grund der mengentheoretischen 
Inklusion ein. Wenn C eine Kette der Elemente von Y i s t , 
so ex ist ier t die Vereinigungsmenge der Mengen von der Kette C 
une gehört zu Y (C is t eine Menge von paarweise disjunkten 
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Elementen von X). Damit "besitz jede Kette in (Y,c) eine 
obere Schranke. Nach dem £uratowski-Zornschen Lemma gibt es 
maximale Elemente in Y. Es sei Me Y ein maximales Element 
(McXcP). Wir werden zeigen, daß in P eine obere Grenze von 
zu M gehörenden Elementen gleich eine obere Grenze von Ele-
menten aus der Menge X ist. Zum ersten, V . a existiert in 

s ae M 
P, weil P vollständig ist und M eine Menge von paarweise 
disjurikten Elementen ist. Natürlich zu X gehört p, da für 
jedes aeM, a < p^ und a < p 2 gilt. Damit folgt p<p/| und 
P < P2» 

• In [3] hat J.Klukowski gezeigt, daß jede Boolesche o.t.g. 
Menge die Eigenschaft der Dis.iunktheit besitzt, d.h. 

/ \ p ( a < b ) e s gibt ceP, c^O, c^a und cAb = o"|. 

Mit der Hilfe von dieser Eigenschaft weisen wir auf, da für 
jedes x g X x<p gilt. Angenommen, dies sei falsch; dann 
gibt es in • P ein Element y 4 0 für das yAp = 0 und y<x 
gilt, d.h. y £X. Da yAp • 0 ist, gilt yAa = 0 für je-
des aeM. Dann y^M und die Menge Mu|y| gehört zu Y. 
Das ist aber unmöglich, weil M ein maximales Element in Y 
ist. Somit haben wir gezeigt, daß p eine obere Schranke der 
Menge X ist. Da p gehört zu X, ist p die obere Grenze 
von X. 

Wir haben damit festgestellt, daß jede vollständige Boole-
sche o.t.g. Menge eine Boolesche Algebra ist. Diese Algebra 
ist selbst vollständig, weil in P jede Teilmenge von paar-
weise disjunkten'Elementen eine obere Grenze besitzt. Somit 
ist der Satz bewiesen. 

Eine auf einer Booleschen o.t.g. Menge P definierte nicht 
negative reelle Funktion heißt ein Maß, wenn sie folgende 
Eigenschaften besitzt: 

1 ° . m(1) = 1 . 
2°. aus a_Lb folgt m(avb) = m(a) + m(b). 

In einer Booleschen o.t.g. Menge aus 2°+ folgt 

- 467 -



4 C.Lapinska-Rözalska 

v a 2 v . . . va Q) = m(a^) + m(a2) + ... + m(an), 

wenn a. -La. für i 4 d gilt. 
Ein Maß m heißt ein b - Maß, wenn die Gleichung 

für jede höchstens abzählbare paarweise dis¿unkte Menge a^, 
a2,... von Elementen von P, die ein Supremum besitzt, be-
steht. 

Aus unserem Satz folgt 
F o l g e r u n g . Wenn es auf einer Booleschen orthomo-

dularen teilweise geordneten Menge P ein strikt positives 
6-Maßj gibt, so ist P eine vollständige Boolesche Algebra. 

B e w e i s . Es sei X eine Menge von paarweise disjunk-
ten Elementen von P. Die Zahl der Elemente von X, deren Maß 
nicht mehr als 1/n ist,' beträgt höchstens n. Damit ist X 
abzählbar. Es folgt, daß P eine vollständige Boolesche o.t.g. 
Menge ist, so wegen des Satzes ist P eine vollständige Boo-
lesche Algebra. 
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