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LES POLYNÔMES DE FABER DANS LA THÉORIE 
DES FONCTIONS UNIVALENTES BORNÉES 

Soit S^ la classe des fonctions de forme 

p 
f(z) = b.jZ + b 2z + ... , où b^ > 0 , 

univalentes dans U = j | z | < l j e t remplissant l'inégalité 

|f(z)| < 1 , z e U . 

Si dans S^ nous introduisons la distance par la formule 

d(f 1 t f 2) = |fn - f2|| = |zsuy2 | f l(z) - f2(z)| , 

S^ devient un espace métrique. 
Soit f 6 Si. Posons 

M(z,i) = log f( z)
Z~* f(^) » (Zfpt U » U , 

et 

N ( z f p = - log (1 - f(7)f(z)) , (ztJ)e U * U , 

où M(z,J£) et N(z,jO sont des branches des logarithmes tel-
les que, lorsque z et (, tendent vers zéro, alors M(z,^) tend 
vers -Log b^, N(z,£) tend vers zéro. M(z,^) et N(ztJf) sont des 
fonctions holomorphes des variables resp. z t£ et z,J dans le 
bicylindre U * U, admettant les développements 

( 1 ) = 
m,n=0 
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2 J.âladkovska 

et 

(2) ne.,?) • 
m,n = 1 

Soit î'ujC'fc) Ie m-ième polynôme de Faber pour la fonction 
1/ f(z), c'est-à-dire un polynôme de degré m tel que dans 
un certain entourage du point z * 0 nous avons le dévelop-
pement 

n = 1 

Il est bien connu que la condition (3) détermine le polynô.^ 
me Pjjji'b) d'une façon unique. Aussi il est bien connu que 
dans un entourage suffisamment petit du point z = 0 

log (1 - tf(z)) = - ^ ¿ ( ^ ( t ) + mam0)zm , 

d'où 

(4) JJ^j) - i - n + £ ; « a n i i n . « > i . 
n = 1 

et 

(5) * m( f ( i ) ) = Ê m W n - m a m O » m > 1 ' 

De (3) et ( 4 ) il résulte en particulier que 

cmn = m amn ' m' n > • 

Considérons maintenant les deux formes 

H 

M p< x» f ) » 
et 

(?) Q(x, f ) = bmnxmgn ' N > 1 • 
m,n=I 
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Les polynômes de Faber 3 

La forme (6) est quadratique, la forme (7) est une forme 
d'Hermite, car les matrices ( a ^ ) resp. ( b ^ ) sont resp.j sy-
métrique et matrice d'Hermite. 

Soit 

R(x,f) = P(x,f) + Q(x, f) . 

Considérons la fonctionnelle 

(8) 0( f) = Re{R (x,f)) = Re ^ ( amn xm xn + V i V ^ • 
[m,n=1 J 

Supposons que pour la fonction f e S^ la fonctionnelle (8) 
atteigne sa valeur maximale dans la famille S^, c'est-à-dire 
que 

(9) 0(f) < 0(f) 

pour toute f *e S^. On sait (voir [ 2 ] et [4]) que pour tout 
zQe U, tout P complex 
une fonction de forme 
zQe U, tout ß complexe et r> 0 suffisamment petit, il existe 

f*(z)=f(z)+r 
(10) 

( f ( z Q ) 
^z0 f(z Q) 

, 2 
\ f(zn)+f(z) , z n+z 

+ p 
f ( z ) 1 ^ ) f ( Z ) _ z f > ( z ) 1+z-0z 

1-f(z0)f(z) 1-Z0Zj 
+o(r) 

appartenant à la classe S^. Essayons de présenter la fonc-
tionnelle (8) sous la forme 

( 1 1 ) 0(f*) - 0(f) + L(f - f) + 0 (||f - f 

où L(h) est une fonctionnelle linéairé de la variable h, où 
h = h(z) est une fonction holomorphe dans U. 

Remarquons pour cela que 

(12) Re[p(x,f)} = Re - - V / J M U . î V U M * ) s - f " 
" q r2 
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e t 

( 1 3 ) E e [ y ( x , f ) ] = E e - J J N Î z . î W z ) ^ ) ^ • 

q r2 

o u 

N X 

J-1 

e t H , : | z | = r ^ , P g ' I z I = r 2 » 0 < r ^ , T g < 1 . P r o f i t a n t 

d e s r e p r é s e n t a t i o n s ( 1 2 ) e t ( 1 3 ) , n o u s r e m a r q u e r o n s f a c i l e -

m e n t q u e 

0 ( f ) = R e . - - \ J J M ( Z , O m ( Z ) M ( D ^ • f + 

• ^ Ç Ç 

^ ¡ J ^ . d m M M T Ô f • f } 

e t q u e 

l 7 Ç 

4JT 

f f t ( z ) b ( £ ) + f U ) h ( z ) { z ) j Z 7 ) d_z . d l 

J J 1 - f I 7 7 f ( z ) z * 
ç 5 

De ( 9 ) e t ( 1 1 ) r é s u l t e e n s u i t e q u e 

L ( f - f ) + o ( | | f " - f | | ) < 0 , 

d o n c q u e 

' ¿ I I W ' " « " 
l T,q 

dz a 

-T T + 

+ 1 f r f ( z ) r f f ( Q + » ( . w j ) ^ . « 

Î 7 J J 1 - f ( £ ) f ( z ) 2 * 

o ( | t f f | ) < 0, 
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où <ff(z) = f ( z ) - f(z). En se servant de la formule (10) 
pour les variations des fonctions de la classe nous 
avons 

rRe 1 C f 1 
7 J J f ( « ) - f < o 

nç 
f(zn) + f(0N 

f ( » Q ) \ V , , £(fû) + f(») 
^ » o - f ^ l Q f(zQ) - f(z) 

- f(z°) - fio) + JS(zo féjr) (f(z) 1 - fi,o) *(*) 
1 + f(z0) f(z) 

1 + f(zn) f ( 0 \ ( Zn + z 
- f ( i ) ° / - 2 Uzf'(z) f ^ t 

1 - f(zQ) f(i)/ V zo z 

2ir 

+ /3 zf' (z) 

f(J) 

1 + ZQZ' 1 - ¿¿z, 

fTT)f(z) 
( fl ( z o A 7 , % f<zo> + f ( z>\ 

>( <o T T ^ ) ) (f<"> f(z°) - f(,?)+ 
1 ç 

1 + f (zQ)f(J~)\ ( , , z 0 + z 
+ f (?) U - jS zf (z) + 

1 - t(z0yt(i)J X zo-z 

+ y3 zf' (z) 
1 » ZQ Z 

1 - z0z. 
+ o(r) < 0. 

Après de calculs simples, divisant par ? et passant à la li-
mite zéro avec X , nous obtenons 

(14) M^i/t0^ M ^ - S ' w V - f t i H * 
1 r2 
f (z0)\2 1 

+ p[z0 f{z0)J (1 _ f(z)) (1 _ 
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Z Q + z _ 1 + Z Q Z N 

f ( z ) ' - ^ u ) + ^ T T Z0Z/ 
A(«)/«(f) • T + 

f(z)f(i)f(zQ) 

(f(z0) - f(z)) (1 - f(z0)f(i)) 

zf(z)f(T) V ' g - 1 + Z0 Z 

1 - f(i)f(z) V 0 1 - Z 0 Z / J 

< 

< 0 

Profitons maintenant de la formule 

m-1 

Mettant dans (15) successivement t = 1/î(zq) et t = îCzq), 
nous avons 

f(z ) 0 0 

o s ) f(z0) - f (z) = -1 • f i ^ z m 

m=1 

et 

(17) 
1 - f(zn)f(z) O' m = \ 

Dérivant ensuite (1) et (2) par rapport à z, nous obte-
noïi« 

oo j oo 

f(z) - f ( 0 
/7) = / \ 

et 

¿ 7 \tr / 

- 104 -
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ce gui donne encore 

= flt'Vt3 • 
S-1 \ o / j-t 

W \ n=0 / \ 0 / 

(19) _ zf (z)f(Q f . ZQt + Z , f 1 + Z Q Z 
P Zn - Z 1 

1 - f(i)f(z) V "0 

- z m -

m»/ » n*i 

1 - z 0z 

mn3 

J=2 m-/ \ /)-/ 

Posant maintenant (16) - (19) dans (14), nous obtenons, 
après des calculs faciles, 
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N 

+ wW* -
m,r>=t \ 0 

(20) XUL 
N 

- ( M / ) ^ mamn.ÎCmxn ~ 

N 

- (¡3+fi) ^ ^ m n V n -

m,n*i 

H-1 / H ti-k \ / a \ ) 

- 2 L(L L 
De (2 ) , y? étant arb i t ra i re , nous déduisons que 

«1 > I »0 ¡¿j inh) - -^o^] 
- 2 

m\21 [JL, 
-/\ 1 -| \ x z_ \ + Rei \ m(a x x + b x x N I / zm J I y mOI W v mn m n mnmn^ 

\m=/ 0/ \m=/ / J 

N / N H-k El ) \ m(a x ,x + b x . x ) | 4- + 
l J_ v mn m+k n mn m+k n'y zk 

k-t \ n-1 m-1 

H-1 / H N-k 

•L{LL' 
k = t \n=l m*l 

(a x ,x + b x , x )z„ * mn m+k n mn m+k n' 0 

Étant donné que Zq est un point arbitraire du cercle 
U, on déduit de (21) que la fonction w = f ( z ) , extrémale 
dans la classe S^ par rapport à la fonctionnelle (8 ) , v é r i -
f i e dans U l 'équation de forme 
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où Q(z) désigne le second membre de (21). On voit de (21) 
que Im{Q(z)} = 0 pour |z| = 1. En outre, comme on le sait 
(voir [>]), Q(z) > 0 pour |z| = 1 et la fonction f se 
prolonge d'une façon continue sur la circonférence 9U = 
=j |z| = l] et la transforme en un continu composé d'un 
nombre fini d'arcs analytiques, auxquels appartient évidem-
ment aussi la circonférence dU. Il e"n résulte que la fonc-
tion f se prolonge comme fonction holomorphe par tout point 
de la circonférence 3U, à l'exception d'un nombre tout au 
plus fini de points - l'ensemble de ces points sera désigné 
par M. De (22) résulte que pour tout z e U - M 

(23) ' ' m ( f b ) + ) 

= Q(z), z = ei(P. 

Soit maintenant 

T = f (dU); 

alors 

F = F/j u r 2 u .. • u Fjç , 

où rç , = 1,2,... désignent les arcs analytiques men-
tionnés plus haut. 

Soit 

ÏO = f"1 ( rj), 1, = {z: z = ei(P, cpv<(j><(pv+1 ' ^k+1 = «Pi 

Supposons enfin que VjQ(z) désigne une branche quelconque 

de la racine Vq(z) sur l'arc ouvert = |zs z = e ^ , 
9o < f S u r ce'fc 3 1 0 existe une branche de la ra-
cine, car Q(z) 4 0 pour z e 1<). Extrayant les racines des 
deux membres de (23) pour z e , nous obtenons 
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et intégrant ensuite (24) dans les limites de if>0 à cp , où 
(f0, (f e (fy, <pg+1), nous avons 

' Fm(îfo) + IT ' F m ( f ( z » J = ± / V T Ô W d? + eonrt , 
m = / % 

d'où 

(25) B» -^(ffej) + ÌT • V ^ n y ) ] = 0, pour zel). 

Mais, comme le plrémier membre de (25) est une fonction 

continue sur 3U, on a c^ = c 2 = ... = c^, donc 

'»»(ffo) + X - Fm ( f = const pour z e 3U. 

Posons 

m=1 

La fonction S(z) est une fonction holomorphe dans U, à 
l'exception d'un pôle d'ordre N au point z = 0 et sa par-
tie imaginaire est constante dans 3U.* ^a partie singulière 
S^(z) de la fonction S(z) est de forme 

m=l x 

Considérons maintenant la fonctipn 

N x x — 'm . m „m 
*1T 'z 

m = 1 
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Sa par t i e s ingul ière au point z = 0 es t l a même que pour la 
fonction S (z ) et Im = 0 pour z e 3U. Par conséquent 
S (z ) - T(z) est une fonction holomorphe dans U et sa par-
t i e imaginaire est constante dans 3U. 

Nous déduisons de ce qui précède que S (z ) - T-(z) est 
une fonction constante, donc que 

- * m ( f f o ) ' V * ^ » ) = 

N 

- E l 
xm -m xm m \ „ 
- ¿ r - ' z + ' z + C m m 

m=1 

H 

De (26), (4-) et (5) nous constations que C = - ^ x ^ a ^ . 
m = l 

Tenant ensuite compte de ce que Ĵ  = f ( I g ) est au moins pour 
un ? un arc de l a circonférence 3U, nous obtenons que 
Im C = 0. 

Posant (4) et (5) dans (26) et comparant l e s c o e f f i c i e n t s 
de z11 des deux membres de l 'équat ion a in s i obtenue, nous 
pivons 

N _ x 

( 2 7 ) Y L (xmamn + V W = 1T P°ur 1 < n < N 
m-/ 

et 

( 2 ? > ¿ , ( x m a m n ' * V r n n ) = 0 P o u r 11 > N • 
m-t 

Multipliant (27) par x et sommant l e s r e l a t ions a i n s i 
obtenues pour n = 1 , . . . , N , nous avons 

N ix i 2 
(28) > (a x x + b ï ï ) = V ^ L ° J . / mn m n mn m n / n 

m,n*t n=l 

Ainsi nous avons prouvé le 
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T h e o r è m e 1. Si f e S ^ est une fonction pour 
laquelle la fonctionnelle (8) atteint sa valeur maximale dans 
la famille S^, alors 

(29) ^ - ^ T ) ) = 
m=1 s ' 

Oxm „-m , xm „m\ \ ' = _ . z + — .z I - ¿ _ x m a m 0 , 
™=1 ' m=l 

o ù ^ ( t ) est le m-ième polynôme de Faber pour la fonction 
m r N 

= l 0 « f f o e t H E V V O = o -

Pour cette fonction on a en plus 

N I T I 2 

Supposons maintenant que la fonction w = f ( z ) = b^z + 
2 * * + b2Z + . . . holomorphe dans U, vérif ie dans U l'équation 

V^/X, 

C ( - ¿ T ' ' „ à " ) + 'FJ")) = L—. \m m w' m m / 

= E ( i ? * z " m + i r + c -

où Im C = 0 et Fm (t) est le m-ième polynôme de Paber de 
la fonction 1/f(z) . Les coefficients de ce polynôme s'ex-
priment par les m premiers coefficients de la fonction f . 
La fonction f est, comme on le sait, une fonction algébri-
que spéciale (voir [1 ] ) , donc f e Ŝ  et l'image du cercle-
-unité par cette fonction remplit presque le cercle, c 'est-
-à-dire f (U ) est contenu dans U et son aire est égale 
à l ' a i re du cercle U. En outre pour cette fonction on a 
(29) et, on sait (voir [3 ] ) que pour toute fonction de la 
classe Ŝ  l ' inégalité 
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Re H ( amn xm xn + bmn xm xn ) < Y Z 
m,n=? > n = 1 

x_-2 

a lieu, donc f est une fonction pour laquelle la fonction-
nelle (8) atteint sa valeur maximale. Ainsi nous avons prouvé 
le 2 

T h é o r è m e 2. Si f(z) = b^z + b 2
z + •••» holo-

morphe dans U, vérifie dans U l'équation de forme 

Y^ (i? -*n,â) + -XJ*)) = 
l .V m m w' m m ' / m-1 

N X ( ""m „-m ^ ^ „m ̂  , n = *z + -et 'z ) + c' 

où Im C = 0 et F m(t) est le m-ième polynôme de Faber pour 
la fonction 1/f (z), alors f e S,j et pour cette fonction 
la fonctionnelle (8) atteint sa valeur maximale égale à 

n=l 

Un résultat analogue a été obtenu par M. Schiffer dans 
[ 5 ] pour les fonctions de la classe S, c'est-à-dire pour les 
fonctions f univalentes dans U, et telles que f(0) = 0, 
f' (0) = 1. 
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