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LES POLYNOMES DE FABER DANS LA THEORIE
DES FONCTIONS UNIVALENTES BORNEES

Soit S1 la classe des fonctions de forme

£(z) = byz + byz® + .0a, ok by> 0,

univalentes dans U = {[ z| <1 } et remplissant 1 inégalité
l£(z)| <1, zeU.,
Si dans S1 nous introduisons la distance par la formule

a(fy, £,) = |25 - £, = up, |£,(2) - £,(2)] ,

S, devient un espace métrigue,
Soit fe 5,. Posons

M(z,¢) = log f_(?)z_:;f_(ﬂ v (z,0)eU=xU,

et

N(z,f) = = log (1 - £(¢)£(2)) , (z,8)eUx U,

ou M(z,¢) et N(z,f{) sont des branches des logarithmes tel-
les que, lorsque z et ¢ tendent vers zéro, alors M(z,¢() tend
vers -Log by, N(z,¢) tend vers zéro, M(z,() et N(z,f) sont des
fonctions holomorphes des variables resp. z,( et z,{ dans le
bicylindre U x U, admettant les développements

o0

(1) Mz, ) = ) ay, 2"

mn=0
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et

(2) N(z,¢) 'men 2",
mn=1
Soit Fm(t) le m-idme polyndéme de Faber pour la fonction
1/ £(z), ¢ est-d~dire un polyndme de degré m tel que dens
un certain entourage du point z = O nous avons le dévelop=-
pement

oo

(3) F, (ﬁ;ﬂ =20 4+ Zcmnz"n .
n=1

I1 est bien connu que la condition (3) détermine le polynd-
me Fm(t) d’une fagon unique. Aussi il est bien comnu  que
dans un entourage suffisamment petit du point 2z =0

Log (1 - 2(z)) = =y L(E.(+) + ma s,
m=1

d’on

(a) Py = (Y mag® . w1,

et "

(5) R (EE) =Y o P emey, w1
n={ '

De (3) et (4) il résulte en particulier que

Con = Mepy, o men > 1 ,

Congidérons maintenant les deux formes

N
(6) P(x,f) =Zamnxmxn .
m,n={
et
N
(7 alx, £) = Z boxE . N1,
ma=]
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Les polyn8mes de Faber 3

La forme (6) est quadratique, la forme (7) est une forme
d*Hermite, car les matrices (a_ ) resp. (b,,) sont resp.: sy--
métrique et matrice d'Hermite.

Soit

R(x,f) = P(x,f) + Q(x, ) .

Considérons la fonctionnelle

N
(8) ¢(£) = Re[R (x,£)} = Re }:: (a X X, + bmnxmxn)}
mn=1
Supposons que pour la fonction fe S1 la fonctionnelle (8)
atteigne sa valeur meximale dans la famille S1, ¢ ‘est-d-dire
que

(9) d(£*) < p(£)

pour toute f'e¢S;. On sait (voir [2] et [4]) que pour tout
z, € U, tout B complexe et ©>0 suffisamment petit, il existe
une fonction de forme

. £2(z2) £(24)+£(2) Zo+2
£ (z)=£(z)+1{p 6—515—7- f 2)51_67_fT§7'2f'(Z)z — |+
(10)

_[( £7(z, )> oy @) L ]
+ T (z.) flz) ———-2f?(z +O\ T

f 1-£(z5)f(2) 1-Zz
appartenant & la classe S1. Essayons de présenter la fonc-
tionnelle (8) sous la forme

(11) O(£") = o(2) + L(2* ~2) + o (2" - £ .

ou L(h) est une fonctionnelle linéaire de la variable h, ol
= h(z) est une fonction holomorphe dans U,
Remarquons pour cela que

(12) Re{P(x,f)] = Re 'ﬁz‘ffm(z.s)#(z)u(ﬁ) ‘—i—:—- gg—f—

0o
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1 — — d a¢
(13) Re{Q(X,f)] = Re L;g,!’_[N(Z,g),u(Z)p(;) —zz . —fi ’
1 ‘2
ol
N, x.
/J(Z) = Z sz ’
1=1

et r1: lz| = x4y [, 2] =1, O0<ry, r; <1, Profitent
des représentations (12) et (13), nous remarquerons facile=-
ment que

¢(£) = Re {_» iszM(z,g)y(z)u(;,) dz . %i +
GG

1 [ (£)hR(D) + £Dhlz) . y7n dz . &L
. ‘“‘errf U e w4 J
1 2

De (9) et (11) résulte ensuite que

L(e* - £) + o(fl£* - £]) < o,
donc que

Re[#ff—(—;——(—gug(z :ifg( m(z)u(e) % . —i—! +
i

+ ff(Z)df(t) + £(¢)o(z)
4772 ’ 1 - £(¢)1(z)
2

w(z)e(?) % . %‘]+ o(l6£l) < o,
r
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oi 6f(z) = £"(z) - £(z). En se servant de la formule (10)
pour :les variations des fonctions de 1la classe S,], nous
avons

' 2
1 1 £ (z,) f(zo) + £(z) _
e[mffffz)-fzé) [/’Go ffz05> <f(z) £(zy) - £(z)

f(zo) + £(¢) AR 4 (z ) 1+ f(zo) £(z)
- £(0) 77z, o) - 2(0)) * #\%0 (= 5 ()1-f(zo)f(z)'

- 2(0) 1+ f(zo) f(ﬁ))_ 2<pzf (2) ﬂ_‘-
1-f(zo)f(4) | 20

1
+ 7zt (z) * zOz)} plz)u(e) = dz | d£—£+
1 - 22

1 £00) £ (24) < £(zg) + £(2)
+—1 J1 Ty [/’(% ﬂfép) ) £y = £(@))*
2

1+ £(29)E(¢) . zZg + Z
' — | - £
+ £(z) i f(zo)f(§)> <az (z) 2y ~ 2 °

o7

¢ Fat (z) 220 )sz)(—) dz

}+ o(r) < 0.

Aprés de calculs simples, divisant par 7 et passant & la li-
mite zéro avec T , nous obtenons

(18) £ (24 N2 (£(z, ))°
Re ff %0 f(zo) (£(zy) - £(2) (£(2q)-2¢)7) *

_ (z 1
+ ﬁ<zo 20 zo>> (1 - £(zg) £(2)) (1 = £(z) 2(()}
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zf' (&2 ZO+Z _1 +Z—OZ d_Z’g
T f(z) - £(0) </3 2o - 2 " 4 o wzule) 55 - 3+ +

of' (20) £(2)E(0)% (z)
A 0 2. 0 -
N 2ar2frf[ <f e ) (2(zg) = £(2)) (1-£(20)E(0))
2

1

_ 2t (e (Pt 0% %07 dz.l
1- iTﬁ)f(z)Qs 2o -z " AT Zozﬂ u(z)u(s) }

\I‘hl

< 0.

Profitons maintenant de la formule

(15) o Z% ~tFL (£)2",
m=1

Mettant dans (15) successilvement t = 1/f(zo) et t = f(zo),
nous avons

£(z,) oo
0 1.1 @ 1 m
(16) f( ) - £(z) m fizoi Fu ffzoi z
m=1
et
1 c 1 m
(17) =1 +) g £g)E, (E(z))"
m 0/"m 0
1 - f(zo)f(Z) met
Dérivant ensuite (1) et (2) par rapport & 2z, nous obte-
n‘o")'\ﬁ.
zf'(z -3.3J . . n m
x5 - L L o)
= m={ n=
et

SAOHO NS m(“’ bmn§n>zm,
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ce qui donne encore

zf (z Zg + 2 1+ Zy2
0

+ ]
=
+ M
&
=
S
B ~
/'\ N
S
b u.
h
n
M*
g
T
N
+ o
/]
+
Y
N
o
"
A
N
/1]
1"y
.
+

+
ro
[
M
/‘\
B
4 [\’]a
g
N
FTRS
-
i
+
kY
N
on
[}
B
N
w

(19) - zf" (z)m ( zo\+z+ﬁ_’l+z_oz>=

1 - £(0)£(2) 2o~ 2 1~ Zz
- (p+p)Zn< by > mo_
m=/ n=t
-2ZZ< men£)< s-m +/§Egm> 2%,
=2 ms«t nN= z

Posant maintenant (16) -~ (19) dans (14), nous obtenouns,
apres des calculs faciles,

£ (3.)\2 N ox , ‘ 4 2
(20} Reyizg _O—f(zo) ‘Z @ flzg) "o (f‘Zo5)> )
m=| :
oo 2 N X
m "l )) ! »
<Z o .f(zo)Fm(f(zo))) + 2(2_,,,,_ : f(';OSFm f(;05>x

m=1
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N %
(20) <Z( 2 (2)E, (f(zo)))J p2)

m=1 mn={

N
(B+8) Z ma X X -

mn=1

N-1 N_ N-k ﬂ Xk
2 (ZZ amnxm+kxn> < x* pz0>
k=1 \'n=f m=] Zo

N
(ﬂ+[3) Z mbmn]ﬁn% -

mn=]

N-1 Nk
= B — -k
2 <Z Z mbmnxm+er> <Z—IC£> + A zo)J <0
7

k=1 n={ m=

-m+n
< men * £Z%0 >xmxn -
LTe)

De (2), p étant arbitraire, nous déduisons que

( ) 2/ N —
(21) < 2, f(: >( h’l" i 17%67 F;n(ﬂl—o)) - x: .if(zo)F;n(f(zo))Di
£ .

=f

N-/‘ N N-k
+ < m(a‘mnxm+kxn + b X m+k n)zO )
n

Etant donné que 1z, est un point arbitraire du cercle
U, on déduit de (21) que la fonction w = f(z), extrémale
dans la classe 8, par rapport 4 la fonctionnelle (8), véri-
fie dans U 1'équation de forme
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- , X 2
2) (2) <Z<x; 4l mdy - B aeE® m)) = q(z),

me=1

ol Q(z) désigne 1le second membre de (21). On voit de (21)
que Im{Q(z)} = O pour |z| = 1. En outre, comme on le sait
(voir [4]), Q(z)> 0 pour |z| =1 et 1la fonction £ se
prolonge atune fagon continue sur la circonférence 3U
={ lz| = 1} et la transforme en un continu composé d’'un
nombre fini d'arcs analytiques, auxquels appartient évidem-
ment aussi.la circonférence dU. Il en résulte que la fonc-
tion f se prolonge comme fonction holomorphe par tout point
de la circonférence 03U, & l’exception d'un mnombre tout au
plus fini de points - l’ensemble de ces points sera désigné
par M. De (22) résulte que pour tout z ¢ U~ M

(23) (%(i(’%n 'Fm(f_gz_)') + f: -Fm(?m) )>>2 =

m={

[}

olf.

= Q(z), 2

Solt maintenant

[ = £(3U);
alors

r=r1Ur2 u...urk,

od [[, 9 =1,2,000,k, désignent les arcs analytiques men—
tionnés plus haut.
Soit

I, = f-/l(r\,), 1, = {z: z = eif

’ %<<P<%+1}’ P41 = P9 -

Supposons enfin que VQQ(Z) désigne une branche gquelcongue

de la racine VQ(z) sur 1l?arc ouvert 1, = {z: z2 = eiq,
g, <9 <:?v+1}‘ Sur cet arc 11 existe une branche de la ra-
cine, car Q(z) # 0 pour 2z ¢ 1. Extrayant les racines des
deux membres de (23) pour z ¢ 1,, mnous obtenons
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@) &2 5 [l) + 2 E6Y)) - « VEE,

m={

et intégrant ensuite (24) dans les limites de ¢ & ¢, oOb
$or ¢ € (gys ¢,44), nous avons

N

X ¢
§ *n X, ——— |
m=,<m -Fm(f‘hz ) + o -Fm(f(z))> = 1!%—(;(7) d¢g + const ,
dtol

me{ =
(25) Im {Z(%n 'Fm(f—??)> + %n -Fm(f(z))>} =¢, pour ze€l,.
]

Mais, comme le prémier membre de (25) est une fonction
continue sur 09U, on a Cq = Cp = eoe = Cp, dome

Im{i(? .Fm<ﬁ];7> + 1:’1” -Fm(f(z))” = const pour =z € 9U.

m=1

Posons
N

s) =) (B x3l) + 2 REGN).

m:l

Ia fonction S(z) est une fonction holomorphe dans U, &
l’exception d’un pfle d’ordre N au point z = 0 et sa par-
tie imaginaire est constante dans 0Us Ia partie singuliere
S’I(Z) de la fonmction S(z) est de forme

N % ]
S,I(Z) =Z(—mill -Z- >.

Considérons maintenant la fonction

N

T(z) = Z(:in ez J;m -zm> .

m=1
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Sa partie singuliere au point z = 0 est la méme que pour la
fonction S(z) et Im[T(z)] = 0 pour 2z e dU. Par conséquent
S(z) - T(z) est une fonction holomorphe dans U et sa par-
tie imaginaire est constante dans 49U.

Nous déduisons de ce qui précede que S(z) -~ T{z) est
une fonction constante, donc que

N -

(26) Z( = Fm<f_1(?)> . B, (2(2)) )

m=1

N
De (26), (4) et (5) nous constations que C = -2::i%§m0.
m=1

Tenant ensuite compte de ce que [;= £(1,) est au moins pour
un v un arc de la circonférence 0U, nous obtenons gque
Im C = O,

Posant (4) et (5) dans (26) et comparant les coefficients

n , . .
de =z des deux membres de l'equation ainsi obtenue, nous

avons

N %

= T n

(27) g (xga, + b)) =5 pour 1<n<N

m={
et
(27 ) Ef:(xmamn'* Zbpn) =0 pour n>N.

m=1 :
Multipliant (27) par X, et sommant 1les relations ainsi
obtenues pour n = 1,...,N, nous avons
‘ yo ®
£ ) = ' nl
(28) }::(amnxhxn + bmnxmxn) - n
m n=/ n=1

Ainsi nous avons prouvé le
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Theoreme 1. Si fe¢ S, est une fonction pour
laguelle la fonctionnelle (8) atteint sa valeur maximale dans
la famille 54y alors

(B ny (el 2 mE@)) =

(29) Y

N

m={
N - N
X X
E m - m m = =
= ( m z + o ¢ Z ) - E xmamo ’
m={ m=/

ol Fm(t) est le m-iéme polyndme de Faber pour la fonction
oo N
i 2
1/£(z), Z a0% = log () et Im{zxmamo} = 0.
m=/ . m=|
Pour cette fonction on a en plus

N 2

n=1{

Supposons malntenant que la fonction w = f(z) = qu +
+ b2z2 + ... holomorphe dans U, vérifie dams U l'équation

) (Bt 2 5m)-

]
[
N
)%

[;I

B

+

[

-zm> + C,

m=]

oi ImC=0 et F,(t) est le m-iéme polyndme de Faber de
la fonction 1/f(z). Les coefficients de ce polyndme s’ex-~
priment par les m premiers coefficients de la fonction £.
La fonction f est, comme on le sait, une fonction algébri-
que spéciale (voir [1]), donc feS,; et 1’image du cercle-
~unité par cette fonction remplit presque le cercle, c’est-
-d-dire f£(U) est contenu dans U et son alre est égale
a 1lfaire du cercle U. En outre pour cette fonction on a
(29) _et, on sait (voir [3]) que pour toute fonction de la
classe 85, 1*inégalité
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2

N N

_ | %n|

Re[ 2 (amnxmxn + bmnxmxn ) } < § n
n=1

m,n=1

a lieu, donc f est une fonction pour laquelle la fonction-
nelle (8) atteint sa valeur maximale. Ainsi nous avons prouvé

le
Théoréme 2, Si f(z)=b1z+b2z2+..., holo-
morphe dans U, vérifie dams U 1’équation de forme

N -
Z(ftml1 'Fm(%) * xmm -Fm(v—v)> =

m=1

N,y -
=Z< mm " l;m vzm>+ c,

m=1

of ImC =0 et Fm(t) est le m-iéme polyndme de Faber pour
la fonction 1/f(z), alors f ¢ S,‘ et pour cette fonction
la fonctionnelle (8) atteint sa valeur maximale égale a

N 2
;i
n
n=1
Un résultat analogue a été obtenu par M. Schiffer dans
[5] pour les fonctions de la classe S, c’est-a-dire pour les

fonctions f univalentes dans U, et telles que £(0) = O,
£ (0) = 1.
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