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SUR CERTAINES SOUS-CLASSES DE LA CLASSE 
DES FONCTIONS QUASI-ÉTOILÉES 

Dans cette note nous introduisons deux sous-classes de 
fonctions quasi-étoilées, définies dans [ 2 ] et nous considé-
rons pour elles des problèmes extrémaux analogues à ceux qui 
ont été traités dans [l]. En choisissant convenablement les 
paramétres nous retrouvons les résultats établis dans [l]. 

Soit -1 < m <1, [4]» la classe des fonctions p ho-
lomorphes dans le cercle K = | z $ |z| <1]» définies par la 
formule 

(1) p(z) » f 1 + z e" Xl d/x(t) , J 1 - mze 0 
où a parcourt la classe de toutes les fonctions non décrois-

r " \ 

santés dans 1 intervalle <0,2jr> , telles que J d/i(t) = 1. 
Soit ensuite S*{m]f -1 < m < 1, la classe" des fonctions 

F de forme 
(2) F(z) = z + a2z2 + ... 

holomorphes dans K et telles que = p(z),où pe P{m}« 
Remarquons que P [ 1} = P , S*{1}= S*, ou P est la classe 
des fonctions de Carathéodory, S* la classe des fonctions é-
toilées. 

Nous dirons que la fonction t (, GM{m], s;L elle satisfait 
à l'équation 

(3) F(f(z)) = ¿P(z) , 
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où 1 < M est un nombre quelconque fixé, P une function 
quelconque de la classe S*[m}. Dans le cas où m = 1, 3 

= G M, OÙ G M désigne la classe des fonctions quasi-éfcoilées (voir 
[2]). 

Désignons par P(n), n = 1,2,..., la classe des fonctions 
p holomorphes dans le cercle K, de forme 

(4) p(z) - 1 + p nz n + P n + 1 z n + 1 + ... 

et telles que Re p(à) > 0 pour z e K, et par £>tn), n = 1,2,.. 
la classe des fonctions P de forme 

(5) P(z) = z + a n + 1 z n + 1 + a n + 2 z n + 2 + ... 

et telles que = p(z), où peP(n). Remarquons que P(1 ) » 
= P et S* ( 1 ) = S* . 

Nous dirons que f t G M , n si elle satisfait à l'équation 
(3), où P est une fonction quelconque de la classe S*(n). 
Évidemment GM'1 = G M. 

Si l'on pose M = 0 < t < o=, la fonction f(z,t) ap-
partenant a la classe GM{m](ou à G M , n ) est de la forme 

(6) F(f(z,t)) = e^PCz) , 

où P e S*(m](où S*(n)) et f(z,0) = z. De plus, si P est une 
fonction fixe de la classe S*[m] (ou S*(n)), on a 

(7) lim etf(z,t) = F(z) . t—»+00 

Soit p(z) = ^ Y y si peP(n), on a aussi PeP(n),tan-
dis que pour la classe P{m] on a le lemme suivant: 

L e m m e. Si p e P { m] , on a Re P(z) > —jp- » z e K. 
D é m o n s t r a t i o n . Posons x = Re p(z), y = 

= Im p(z). Alors 

Re P(z) = R e ^ ° • 
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d ou 

Re P(z) > min 2 2 x + y 

il X et y varient dans le cercle (voir [4] ) ou 

(, _ 1+mr2 )2
 + v2 (1-Hn)2r2 . 

1 _ 2 2 ; + y ^ ri m2 2v2 1 -m r Il-m r ; 

D'où 

x [1 +( 1 +m)r-Hnr2] ( 1 -^m2r2) „ . , min —X g = —¡= 5-1 5 5 T—5—» T = Z I . 
x +y 2 [l+(l+m)r+mr J (1-Hnr )-(l-r )(l-m r ) 

Par conséquent on a, dans tout le cercle K, min g > 
ce qui achève la démonstration. x 

2. De même que pour la classe G M, [l], on peut demontrer 
le théorème suivant: 

T h é o r è m e 1. Toute function f e GM{m} (GM,EL , 
M = e^) peut être représentée sous la forme f(z) =» f(z,T), 
où f(z,t) est une solution de l'équation 

( 8 ) = -f(z,t)P(f(,z,t)), 0 < t < T 

avec la condition initiale f(z,0) = z èt P6 P a (P(n)), où 
a = (l-m)/2. (Les fonctions feP^, 0 < oc < 1,si et seulement 
si P est une fonction holomorphe dans K, P(o) = 1 et Re P(z) 
>ot). 

T h é o r è m e 2. Si P e Pa (P(n)), oùa= (l-m)/2, 
la fonction f définie par la formule f(z) = f (z,T) ,où f(z,t) 
est une solution de l'équation 

» -f(z,t)p(f(z,t)) , 0 < t < T , 
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avec l a condit ion i n i t i a l e f ( z , 0 ) = z,appartient à l a c l a s s e 
GM[m] ( G M ' n ) , M = e T . 

Mettant l ' é q u a t i o n (8) sous l a forme 

d log | f ( z , t ) | = -Re P ( f ( z , t ) ) d t 
(9 ) 

d arg f ( z , t ) = -Im P ( f ( z , t ) ) dt , 

où P t P a ( p ( n ) ) , a = ( l - m ) / 2 , nous é t a b l i r o n s l e s théorèmes 
s u i v a n t s : 

T h é o r è m e 3« S i f i » on a pour | z | = r < 1 

(10) < a r c s i n r - arc s i n | f ( z ) | pour m = 0 

(1+m)H(arcsinT,m) pour m^ 0 et 

où H dés igne l ' i n t é g r a l e e l l i p t i q u e de première e spèce . 
D é m o n s t r a t i o n . La formule de Herglotz don-

ne pour l a c l a s s e P 

2JT 
(11) Re P U ) = [ 1+(2a-DU' l -ZXUL GOBV D ( 0 ) . 

J ,1 + i a - 2 | ^ | o o s V 

2r . . . 
(12) Im P ( i ) = f 2( 1 - ce) I s i n if) d ( e ) 

j 1 + IÎl -2l£l cosi/i 

où Pe P a , A = ^ p » iJI = IFT - 9 , (FT= argjÇ , et /i e s t une f o n -
c t ion quelconque non d é c r o i s s a n t e dans l ' i n t e r v a l l e <0,2 jr> 

ZJT 
t e l i e que Jd ,u(S) = 1 . 

O 
Mais, en vertu de (9)» 

(13) d arg f ( z , t ) = g p f f f i f f i j 0 d log | f ( z , t ) | . 
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On peut montrer que 

2(1-a)x „ ImP(f(z,t)) ^ 2 (1- or)x 

V[l+(2a-1 )x2] 2-4rf2x2 R e P t f U ' t ; J \/[l + (2d-1 )x 2] 2-4a 2x 2 

x=|f(z,t) 

c'est-à-dire 

( u ) (l+m)xdlogx < d a r g ^ -(1+m)xdlogx . 

V(l^>x 2) 2-(l-m) 2x 2 V(l-mx 2) 2-(l-m) 2x 2 

D'où, en intégrant (14) dans l'intervalle ^ O ^ T ^ et en te-
nant compte de la condition initiale, on obtient 

- (1+m) dx 

(1-x 2)(1-m 2x 2) 
< arg < dx 

A1 -x 2) ( 1 -m*X2) 

ce qui implique (10). 
Les fonctions extre'males f dans la limitation (10) sont 

données par l'équation (3), oh la fonction P satisfait à 
1'équation 

zF' (z) Çl +( 2a-1 ) z 2] 2 -4a 2z 2+i2( 1 - et) z V[l +( 2d -1 ) z 2] 2 -4 a 2 z 2 

~ (1+z2) [l+( 2ci-1 )z~] -4az 2 

T h é o r è m e 4. Si f t G M{m], on a 

/1C-1 1+mlf(z)l 1-r . zf' (z) ^ 1-lf(z)[ ,1+mr 
( 1 5 ) 1- |f(z)| * Tïmr T T ï r ^ T m T f t T Ï Ï ' lz|=r<1. 

D é m o n s t r a t i o n . En vertu des équations (9) 
on obtiient 

(16) dlog|f'z(z,t)| » [ l +
R e ^ , t ) . P ' j f ^ Z , t ) ) j d l o g| f ( Z f t )|. 
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Mais 

et 

n r 2 i 
[Re f ( z , t )p ' ( f ( z , t ) ) l = [ 2 x L(j,+X ^oa¥-2x] d ( ô ) 

J (1+x -2xcos w) 
0 

tt 

Re P ( f ( z , t ) ) = f 1-2^03^(2^-1 )x2 d / l ( f f ) ^ 
J (1+x -2xcosy) 

donc 

(17) 1 + 2 (1-a)x 
1-2dx+(2a-1)x _ 

dlogx < dlog |f z ( z , t ) < 

1 - 2 (1-oQx 
1 + ( a t - 1 )x -2ax_ 

dlogx, a = 

En intégrant (17) dans l ' interval le <0,TX et en tenant compte 
de la condition initiale oa obtient 

jjLogx + log 1+mx 
m(l-x) < log f ( « )|< [ ] logx - log 1+mx 

m(1-x; 
,-\T 

J, ' V à ou 

x(1+mx) . 1 -r s- \*> x(1-x) . 1+mr . 
1-x ï+mr" I f ( z ) I < 1+mx r ( l - r ) 

et la démonstration est ainsi achevée. 
La fonction extrémale f dans la limitation (15) est dé-

terminée par l'équation 

f ( z ) = 1 z 
(1 - f t z ) ) 1 4 ® S ¥ ' ( i -z)1"™ 

dans le cas du m1ni m»m et par l'équation 

f ( z ) = 1 . z 
O + f U ) ) 1 - ™ W ( l+z ) 1 + m 

dans le cas du maximum* 
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Dans l e Gas oii m = 1, (10) et (15) fournissent l e s l imi -
tat ions correspondantes pour les fonctions quasi -étoi lées [1], 

3» Pour l es fonctions de la c lasse GM , n on peut démontrer 
l e théorème suivants 

T h é o r è m e 5. S i f t G M ' n , on a 

(18) K 
2V 

( 1 + r n ) ( 1 +rn-\/( 1 + r n ) 
T»n V M11 

^ ( l - r n ) ( l - r n - A Í l - r n ) 2 + ^ ) + 1 
n V it1 

i/n 

< l f ( z ) k 

1/n 
» z = r < 1 . 

D é m o n s t r a t i o n . En vertu de l 'équation (9) 
on a 

Mais 

d l o g | f ( z , t ) | = -Re P ( f ( z , t ) ) d t , P&P(n) . 

l 4 < R e P ( f ( z , t ) ) < ^ , x = | f ( z , t ) 
n 

1+xj 1-x 

et 

(19) 1 + l T d t ^ d l o g l f í z » t ) | ^ - - ^ ^ - d t . 1-x 1+x n 

En intégrant (19) dans l ' i n t e r v a l l e < 0 , T > et en prof i tant 
de l a condition i n i t i a l e on obtient 

( 2 0 ) l f ( z ) l n / 2 ^ r n ' 2 e t k ( Z ) l n / 2 > r * / 2 } 

d'où l ' o n t i r e enfin, ( 1 8 ) . 
Les fonctions extrémales dans (18) sont déterminées r e s -

pectivement par les équations 
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f ( z ) 1 z t f ( z ) 1 z 
( l - f n ( z ) ) 2 ' n = M * 0 - z n ) 2 / n ( 1 ^ - J ^ C s ) ) C 1 + S B n )2 /» ' 

Dans le cas où n = 1 on retrouve l e résul ta t corres -
pondant pour les fonctions quasi -étoi lées é tab l i dans [ 1 ] . 

Prof i tant ensuite du f a i t que pour l e s fonctions P £ P(n) 
on a la l imitat ion 

| arg P ( f ( z , t ) | < arc s in » x = | f ( z , t ) | , 
1 + x ^ 

on peut prouver l e théorème suivant: 
T h é o r è m e 6. S i f e G M , n , on a pour |z| => r < 1 

( 2 1 ) arg ^ < 1 log r i - l ' ( - > l n • - l ^ l 
8 z n 6 Ll + l f ( z ) l n 1-r1 1 . 

L ' é g a l i t é a l i eu pour les fonctions f qui satisfont r e s -
pectivement aux équations 

f ( z ) 1 z . f ( z ) _ z 
( 1 + i f n ( z ) ( 1 + i z n ) 2 / n ( l - i f n ( z ) ) 2 / n M ( 1 - i z a ) 2 / n ' 

Dans le cas où n = 1, l e résul ta t obtenu se réduit à ce lu i 
qui a été é tabl i dans [1] pour les fonctions q u a s i - ç t o i l é e s . 

Signalons encore que l es l imitat ions (18) et (21) sont 
exactes pour les fonctions quasi -é toi lées et n-symétriques, 
; a r les fonctions extrémales sont n-symétriques. 

R e m a r q u e . De même que l ' o n a introduit la c lasse 
jM(m], on peut considérer la c lasse GM(a fb) en profi tant de 
La r e l a t i o n entre la c lasse S* (a ,b ) et la c lasse P ( a , b ) » i n -
troduite dans [3] . 
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