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SUR CERTAINES SOUS-CLASSES DE LA CLASSE
DES FONCTIONS QUASI-ETOILEES

1, Dans cette note nous introduisons deux sous-classes de
fonctions quasi-étoilées, définies dans [2] et nous considé~
rons pour elles des problémes extrémaux analogues & ceux qui
ont &té traités dans [1]. En choisissant convenablement 1les
paramétres nous retrouvons les résultats établis dans [1].

Soit P{m}, -1<m<1, [4], la classe des fonctions p ho-
lomorphes dans le cercle K = {z: lz] < 1}, définies par 1la
formule

-it
(1) p(z) =f'1—+—ze—:._:t— ap(t) ,

1 - mze

ou u parcourt la classe de toutes les fonctions non décrois-
santes dans 1 intervalle <0,27> , telles que f au(t) = 1.

Soit ensuite S*{m}, -1<mg1, la classe’ des fonctions
P de forme

(2) ' F(z) =2 + 32z2 + eee

nolomorphes dans K et telles que 24 (z) _ p(z),0lt pe P{m]a

Remarquons que P {1} =P , s"{1}= 8", ou P est 1la classe
des fonctions de Carathéodory, S" la classe des fonctions é-
toilées,

Nous dirons que la fonction {f¢ GM[m}, si elle satisfalt
a4 1 équation

(3) F(£(z)) = 3 F(2)
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2 S.Wajler

o6 1< M <oo est un nombre quelconque fixé, F une function
quelconque de la classe S'{m}. Dans le cas oum = 1, GM{1} =
= ™, ot ¥ désigne 1la classe des fonctions quasi-étoilées (voir
1.

Désignons par P(n), n = 1,2,..., la classe des functions
p holomorphes dans le cercle K, de forme

(4) pl(z) =1 + pnzn + pn+1zn+1 4 eee

et telles que Re p(z) > O pour z¢ K, et par Sln), n=1,2,,.
la classe des fonctions F de forme

n+1 n+2
(5) F(z) =z + 8 42 + 8, o2 F eee

et telles que é%%%%—= p(z), ot pe P(n). Remarquons que P(1) =
=P et S5°(1) = 8%, .

Nous dirons que f¢ GM'n gi elle satisfait & 17équation
(3), ou F est une fonction quelconque de la classe S"(n),
Evidemment GM’1 = GM.

Si 1%n pose M = e¥, 0 < t<eoo, 1la fonction f£(z,t) ap-
partenant a la classe GM{m}(ou a ¢ o5t de 1a forme

(6) P(£(z,t)) = e~ ¥Fr(2) ,

ot FeS*{m}j(oh 8"(n)) et £(2,0) = z. De plus, si F est une
fonction fixe de la classe S*{m} (ou §"(n)), on a

(7). }iggetf(z,t) = F(z) .

Soit P(z) = —%;7- Si peP(n), on a aussi Pe¢ P(n),tan-

dis que pour la classe P{m] on a le lemme suivant:
Lemme, Si peP{m}, ona Re P(z) >,1§g_, z € K.
Demonstration, Posons x = Rep(z), y =

= Im p(z). Alors

? .

, 1 X
Re P(z) = Re =
plz) = 2 v
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Fonctions quasi-étoilees 3

Re P(z) > min _§_X_2 ¥

X +y

oi x et y varient dans le cercle (voir [4])

(x 1+mr2 ) + (1+m)2 e .
- 2.2 yo< Ta 2272
1 ~-m r (1-m°r<)

D “ou
x [1+(1+m)r+mr ](1-m r°)
min 5 =

x%+y°  2[1+(14m)r4mr?] (14mr®)-(1-2°) (1-m°2¢)

Par conséquent on &, dans tout le cercle K, min _?___ —§—3
ce qui achéve la démonstration, Xy

2, De méme que pour la classe GM, [1], on peut demontrer
le théoréme suivant: '

Théoréme 1, Toute function feG{m] Ca
M= el) peut @&tre représentée sous la forme £(z) = f£(z, T)
ot f£(z,t) est une solution de 1 équation

(8) a—f(ﬁ‘—) = =f(z,t)P(£(z,t)), 0< £+ < T

avec la condition initiale f£(z,0) = z &t P¢ P, (P(n)), olt
a = (1-m)/2. (Les fonctions feP,, O <a < 1,si et seulement
si P est une fonction holomorphe dans K, P(O) 1 et Re P(z)
>a),

Théoreéeme 2, Si Pe?P, (P(n)), ota= (1-m)/2,
la fonction f définie par la formule £(z) = £(z,T),ou £(z,t)
est une solution de 1 équation

B2(238) o _g(z,)R(8(2,4)) , O<t<T,

-9 -



4 S.Wajler

avec la condition initiale £(z,0) = z,appartient & la classe
Mn] (M), u = el
Mettant 1 équation (8) sous la forme
d log |£(z,t)| = -Re P(£(z,t))dt

(9)
d arg £(z,t) = =Im P(£(z,t)) 4t ,

od Pe Py (P(n)), a= (1-m)/2, nous établirons les théorémes
suivants:

Théoréme 3.8i fe GM{m], ona pour |z] =r <1
1=1f(z) 1+4r _
log 78 © 1-r pour m = 1
(10) ‘arg géggis; arcsinr - arc sinl|f (z)| pour m = O
(1+m)H(arcsinT,m) pour m# O et m#1

ol H désigne 1'intégrale elliptique de premidre espice,
Démonsgtration, La formule de Herglotz don-~
ne pour la classe P

o »
J' 14+(2a=1) |1 %-241¢] comy au(8) .

(11) Re P(¢) =
° 1+|§(2-2|$|cosw
or 1 et
(12) Im P(¢) = ~{ 2(1‘“%~§'Sln4’ au(a) ,
1+1¢1 “=21tl cosy

ou Pe Py, o= 15m, Y= ¢’—9 » @ = arg ¢ , et u est une fon-

ction quelcongue non décroissante dans 1 intervalle <0,2m>

2Ir
telle que _fdp(@) =1,

2
Mais, en vertu de (9),

(13) d arg £(z,%) = %%5%%%£%%§%) d log |£(z,t)] .
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On peut montrer que

- 2{(1=-a)x Img(f(z g)) 2(1~-ae)x ,
\4;+(2a-1)x ]2—442 2 ’ \/[1+(2d-1)x2}2-4a2x2

x=|£(z,t)]

¢ est-a-dire

(1+m )xdlogx <a arg £(z,1)< -(14m)xdlogx

(14) =
(1-mx2)2=(1-m) x> V(1 mx?)2=(1-m) 22

I‘J

D’ol, en intégrant (14) dans l’intervalle <O0,T> et en te-
nant compte de la condition initiale, on obtient

T
£(z ) < (1+m) dx

,
- (1+m)j dx < arg =,
Y x&1—x2)(1-m2x2) \41 x2)(1-mgx2)

ce qui implique (10).

Les fonctions extremales f dans la limitation (10) sont
données par 1°équation (3), ol la fonction F satisfait a
1 équation

5 ,
zg;(g) {1+(2a- 1)22] —44°2 +12(1-a)£VTﬁ+(2a-1)z?] -4 «?z?
Z )

(1+22)[1+(2a-1)z %] _4az°

Théorédme 4, Si fe GM{m], on a

14mle(z)  1-r zf‘(z) 1=1£(z)] ,1+mr _
(5) G - e < |5 '\1+mlf(z)| Tr * l2l=r<T.

Démons tration, En vertu des équations (9)
on obtient

(16) dloglf;(z,t)l = [ Re fgzpt% z gf z t)]
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6 S.Wajler

Mais
[Re £(z,8)P (£(z t))] = (1- a)jQx [ )°°9¥"§x] au(8)
(14x° -2xcos y )
et
o
Re P(£(z,t)) = ~2acosy+(2a=1)x" au(g) ,
) i ! (14x°=2xc08 y) 2
donc

(17) 1 2(1-a)x Jdlo < dlog e (z,t)
[ * 1-2ax+ (2a~1 )x2 & ogl z'” ‘<

<[1 - 2(1-0‘)’2{ ]dlogx, as= 15—“ .
14 (20 ~1 )x“~2ax

En intégrant (17) dans 1l’intervalle <O0,T>. et en tenant compte
de la condition initiale on obtient

T
[logx + 1°3|752%7] log |f (z)l [logx - log]ﬁ—;’_‘_‘x—i)”
0

N\

d ou

1 1= 1 .
X(’l:y) 1+mr If (Z)I x’gq-m;) : r(;g)

et la démonstration est ainsi achevée,
La fonction extrémsle f dans 1la limitation (15) est dé-
terminée par 1 équation

£(z) =_.‘l . z °
1=zt ¥ yTm

dans le cas du minimum et par 1 équation

£(z) 1 z

(1+f(z))l+m ¥ (14z) 740

dans le cas du meximum,

- 94 -



Fonctions quasi-étoilées 7

Dans le cas oi m = 1, (10) et (15) fournissent les limi-
tations correspondantes pour les fonctions quasi-étoilées [1],

3. Pour les fonctions de la classe ¢Ms? on peut démontrer
le théoréme suivant:
Théoréme 5, 8Si fe GM’n, on a

1n
(18) B’[—} (‘1+rn)(1+rn-\/(1+rn)2-l“’l'[%r—1)-1J < |£(z)|<
1/n
< [5%2-(1.rn>(1-rn;\£1.rn>2+$gf)+1J Vv lz] =r <1,

Démonstration, En vertu de 1'équation (9)
on a

d log|£(z,t)| = -Re P(£(z,t))dt , PecP(n) .

Mals
n n
1-X_ <Re P(£(z,8)) < X, x = |£(z,t)]
1 4x" 1-x"
et
n : n
(19) - a4 <a log |£(z,t)] < - 12 _ay
1=x 14x

En intégrant (19) dans 1’intervalle <O0,T> et en profitant
de la condition initiale on obtient

|f(z)ln/2 < ‘rn/2 |f(z)|n/2 > /2 )
1=12(z)[® = M2 (1r?) 1422?77 w/2(142™)’

(20)

d ol 1 on tire enfin, (18),
Les fonctions extrémales dans (18) sont détermindes res-
pectivement par les équations
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£(z) 1, z ot £(z) 1. z .
(1-£7(2))2/2 M (1_,)2/2 (14£2(z)) /M (14,7)2/n

Dans le cas ou n = 1 on retrouve le résultat corres-
pondant pour les fonctions quasi-étoilées é€tabli dans [1].

Profitant ensuite du fait que pour les fonctions P ¢ P(n)
on a la limitation

n
2%
arg P(f(z,t)| < arc sin ’ x={f(z,t)
| g ’ | {:;ai ‘ ’ l ]
on peut prouver le théoréme suivant:
Théoreéme 6., Si fe¢ GM'n, on a pour |z| = r<1
£(z)|_ 1 1-12(2) 2, 142"
(21) ‘arg ———-|< — log [ . .
z n 1+]£(z)|® 1P

L'égalité a lieu pour les fonctions f qui satisfont resg-
pectivement aux équations

£(z) 1, z ot £(z) =21 24 .
(1428%(2)) /P W (144,2)2/0 77 (1_ie0(5))20 " M (1559)270

Dans le cas ot n =1, le résultat obtenu se réduit & celui
qui a été établi dans [1] pour les fonctions quasi-g¢toilées.

Signalons encore que les limitations (18) et (21) sont
sxactes pour les fonctions quasi-étoilées et n-symétriques,
sar les fonctions extrémales sont n-symétriques.

Remarque, De méme que 1°on a introduit la classe
GM[m}, on peut considérer la classe GM(a,b) en profitant de
la relation entre la classe S*(a,b) et la classe P(a,b),in-
troduite dans [3].
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