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SOLUTION FONDAMENTALE MODIFIEE DE L’EQUATION
DE LA CHALEUR ET SON APPLICATION A LA CONSTRUCTION
DE LA SOLUTION FONDAMENTALE MODIFIEE
D’UN SYSTEME PARABOLIQUE

Introduction

Dans le travail [2] on a construit la solution fondamen-
tele spéciale de 17équation de la chaleur en appliquant 1la
méthode de Gruzewska-Eidelman, Dans ce travail on construit
la solution plus simple, Cette simplification est possible si
la dimension de 1 éspace est impaire, On construit de méme la
matrice des solutions fondamentales modifiées d ‘un systéme pa-
rabolique,

I. Construction de 1la solutien fondamentale modifiée de

1 équation de la chaleur

1, La solution fondamentale

2
u(z,8) = 1 exp <-%>
2Vra

(z=x-y, B8 =t-1r, t>7 , xX,yeR, t,T ¢ R+) de 1°équation

2
Ju

(1) 2%u _ =0

a2 0%
n’est pas intégrable par rapport & t dans 1 intervalle(0Q,)
Nous allons construire la solution fondamentale modifiée de
1°équation (1) en appliquant 1la méthode de Lévy. Considérons
la fonction
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2 S.Cgkala

(2) w(z,8,a) = u(z,8) - u(a,d) =

1 2\, (-) 3% (9)
=2V1_r_e{exp (- Z—e>- exP< %—B—ﬂ Z zZ~8 ula

(z £0, a # 0, a étant un paramétre) et désignons

2
N(z,8,a) =<—2—: - %)w(z,a,a) .
z

On cherche la solution fondamentale modifiée de 1 équation
(1) sous 1a forme

8 9
(3) ulz,8,8) = w(z,8,a) + ff w(z-m,8-¢,8) ¢ (£,8) am af,

0
ou
(4) ¢(e,a)==jz:n(k)(a.a)
k=1

et les noyaux itérés sont déterminés par les relations

g ¢
(k+1) (k)
(5) N§'*7'/(g,a) = N(@-¢(,a) N /(¢ ,a) dm d¢ ,
6[Jf

K = 1,2,00, qQ>0,
(6) 1(z,6,a) = N(8,2) = %‘-’l

En exigeant que

(i; -‘-—a—>u(z,6,a) =
dz 08
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Solution de 1°équation de la chaleur 3

on obtient 1 €quation intégrale de Lévy

89
(7 $(8,a) = N(8,2a) +ff N(@=-¢,a) ¢(6,a) dm af =
04

8
= N(8,a) + 2qu(9-§,a) p(¢,alat .
0
Il est & remarquer que le noyau N(8,a) vérifie 1 'ine’ga]ité

(8) lN(B,a)’g an—t pour 8> 1,
g2

1°inégalité (6,3) du travail [1] pour §<1; et posséde en
outre les propriétés suivantes

31% N(8,a) = 0 , &im N{8,a) = 0
(9) '
. a&?
N(f,a) >0 pour 0<8< 5 -
La série (4) est absolument et uniformément convergente,
si on a
« g
(10) f 'N(G,a),dzd@ <1, a = const,
0-g

D ol on obtient la condition

(11) la| > 2q; qa>o0 .,

2, Bvaluation de la fonction ¢(8,a) pour 6>1

En étudiant 1 équation (7), on décompose 1 intervalle de
1 intégration (0,8) en deux intervalles (0,6/2), (6/2,8) et,
vu (8), on obtient 1 inégalité suivente
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4 S.Cgkata

b2 8
|o(8,2)/ < 92 (1 [lote,e)|ar)s2q [Ino=¢,2)] [9e)] at .
8 0 82

Remarquons que,d ‘aprés le travail [1], pour |-a|>2q 1%in-
tégrale
82
fqb(g,a) a¢
0

existe et est bornée, Aprés avoir substitué v =6-¢(, on a

82
loa,a)] < c‘;?;t + 2qf |n(v,a)| |¢ta-v,a)| av =
0
a2
= cor;?t + 2qf N(v,a)|¢(8-v,a)| av +
2]

0

87
+ 2q f [- N(v,a)] |¢)(8-v,a)| dv  (voir (9)) .
a2
En appliquant le théoréme de la valeur moyenne pour 17in-

tégrale on fait sortir la fonction |¢(8-v,a)| avant le signe
de 1 intégrale, Alors on a

|¢(9,a)l< cc;r};t + 2q mz.xld:(a,a) «I(v,a) ,
ol
a¥? 8/2
I(v,a) =fN(va) dv-fN(va) v = —1—— s §>1 .,
’ 0 ’ 2 ’ ) V27 e29
a

Or obtient donc 1 inégalite

: (8.,2) (1_ 2q <cons‘l:
g lotes)l (1- 5ta) < ST
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Solution de 1“équation de la chaleur 5

d ol il résulte

2
(12) I¢(9,a)‘< consy , pour 6>1 et q< —=
Vo'

g7’

(pour 0<8 <1 on applique 1 évaluation (11,3) du travaill1],
voir p.250), La formule (2) pour 8>1 donne 1 évaluation

(13) | w(z,8,8)] < %’;ﬂ

et les formules (3), (12), (13) donnent la limitation

lulz,6,2)] < ‘—’?’%" , 8> 1

puisque 1 intégrale

jgjzw(z—m,.a—(,a) dm 48
0-9

existe et est bornée (voir (9,2) du travail [1], pour n = 1,
m=0, M =2), On constate facilement que la fonction u(z,8,a)
est la solution fondamentale modifiée de 1 équation (1), car
la fonction u(z,9), qui figure dans (2), vérifie 1 équation
de Poisson et les inégalités (11), (12) ont lieu (voir aussi
la formule (5.3) du travail [1]). En effet on a

- d 3
(14) Llu(z,8,8)] =0, 1= il R
II, Intégrabilité de la solution modifiéde
On va démontrer que
()
(15) u(z,a) =fu(z,9,a) a6 = 25%, 2 = x-y .
0
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6 S.Cgkala

En profitant des formules (2) et (3) on a

(16) u(z,a) =iy + i, ,
ou
(17) i, = ww(z,a,a) as ,
/
o 8
(18) 1, = fff w(z-m,8-¢,a) ¢(¢,a) df dc a8 .
70

1, Btude de 1‘intégrale i,

En vertu de la formule (2) on obtient

(19) i, =f (z-a) 2u(218) 44 fi‘-, (z-a)¥ iku—(aff’—') a8 =
0

0 k=2 da
[7-) (-3
__1 (z-a)k k-1 dula,8) f=
= -5 (z-8) + kI g k=T ga 48 = 25 .
k=2 0

2. Etude de 1 intégrale i,

La formule (6) donne

(20) fN(e,a) i =0,
0

Ensuite on obtient de (5) et (20), aprés y avoir changé
1 ordre d “intégration, une relation suivante

w «w &
(21) fN(k+1)(6,a)d9 = 2q ff N -¢,a) 3K(¢,a) at a6 =
0 00

©w en [N co
= 2q f d;f N(8-¢,a) N(k)(g,a)de = 2qu(k%g,a)d; N(v,a)dv=0
0 ¢ 0 0
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Solution de 1‘équation de la chaleur

. ~ ¢ :
qui nous amene au resultfat

(22) ~7¢(6,a)d8 =0 (voir (12), (20),(21)) .
Q

En tenant compte des formules (18) et (22) on a

(23) i, = jifygw(z-m,e-g,a) ¢(¢,a)dm d¢ d@ =
00-¢
g9 o N
= a (z-m,v,a)d #(¢,a)dt =0 .
:{ mb[wzmva Vb[ a

Les formules (15), (16), (19), (23) donnent

(24) u(z,a) = §§g_, Z = X=¥ .

Cette fonction vérifie 1 équation

III, Solution fondamentale modifiée du systéme parabolique

1. Construction de la solution
Soit la matrice des opérateurs différentiels

L -w 0
(25) d ={w L ©
0 L
ou
2
d )
L=ae—Fs-=>.,
9z 08

On introduit la fonction -~ vecteur v = [v1,v2,v3] .
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8 S.Cakata

Noug allons chercher la matrice des solutions fondamenta-
les modifiées du systéme

(26) Iv = 0

gous la forme

g g
(27) [(z,8,8) = &(z,8,2) +f G(z-m,8~¢,8)F(m,{,a)dmdt ,

\ 0-g
ou
(28) G(z,8,a) = [Jij} u(z,9,a)

O pour i #
Sij = i,j = 1,2,3,
1 pour i

n
.

la fonction u(z,8,2) étant déterminée par la formule (3) et

(29) P(z,0,8) = {235 (2,805 5 2 1,0,5 -
Les éléments Fij de la matrice (29) ont la forme des
séries
« (k)
(30) Fij(z,e,a) =2;%”Ej (z,8,a)

ol les noyaux itérés sont déterminés par les relations

(k+1) i g (k)
(31) mij (z,8,a) =b/fJ-Z’/f’i[(z-m,B-g,a)Wl.j(m,g,a) dm d¢,
g =

(32) #(2,8,8) =(2,8,2) =d[6(z,8,a)] =
I ~-w O\ /u(z,8,a) 0 0
=| w L 0 0 u(z,B,a) 0 =
0 0 L 0 0 u(z,9,a)
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Solution de 1‘équation de la chaleur

0 -wu(z,8,8) O
= lwu(z,8,a) 0 0
0 0 0

I1 s ensuit que

A”(zk'1 )(z,'e,a) =

0 (1)K 2k~ 1 (2k=1) o
(33) = | (=1)F1 T (@k1) 0 0
(0] o 0
et
(1)K 2k (2K) 0 0
(34) #(2K) (z,8,a) = 0 (=1)k 2K u(ek) 0
0 0 0

(k = 1,2’000)’ 0?1

0 ) .
(35) u(k) (z,6,a) = ff u(z-m,8-¢,a) u(k-1)(m,§,a) dm d¢f.
0-¢

Les formules (29), (30), (33) - (35) donnent

(36) F3k(z,6,a) = FkB(z,e,a) =0, pour k =1,2,3 ,

(37) F11(z,8,a) = F22(z,9,a) =Z(-1 )k 2K u(Zk)(z,e,a) ,
k=1

(38) Fy,(2,8,8) = Fyy(2,8,2) = ) (~1)F 06T (k=g g o)
k=1
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10 S.Cakala

On déterminera plus tard la condition de la convergence de
ces séries, Les formules (3), (27), (29), (36) - (38) déter-
minent la matrice que 1 on peut derire sous la forme

r11(Z,9,a) [—12(2,8,3) 0
(39) [(z,8,2) =| [}5(2,8,a) [y4(2,8,2) 0 ,
0 0 u(z,8,a)

ot
(40) [yq (2z,8,8) =i(—12k W2 Gk, gy

k=0
(41) Iyo(z,8,a) = if:'(-1)k w2k~ u(2k)(z,8,a) ,

k=1

(voir (27), (37), (38)).

Nous démontrerons que la matrice (39) vérifie le systéme
(26), c“est & dire qu’on a

£L[rz,8,a)] =0.

I1 suffit 4 "établir que

(42) L[,(2,8,a)] +wl;,(2,8,8) =

I
(@}

{43) 1[I,(2,8,8)] -wly(2,8,8) =

I
o

puisque L [u(z,@,a)] =0,
Etudions 1 égalité de la formule (42), On a

99 |
L [u(B)(z,G,a)] =1 [‘fjtu(z-m;e-g,a) u(2)(m,§.a)dmdg]=
. 09
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Solution de 1‘équation de la chaleur 11

g8 g
= - u(2)(z,9,a) + .[~[ [L u(z-m,B-g,aZ]u(2)(m,§,a)dmﬂ:
0 -g

= - u(g)(z’e’a)

7 g
et en general

TS [N ST

d ot 1 on obtient la rélation

L|l,(z,8,a)] = \~ (-1)kk 1 u(2k+1)(z,6,a) =
11 o—

=) R [wl(,0,0)] = wh,(2,6,a)
k=0

ce qui justifie la formule (42), Analoguement on établit 1a
formule (43), Il s ensuit que

(44) £[(z,8,a)] =0.

2. Convergence des séries (37) et (38)

En profitant de 1°hypothése IV de travail [1], (p.258),et
de la formule (32) on obtient la condition suivante

v g

(45) [[2lw]lutz,8,e)aza8 <1 .
0-4
Les formules (10),(11),(17), et (19) nous donnent 1les
conditions

© g
(46) ffw(z,@,a)ddeIQ‘ alg ,|a ’ >2q>0

'Otz
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12 S.Cgkatla

et

(47) fjg|N(9a)|dzd8 2—‘1<1.

En tenant compte de 1 équation (7) on a

o g
off|¢(9,a)] dz 48 <

[

g
(% qfof]N(B-ﬁ,a)ng,a)[ at ae dz) =
g

- A I a f v,a vidz | =
- <a +{[! ¢(§,)'dgbf|1\r( ),d]d>

=8 +if|¢(9,a)] a8 az)
_qo

d’old il résulte

0y

Les formules (3), (46) et (48) donnent

§ v

ff|u(z,8,a)| d8 dz <
_qo

§e89

<la] q +ffff|w(z—m,9-$,a)| |¢(¢{ya)| dm d¢ A8 dz =
-qoa -q

= |a| q+fff |w(z-m,6-¢,a)||¢(¢,a)] dm a8 d¢ dz =
307y

= |a| q+ff|¢(§,a)| a¢ dsz|w(z-m,v,a)l dv dm <
30 g0

2q2(|al +q) _ q -2 +2q2
lal = 2q la| - 2q

<la] q +

d’ol on a la condition



Solution de 1‘équation de la chaleur 13

(49) a~ + 2g

vérifiée pour le nombre q suffisamment petit, Elle garantie la
convergence uniforme et absolue des séries (30), (37), (38),
(40), (41),

IV, ftude de la solution fondamentale modifiée du systéme
elliptique limite

1, En remplagant dans le formule (25) 1 opeérateur 1L par
2

jLT? on obtient la matrice limite & des Opé%ateurs differen-
0z

tiels, Le systéme

(50) L [v(z)] =0

est un systéme elliptique, Nous allons démontrer que la solu-
tion fondamentale modifiée du systéme (50) a la forme

111(z2) 112(z,a) 0

(51) jy(z,a) = jif(z,e,a)dﬁ =| =§15(2,2) ]11(z,a) 0
0 0 0 u(z,a)

oi la matrice [(z,6,a) est déterminée par la formule (39) et
la fonction u(z,a) par (15).

2, Condition de 1 existence de la matrice z(z,a)

D aprés les formules (3), (35), (39), (40) et (41) les é-
léments 744, 31, de la matrice 7(z,a) ont la forme des sé-
ries

311(z,a) = j‘u(z,e,a)de -eug.j'u(B)(z,e,a)dQ 4+ aue
0 0

_9,5_



14 S.Cakala

110(2,8) = -wfu(2)(z,6,a) ae +w3fu(4)(z,9,a) ag - ...
b 0

I1 faut établir leur convergence, ILa formule (15) nous
améne & 1 inégalité

(52) u.(z,a)<|-z¢;—j 3 lz]l <a.

La formule (35) pour k = 2 donne

co «w 8
3'_2 = fu(z)(z,g,a)dB =fffu(z—m,6-§,a)u(m,§,a) dm 4f 48 =
0 00-
q o PN
= f dmfu(z-m,v,a) dvf u(m,¢,a) d¢
_q 0 0

et 4 “aprés (52) on trouve que

4g e
li] < &}iffu(s,v,a)dv ds < q(lal + @)% .
290

En.général

[
1

i) = <22 P=l(ja| + )P , N=2,3,000,

f u(n)(z,e,a)de

0

¢ "o il résulte la condition

2|wlallal + 9} <1

et pour |a| > 2q on a

' 2
O<"i'<\/3|6|
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Solution de 1‘equation de la.chaleur 15

ILa matrice (51) présente la solution fondamentale modifiée

du systéme elliptique limite (50), (voir [3]).

(1]

[2]

[3]
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