DEMONSTRATIO MATHEMATICA
Vol. V No 4 1973

Stanislaw Golgb

EIN BEITRAG ZUR AXIOMATISIERUNG
DES BEGRIFFS DES SKALARPRODUKTES

Herrn Professor dr. H., Grell zu seinem 70-ten Geburtstag

freundlich zugeeignet

Diese Arbeit - wie auch mein Vortrag vom 21,10,1972, ge-
halten an der V geometrischen Konfererz in S amar kand
- bildet eine Auédehnung und zugleich eine Verallgemeinerung
meines Berichtes, den ich am 1.,8.,1972in Oberwa lf ach
auf dem Kolloquium {iber Funktionalgleichungen dargestellt habe,

Da der Vortrag aus Samarkand in extenso in den Berichten
der erwdhnten Konferenz (in ruBischer Sprache) erscheinen wird,
beschrénke ich mich hier zum Zitieren ohne Beweise der ent-
sprechenden Sdtze, deren Beweise der Leser dort finden kann
und nur der Beweis des Hauptsatzes (Satz 4 des erwidhnten Be-
richtes) wird hier angegeben., Der Beweis dieses Satzes war
zu lang um ihn dort anzugeben. Der Text des Satzes ist sonst
in dem erwidhnten-Bericht nicht genau angegeben; es fehlt dort
eine der Voraussetzungen. '

J.Aczél hat in den Jahren 1952-1959 eine Charakterisierung
des Skalar- und Vektorproduktes in dem euklidischen dreidimen-
sionalen Raum mit Hilfe von einigen einfachen Axiomen ange-
geben, Den entsprechenden Satz kann der Leser in seiner Mo-
nographie [1] finden.

J.Aczél betrachtet parallel zwei Probleme d.h. die Charak-
terisierung des Skalarproduktes und des Vektorproduktes und
macht das - wie es mir scheint aus zwel Grinden: erstens sind
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2 S.Golgb

die Axiomgruppen fiir beide Probleme sehr dhnlich,zweitens wer-
den die beiden Probleme auf dieselbe Funktionalgleichung ge-
fihrt und zwar auf die Gleichung von W,H.Wilson und S, Kacz-
marsz:

f(xty) + £(x-y) = 2f(x)cosy,

die der VerfaBer selbst im Jahre 1952 (vgl. [2]) ohne irgend-
welche Regularitdtsannahmen geldst hat.

Von der anderen Seite scheint mir aber als zweckmiBig das
unabhéngige Betrachten der beiden Probleme, da das Problem
des Skalarproduktes eine zweidimensionale (genauer gesagh:eine
héchstens zweidimensionale) Aufgabe ist, wihrend das Problem
des Vektorproduktes ein dreidimensionales Problem ist und fiir
zwel Dimensionen besitzt es nur triviale Lésung.

Ich habe am Anfang das erste Problem ins Auge gefallit, wo-
bei beide Fragen d.h. des eindimensionalen Raumes Ed und des
zweidimensionalen Raumes E, separat behandelt werden miissen,
da sie Unterschiede aufwelisen.

Grundsatzlich schreite ich den Weg von J.Aczél, Mein Bei-
trag liegt darin, daB meine Axiome schwidcher als die entspre-
chenden Axiome von Aczél sind,

Um den Unterschied deutlich zu betonen beginne ich mit dem
Zitieren des Satzes von Aczél,

Satz (vel. [1]).Falls das Skalarprodukt x+y von
zwel Vekboren x,y des euklidischen Raumes 'E,3 die folgen-
den drei Axiome erfillt: i

1. T(x)*T(y) = Xy

fir jedes Paar (x,y) und fiir jede orthonormale Trans-
formation T,
2. (X*y)ez = Xe2 + yoz
fiir jedes Tripel (x,¥,2),
30 @x)ey = alxey) = x(xy)
fiir jedes Paar (x,y) und jede reelle Zahl «,
s0 ist das Produkt x-¥y bis auf eine multiplikative Konstante
gleich dem klassischen Skalarprodukt.
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Axiomatisierung des Skalarproduktes 3

Wir fiigen die folgenden Bemerkungen zu.

1) Der Verfasser formuliert das Axiom 1., etwas anders., Er
postuliert, daB in E3 keine Richtung bevorzugt ist.Er nitzt
dieses Axiom aus indem auch solche orthonormale Transformatio-
nen angewendet werden, fiit welche die Determinante der trans-
formierenden Matrix gleich (-1) ist. .

2) Der Verfasser setzt nicht die Symmetrie des Skalarpro-
duktes voraus,

3) Der Verfasser niitzt beide Seiten des Axioms 3.aus.

4) Der Verfasser setzt nur das einseitige Distributions-
.gesetz voraus.

Wie wir vorausgesagt haben wird unsere Verallgemeinerung
daran bestehen, daB jedes der Axiome 1,2,3 abgeschwicht wird,

Die ersten drei Sitze betreffen den Fall des eindimensio-
nalen Raumes und diesen Fall nehmen wir jetzt in Betracht.

Die Abschwdchung des Axioms 1 liegt darin, daB die Eigen-
schaft T(x)+T(y) = x.y npur fir Transformationen T mit der
Determinante (+1) bestehen soll. Fir E, dist dieses Axiom
automatisch erfiillt. Die Abschwidchung des Axioms 2 wird daran
bestehen, daB der groBe Quantifikator in bezug auf =z durch
den kleinen ersetzt wird. In dem abgeschwdchten Axiom 3 ver-
langen wir lediglich eine Halfte davon und zwar

a(xey) = xe(lxy),

wobel auch der allgemeine Quantifikator in bezug auf ¥y durch
den kleinen ersebtzt wird.

S atz 1. Falls im eindimensionalen euklidischen Raume E1
das Skalarprodukt xe.y die folgenden zwei Axiome erfiillt:

I. Es gibt einen Vektor Zgs der kein Nullvektor ist, mit
der Eigenschaft

(x+y)-zo = x.zo + y.zo

fir jede x,y,
1T, Es gibt einen Vektor Yo der kein Nullvektor ist,so

daf
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4 S.Golgb

a(xey,) = x(ay,)

fir jedes x und jedes o,
dann ist xe+y durch die folgende Formel

&D) Xey = R ¢ ($)

darstellbar, wo &, entsprechend die kartesischen Koordinaten
der Vektoren x,y bedeuten und ¢ eine Hamelsche Funktion ist,
d.h., mit der Eigenschaft

(2) w(Etn)=y(&)ruln).

Satz 2, Wenn statt II ein stirkeres Axiom IT' ange—~
nommen wird (aber schwdcheres als 3) und zwar

’

II a(xey,) = x(ayy) = (@x:3,)

fir alle x, o und ein o #£8, so gilt statt (1) die Formel
(3 xey=C¢tn,

wo C eine beiliebige Konstante ist.

Satz 3. Unter der Annahme der Axiome I und II, wenn
zusédtziich vorausgesetzt wird, daB fiir einen von Null ver-
schiedenen Vektor Yo

Xy, = Yoox fir jedes x

besteht, so gilt die Formel (3).

Wir gehen nun zu dem mehr interessanten zweidimensionalen
Fall uber,

Das Axiom 1 wird jetzt wesepntlich., Wir wollen es etwas
abschwdchen indem wir seine Gliltigkeit nur fiir orthonormale
Transformationen mit der Determinante (+1) verlangen.

Satsz 4, Falls das Skalarprodukt x.y des euklidi-
schen Raumes E2 die folgenden drei axiome erfiillt:
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- Axiomatisierung des Skalarproduktes 5

I T(x)«T(y) = x°¥y

fir jede x,y und jede echte Drehung T~(Det(T) = 1),

*®
IT Es gibt einen Vektor Zgy der kein Nullvektor . ist,so
daB ’

(x+y)~z° = Xez, t ¥z,
fir alle =x,y gilt,

III° Bs ist
a(xey) = x@y)

fir alle x,y,a

80 hat x.y die folgende allgemeine Form

t{a[ﬁjﬁé—%;5221J +;1[§1£3—;;53£23}} Pir y #86.-

0 fir y=28,

#)  xey =

wo A,u beliebige Hamelsche Funktionen sind, (§1,52), (249 70)
die Koordinaten der Vektoren x,y in einer beliebigen Basis
der E2 bedeuten und die Zahl 7 folgendermaflen erklért ist .

(5 v =5 + 23

Bewedls,. Wir setzen als Basis in E2 das Paar der
Vektoren (vo, zo), wo z, der Vektor des Axioms II* ist.
Falls (éq, §2),(71,72) die Koordinaten der laufenden Vekto-
ren X,y bedeuten, so kann man schreiben:

(6) Xey = w(&qo %2: () ?2)

und die Axiome II*, 111" werden entsprechend die Gestalt der
folgenden zwel Funktionalgleichungen annehmen

7 w(,_k“] + '?1 ,‘52 + 02,0,1) = w(fq :§2,O’1) + w(?q ,?2’091)
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6 S.Golgb

(8) a w(é, ﬂEé"]t] 120) = w(S4,859a2y,x 725

Die Menge der zugelassenen Transformationen T bildet eine
einparametrige Gruppe und es gelten die wohlbekannten Formeln

T(x)

[§1oos g- &,8in p, & sinp+ fzcosy] ,
(D

T(y) [71cos?-725in¢, pqsin g+ pzcosg]

und folglich haben wir

(10) T(x).T(y) =

= w[§1cps¢-§2sin§o, ¢1sin¢+$2cos¢, 71°°s7""725in7" 71siny+/7zcosgo:| '
sodaB das Axiom I" die Form der nachstehenden Funktional-
gleichung annimmt: ’
11) wli{,lcostp-&zsin?, §,sing+¢, cosg, p cosp=r,sing, ¢ 5inp+r,cos ;ﬂ:I =

= “)({1152171:’72)

fir jede &,y 459 299 703 ¢

Bemerken wir nun, daB aus dem Axiom IIt”
(12) xe8=0

fiir jedes =x folgt. Tatsdchlich, setzt man «= 0O in IIr*
ein, so bekommt man

O+(x+y) = x+(0y)
so, daB x+8 = 0 1ist., Die letzte Reiation ergibt
(13) w(§1) §2’ 0, ) = 0.

Setzen wir von nun ab, daB y £ & und gensuer

(14 r,f0
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Axiomatisierung des Skalarproduktes 7

(der Fall 21 # 0 erleidigt man ganz #hnlich) wund setzen in
die Formel (8) oc=7;— ein. Dies ergibt
2

, ?
@(8125217107) = ’?2“’<51’§2' 712—’ 1)'
Wenn jetzt
(15) 0w £ w(d,, &y u, 1)

kurz geschrieben wird, so kann die letzte Relation folgender-
malen umgeschrieben werden

Fiihren wir jetzt die Funktion {2 in die Funktionalgleichung
(11) ein, so erhalten wir

: R
(16) W($q982071972) = '22»(2(&1,{2, ’7;

pqcos® - 7zsiny’
“?7) (P1Sin5”+72°°5$0)'o' & cosp=§,sing, é'ISinf’."'Echs?’ 748ing + 7,cos¢ =

Witd die letzte Relation beiderseits durch p, dividiert, so-
wie das Quotient

eingefiihrt, so entsteht die Gleichung

' . s s - i -
(17") (u sing+ cosp)Q <<‘,]cosga-§251n¢,Eqslnp+$2cosy>, —-—-——H :(1)151;: = :;:P >_

= £ (619§2' u).

Setzen wir nun

(18) 2(E108) T (8,4 O
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8 S.Golqb

und ferner

1

sing= —2%— cosy =
T Var RV re

in (17’) ein, co erhalten wir

&1‘%2 E1u+§2,0:|
Vird | Ve

Q(s»]’éé’ u) = 1+u [

oder, anders geschrieben

$ "'} {,‘u + %2
(19)  QC&,8%, w = VY1+u 06': 2" J
R e

was besagt, daB es uns gelungen ist die Funktion 2 von drei
unabhéngigen Verdnderlichen mit Hilfe der Funktion o von zwei
unabhdngigen Verdnderlichen auszudrilicken. Aus (16) wund (19)
folgt

4
w($1,§2,71,/72) = '72-(2(51: ézv 7—;‘>=

V MV §1% = S0 440 * o0
(20) = 72 1 + <E—> (24 - 7 = =
2 “ -1

oA (k) e (i)

&1 = $504 41 * E575 }
_.ETdfl: T ’ T
WO

af
(21) e % sgnpy, TERS + 05

kurz gesetzt wurde.
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Axiomatisierung des Skalarproduktes 9

Jetzt wollen wir das Axion II” ausnitzen. Wird nsmlich
die Formel (7) mit Hilfe von 2 umgeschrieben,so erhdlt man

Die obige Funktionalgleichung gehdrt schon zur klassischen
Theorie, Setzt man

(23) 2@ w0, 1w Txo,m,

so bekommen wir aus (22) durch Finsetzen p, = &, = O
(24) # (€107 = 2(8) +u(p3).

Das nochmalige Ausnﬁtéen von III* ergibt jetzt

(25) A& +0) +H (o 0) = ACE) + A@) + u(8,) + 1 (7y)

Durch Einsetzen $2==72 = 0 1in die obige Formel einerseits
und {1 =4 = 0 andererseits erhalten wir

| A8y + 29) = A& + alpy) + #(0)

(26)

By + 25) = u(Ep) +4(Py) +2(0).

Aus (20) und (24) bekommen wir weiter

b2 - &0 $172q *+ 857
27) w(§1’§2’71’72) :-.51“[;[':1_26%2—1]4.#[1 15'( 22] .

Einsetzen in (26) §1 = 0 (oder &, = 0) .ergibt

i

(28) A(0) + u(0) O.

Aus (23) bekommen wir weiter 2(0) = #(0,0) und p(O)é #(0,0)

das heiBRt
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10 S.Golgb

(29) A(0) = u(0) =4(0,0).

Vergleicht man (29) mit (28), so erhdlt man

(30) M(0) = A(0) = 0,

was zusammen mit (26) besagt, daB beide Funktionen A, u Ha-
melsche Funktionen sind. Die letzten sind bekanntlich ungera-
de Funktionen so, dal das Zeichen vor das Funktionzeichen
hersusgezogen werden kann und folglich erhalten wir

&0s = 8,0 S, + &0
(31) Xy =T;.{2[_1__gt_g_1:| +#|:_1_._1T_g.i:l , ;22;50.

Die identische Formel erhilt man fir Rq # O Flir y=06 wis-
sen wir schon, daB x+8 = 0 und so ist - der Satz 4 bewiesen
worden,

Es entsteht die Frage, welche zusdtzliche Voraussetzungen
geniigt es zu machen um eine analoge Folgerung zu kriegen wie
im Satz von J.Aczél,

Zunidchst mal werfen wir die Frage auf was wird gewonnen,
wenn das Axiom i durch das entsprechende Axiom 1 von Aczél
ersetzt wird, d.h. wenn die Eigenschaft T(x).T(y) =x+y auch
fﬁr orthonormale Transformationen mit der Eigenschaft Det(T)=
= -1 gefordert wird. Dies wiirde bedeuten, dal neben der Iden-
titdt (11) auch die folgende dhnliche erfillt sein miisse:

w [&1 cos?’-'izsinso,_—f1 sin¢-$2cosso, Pqcos¢-p,sing,~p,sing-p,cos yJJ:

=,w(‘;t/| v§2’?1972)-
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Axiomatisierung des Skalarproduktes . 11

Elementare Transformation ergibt daraus

(P18in ¢+ P cos¢)x

74C08 ¢ = pysing
\Q[ﬁ cos ¢ ~ &,8ing, 'thsln‘f fZCos(P’- 7,sing+ ’72°°S$"]

=)

Vergleicht man das mit (17), so erhdlt man

= =pp 82 (fq’ 529

. ' 7 0S¢ = Posing
Ql:g,]cosy- §,8ing, & sing+ & cos g, 7 Sing ¥ PZCOSS‘J

P4c08¢~2>sin y’il

= -a |:£1°°s ¢~ §o8inp, ~(§;sing+S,c08¢), - 7,8inp+p,cosy

was nach leichter Anderung der Variabeln zur’ folgenden Rela-
“tion fiibhrt

(32) Rt sk W = = (&, =§5,-).

Dba aber nach (19)

Lobu  —bu - 52}
.Q(% ’ —’S ’ -u) = -t =
ot 0 = Vel 2 s

- V2 [Eﬂ S *1‘“% J
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12 S.Gotab

Vira2 k[iﬂ'{'qu u [_ Ut 52} _
2

1+u 1 +u_2

-& u ’ u+§
Vi F_LJ ] m_eJ |
: V1+u2 #‘_V1+u2

( 4 als Hamelsche Funktion eine ungerade Funktion ist !), so
haben wir endlich nach (32)

Va+u® /‘Llié’].ffu}ﬁu[{lu'%z:l - 1+u2}l$’lu+§2 _ §q= 50
u V1+u? Vi+u® V1+u®

woraus folgt A=0 und so haberi wir den folgenden Satz bewie-
sen.

Satz 5. FErsetzen wir im Satz & das Axiom I* durch
das starkere Axiom 1, so lautet die allgeméine Gestalt fiir das
skalare Produkt x.y folgendermaflen

(33) Xy =.'Z'/1|:

=0 fir y=26.

Der Reihe nach bemerken wir,daB die Verstiarkung des Axioms
II* durch das Ersetzen des kleinen Quantifikators in bezug
auf 2z durch den allgemeinen keine Einschrinkung der Menge
der Lésungen (31) ergibt. Um das festzustellen geniigt es zu
zeigen, daB jede Losung von der Gestalt (31) das Axiom 2 er-
fillt, In der Tat, wenn

(34) X = (51, ég)o y = (71172)9 z2= (r|7;2)’

so haben wir
Xx+ty= (51 + 719 %2 + 92)7
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Axiomatisierung des Skalarproduktes 13

(xty) *2 :6'[1[(&'*‘7’1)&25-<§2+72)¢1]+#l:(§1+?1)t1;(£2+02){?:|J
- ER AN N5
Xz _G{AE“ % = “2%s }+,u _’I_’I_6‘52_2J}

Berilicksichtigt man, daB A und ¢ Hamelsche Funktionen sind,so
bestétigt man sofort, daB

(x + y)ez = Xez + Yoz

auch fir jedes 2z erfiillt ist.
Dagegen, wenn III* durch das stirkere Axiom 3 ersetzt:
wird,wird die Menge der Losungen (31) bedeutend eingeschrinkt.
Wir werden unten sehen, daB fiir das Eliminieréﬁ der sin-
guliaren Losungen viel schwidchere Voraussetzung als das Aczél-
sche Axiom 3 hinreichend is¥. Es geniigt némlich die allgemei-
nen Quantifikatoren x,y in der Voraussetzung:

(35) (@x)*y = a(x.y)

durch die kleinen zu ersetzen, dagegen aber nicht nur fiir ein
Paar (xo,yo), sondern flur zwei verschiedene,entsprechend ge-
wdhlte Paare (xi,yi), i=1,2, Setzen wir zuerst voraus, daB
es einen von Null verschiedenen Vektor X gibt, filir welchen

(36)_ Qxxo)fxo = a(xo-xo)

flir jedes o gilt, wird dann s «ff in die Formel (31) ein-
gesetzt - (was gestattet ist da 51-+§2 > 0), so erhalten wir
laut (36)
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G| )] :
VEs e 45 ] WES 43

Daraus folgt

aTU

au((t)=pg(at) fir jedes «

oder
u4(T)

p(E) = /5

was zeigt, daB die Funktion 4 homogen-lineare Funktion ist.
Um eine analoge Folgerung zu ziehen was die Funktion A be-
trifft, genigt es ein Paar (xo,yo) von linear unabhidangigen
Vektoren zu wdhlen, fiir welche die Relation

gilt. Bs gibt freilich unendlich viele solche Paare von Vek-
toren., Wir konnen also den folgenden Satz aussprechen,

Satz 6. Wenn neben der Axiome I, II*, III" zusétz-
lich angenommen wird, da8 (35) fiir ein Paar (xo, xo?’ WO
X, £ 68, sowie fir ein Paar (xo,yo), wo X, ,¥, linear unab-.
héngig, sind und auBerdem

o

erfillt ist, so lautet die allgemeine Formel fiir das Skalar-
produkt x+y <folgendermaBlen

(38) Xy = Ao(cs'l ,?2-62'?1) +#°(¢1?1 +'7:2?2)|

WO Ay Ky beliebige Konstanten sind.

In diesem Fall haben wir lauter regulire Losungen.
Wenn wir ZO=O annehmen, so erhalten wir das Aczélsche
Resultat,
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Axiomatisierung des Skalarproduktes 15

Wenn u =0 und A,#0 gewdhlt wird, so erhalten wir fir
x*y eine Formel, die interpretiert werden kann als relatives
FldchenmaB des Parallelograms, das durch die Vektoren X,y
eingespannt ist. ' .

Falls man zusidtzlich voraussetzt, dal x-y fir mindestens
ein Paar von linear unabhingigen Vektoren Xy 5o symmetrisch
ist, so erhalten wir

x = ao(_‘fn’l By - é,.251) + *‘0(21';1 + ‘E2&2>

0’7o

yo'x'o = 10(7‘152 - ?0251) + (uo(éqg»] + ,}2§2)

und aus X0V = Yo% weiter
22,0825 = §224) = O

und da éqéé - £2é1 # 0, so Ao = O. - Daher erhalten wir den

folgenden
Satz 7. Falls wir zu den Voraussetzungen des Satzes

5 die Vioraussetzung adjungieren, daB das Skalarprodukt fir
wenigstens ein Paar von linear unabhidngigen Vektoren symme-—
trisch ist, so lautet die allgemeine Form fiir x+y wie folgt

(39) xey = 4 (&7 +40)

und das ist das klassische Resultat.

Es scheint mir, daB die obigen Ergebnisse einerseits er-
zielt worden sind unter mdglichst weiter Abschwidchung der
Aczélschen Axiome, andererseits daB sie etwas Licht geworfen
haben auf die Rolle des Axioms 3 von Aczél, welches eigent-
lich eine Konjunktion von zwei unabhingigen Voraussetzungen
bildet, die das Assoziativgesetz fur das Multiplizieren der
Vektoren durch Zahlen betrifft.
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