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M a g d a l e n a T r y j a r s k a 

SUR UNE APPLICATION DE LA THÉORIE 
DES SYSTÈMES PARABOLIQUES 

S o i t l ' é q u a t i o n 

„2 

(1) D u = D1D2 u + ^ - D j u - — = 0 

où 

n 2 " 

K = Y^ ( X ' t } a x ! 3 X , + + C y ( x , t ) ix,/3=7 y3 = J 

( r = 1 . 2 . 3 ) 

x=(x^ ( X g , . . . , x n ) 6 E n , t e < 0 , T > (T é t a n t une c o n s t a n t e p o -

s i t i v e ) . Posons E j = E n x (0 ,T ) e t % = x < 0 , T > . 

Le problème de Cauchy 

D é t e r m i n e r dans E ,̂ Tine f o n c t i o n u ( x , t ) q u i 

1° p r é s e n t e dans E^ une s o l u t i o n de l ' é q u a t i o n (1) 

2° s a t i s f a i t dans E n aux c o n d i t i o n s i n i t i a l e s 

(2) l i m u ( x , t ) = f ( x ) 
t —o+ 

(3) l i m -Ar u ( x , t ) = g (x ) 
t—o ^ 

Admettons que 

a«y31 ' • c 1 6 H ï ; t ( V ; a«i32 » ' c 2 e C x CÊT) H CÊt) ; 
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2 M.Tryjarska 

x) 

II. il existe une telle constante positive ô que pour tout 
point (x,t) e ËT les racines % ̂ , X g de l'équation 

n 

a 2 + (x»t) s« + 

oc./w 
n -1 r " 

= 0 

{s = [S1»s2'* * *'sn ] 1111 vecteur quelconque dans En) 
plissent la condition 

rem-

Re Ak < - <5- s (k = 1,2) 

III. g(x) 6 (En) 

IV. f(x) possède des dérivées partielles jusqu'au second 
ordre qui sont de la classe H^ (En). 

Pour résoudre le problème (1), (2), (3) introduisons une 
3 v 

telle fonction v(x,t) que y y = D-̂  u(x,t) dans E^ ce qui 
permet de remplacer (1) par le système 

3 v 
V ~ = 0 

(4) 
at 2 

ou bien par le système 

Do v + ér D, U -31 3 6t 
= 0 

On a désigné par H • (£2) une classe des fonctions réelles f(x,y) x.y 
x) „ ,r . ' Tih.li ' On a désigné par H * x.y 

qui satisfont a la condition de Holder 

|f(x,y) -f(x,y)|^ const [|x - x| h + | y - h ] h,h'e(0,l)> h li h a peur tout couple des points (x,y),(x,y)e Si s H ' = H , si y = y. x«y * 
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Théorie des systèmes paraboliques 
1 

(5) 
V - S - - 0 

îu D 2 v + D3 u - w = p(x) 

à deux fonctions u(x,t),v(x,t) inconnues, p(x) étajrt une fon-
ction arbitraire de la classe H^(E^). 

Signalons que, selon II, le système (4) est uniformément 
parabolique au sens de Petrovsky (cp. [5] P«8). 

Soit le problème auxiliaire suivant: 
Déterminer dans E^ deux fonctions u(x,t), v(x,t) qui 
1° présentent dans E^ une solution de (5) 
2° satisfont dans En aux conditions initiales 

(6) 

(7) 

lim+ v(x,t) = Ò 

lim u(x,t) = f(x) <— o* 

(8) 

En employant la théorie des systèmes paraboliques [l], [3] 
on cherche la solution du problème (5)., (6), (7) sous la for-
me 

v(x,t) = f ri2(x,t}Ç,0)f(O dì^ / y r^Cx . t^.OpCOdiidr 
i 

t 

u(x,t) = Jr 2 (x,tjÇ,0)f(Ç)d^ -jjr22(x,tjf,r)p(U d^dr 
£n
 0 f" 

où r / ] 1 , r 2 2 sont des éléments de la matrice des solutions 
fondamentales 

du système 

(9) 

r(x,t»ç,r) = 2x2 

D 1 u - §*- = 0 

* .2. 3 u r\ D 2 v + D3 u - 3^= 0 
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4 M.Tryjarska 

Les fonctions ^2'» ^2.2. s' â-onc par les formules 

r1p(xtt»Ç,r) = wl'p (ift^fr) + 

t 

(10) + / / [ W 1 l" (x,t;z,6) ̂ 2(z,0,Ç,r) + 

Z 0 + w 1 2 (x,tjz,fl) dz ¿0 

t 

+ w 2^ (x,t;z,e) <fi22(z,e ;Ç,r)jdz dfl 

où w2^j, w 2 2 sont des éléments de la matrice des qu-
asi-solutions du système (9) et ont la forme des intégrales 
de Fourier 

ze, wdk(x,t 
n 

;Ç,r) = (2y)"n f u-k(t,r 5 z,e ; s) exp [i ̂  sa (xa-
y «-î 

ds 

(j,k = 1,2) les fonctions >k=1,2) présentant la soluHon 
du système 

dco. 11 
d t = ~ W21 

// 

(t,r;z,fl;s) ^ 

dw, 21 
d t "11 

- co 21 

il 

(t,r;zf0;s) ^ s« 

n 

(t,r;z,ô;s) ^ s„ 

s„ -
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Théorie des systèmes paraboliques 5 

dcj. V 

d[J22 
d t = ~ "12 (t,t;z,0; s) 

n 
- co22(t,r}Z,e;s) ^ ^ a ^ C z . S ) s a sfi 

avec la condition initiale 

Les fonctions 0 2 2 qui figurent dans (10) vérifient le sy-
stème des équations intégrales de Volterrà 

¡*12(x,t;Ç,r) = D^ w 2 2 (x,t;Ç,r) - ^ (x,tj!,r) + 

t 
+ J J [ K U,t;z,e) -

- ât wiî6 t12(z,8 ¡$,r)dzd8 + 

J _ wZ>É ,, w 2 ¿ (x,t;z,ô) -yî-w/|'2(x,t; 2,0) $22 (z,fl;Ç,r)dzdô 

022(x,tjÇ,r)=ï52w^ (x,t 5?,r)+(D r^) (x,t;Çfr) + 3 \ ,J>r 

D 2 (x,t;z,ô) + (D,-fjr ) w ^ (xt;z,6) 3 at > 21 
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6 M.Tryjarska 

0 1 2 ( z , f l ; Ç , r ) + [ d 2 w 1 2 (x , t ; E ,e )H 

+ " Tt) w22 ( x » t 5 z » f l ) dzdô 

Les fonct ions r ^ ( j , k = 1 , 2 ) présentent , pour k f i x é , tuie so-
lu t ion du système (9)« Suivant l a théor ie de W.Pogorzelski [3] 
l e problème ( 5 ) , ( 6 ) , (7) admet l a solut ion ( 8 ) . Quant au pro-
blème ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) i l nous r e s t e à c h o i s i r une t e l l e fonct ion 
p(x) pour que l a condit ion (3) s o i t s a t i s f a i t e . Nous nous 
appuyerons sur l e s lemmes suivants . 

L e m m e 1 . Sous l e s suppositions I , I I l ' i n t é g r a l e 
f 

(11) U 2 ( x , t ) = J J r 2 2 ( x , t ;Ç , r )p (Ç)a? dr 
° En 

(où p ( x ) e H :̂ (E n ) ) possède dans E n l a propriété 

^ Ï V ^ t U 2 ( x , t ) = p ( x ) 

R e m a r q u e : pour démontrer Lemme 1 i l s u f f i t de se baser 
sur l a propr ié té de l ' i n t é g r a l e (11) analogue à (83) de [ 2 ] . 

L e m m e 2 . Sous l e s suppositions I , I I , I V l ' i n t é g r a l e 

(12) J 2 ( x , t ) = J r22(x,t;ÇfO)f(ç)dÇ 

posseae dans E n l a propriété 

( 1 3 ) S . A = V ( x ) 

oy. 
n 

è 3 0 = L L b ^ 3 ( x ' 0 ) â % + c 3 ( x ' 0 ) 

<x,fi=1 

R e m a r q u e : On peut montrer d'une façon employée 
dans [4] que l ' i n t é g r a l e 
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Théorie des systèmes paraboliques ? 

(14) ^(x,t) = f r12(x,t;çfo)f(ç) dÇ 
En 

et l'intégrale (12) ont les propriétés 

lim + D 2 J^ = 0 , lim + D3 = D ^ f (x) 

Il s'ensuit la propriété (13) puisque les intégrales J^,^ sa-
tisfont au système (9) et donc 

»2 J1 + h J2 = Tb J2 

On a donc.d'après la condition (3) et les Lemmes 1,2, 

(15) g(x) = I)30 f(x) - p(x) 

dans En. Il est encore à remarquer que l'équation 
A 3 v D, u - l f - 0 

donne, sous les suppositions admises, la relation v(x,t) = 
= yD^]U(x, r)dr ce qui justifie la condition (6). 
On peut affirmer, vu les propriétés des intégrales (12), (14) 
étudiées dans [2], que la fonction (cp. ()8), (15)). 

u(x,t) = j r22(x,t}Çf0)f(O<M + 

j j r 22{x,t}^,r) + 
0 l. 

g(Ç) - D 3 0 f(Ç) dr 

remplit les conditions (2), (3) et présente line solution du 
problème (1), (2), (3) sous les hypothèses I-IV. 
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