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SUR UNE APPLICATION DE LA THEORIE
DES SYSTEMES PARABOLIQUES

Soit 1?équation

2
A - A A a A a u _
(’1) Du=D1D2u+WD3u-£§_O
ou
\ Z” 52 u ,
Dx = aa,@a‘ (X,t) m + bﬂ?(x,t)ﬁ—p + Ca«(X,t)
o, p=1 B=1

(7 =142,3)
x:(x,],xz,...,xn) €eE, t e <0,T> (T étant une constante po-

sitive). Posons E; = E x (0,T) et ‘_ET =E, x <0,T>,

Le probléme de Cauchy
Déterminer dans Eq une fonction u(x,t) qui

1° présente dans Ep une solution de 1'équation (1)

2° satisfait dans E , aux conditions initiales

(2) }ilxlwu(x,t) = f(x)
(%) Lin, 5% u(x,®) = ()

Admettons que
r hyh' =y, 2 (= n =
To 8.g 0 Bgq 0 g €lly (Bp) 5 a g0 By o cpeCp (B NHY (Ey) 5
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h ,5 P x)
8,83 + a3 v S5 €H (Bg)ncy () o

II. il existe une telle constante positive & que pour tout
point (x,t) ¢ ET les racines 2., A, de 1" équation

n

?\2 + E 8483 (x4%) 8o 85 +

x, =1
n n
- [ 882 (x,8) 54 Sﬁ][ Z aa,aq(xst)sd Sg| = 0
e by

(Z = [31’52"“’Sn:] étant un vecteur quelconque dans E,) rem-
plissent la condition

2

Re 2 < = § s (k = 1,2)

III. g(x) e Hg (En)

IV. £(x) posséde des dérivées partielles Jjusqu’au second
ordre qui sont de la classe Hg (En).

Pour résoudre le probléme (1), (2), (3) introduisons une
telle fonction v(x,t) que %%? = ﬁl u(x,t) dans Ep ce qui
permet de remplacer (1) par le systéme

A IV
D,IU. ———at =0
(4) 2
a3 A 33 au
FES D2 vV + 3% D3 U - atz =0

ou bien par le systeme

x) On a désigné par Hi’g (£2) une classe des fonctions réelles f(x,y)
- ?
qui satisfont a la condition de Hélder

If(x,y) —f(ﬁ,§)|s const Dx - ﬁlh + |y - §|H} h,h’ e (0,1)>

h,h _ _h

pour tout couple des points (x,¥),(%,§)e Q1 H v = By o siy= v
’
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Théorie des systémes paraboliques 3

(5)

a deux fonctions u(x,t),v(x,t) inconnues, p(x) étant une fon-
ction arbitraire de la classe (ET)'

Signalons que, selon II, le systéme (4) est uniformément
parabolique au sens de Petrovsky (cp.[5] p.8).

Soit le probléme auxiliaire suivant:

Déterminer dans Ep deux fonctions u(x,t), v(x,t) qui

1° préeentent dans E; une solution de (5)
2° satisfont dans E_, aux conditions initiales

(6) tln_n}r v(x,t) = 0

(7) Lin | u(x,t) = £(x)

En employant la théorie des systémes paraboliques [ﬁ],[}]
on cherche la solution du probleéme (5), (6), (7) sous la for-
me

¢
v(x,t) = / qu(x,t;E,O)f(g) dﬁ-f/f"qg(x,tﬁ,f)P(E)di dar
fn 0

(8) ¢
wGe®) = 75 Gey015,002)a8 = [ frop(xiis,oon(s) asar
£q 0 £,
ol Faq0 7 op sont des é1éments de la matrice des solutions
fondamentales

F(x9t§§’f) = [ij(xstiﬁir):]axg
du systeme
~ - a .
Dyu 5%}_ 0
(9) A A au
D2 v + D3 u - ﬁ‘: 0
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Les fonctions /"12', /"22 s?'expriment donc par les formules

f’12(x,t;§,'r) = W»E]I; (xyt358,7) +

4
(10) +// [w’?”le (x,%32,0) ¢12(z,0;§,r) +
+ ‘":28 (x,%32,6) ¢22(Z,9;§,2‘)] dz 46

Faa(x’t;E’r) = W;é(x,t;g,t) +
t
8
+f/ [W;% (X,t;Z,B) ¢12(Z’9;E’T) +
[ 2

+ w;.; (x,t32,0) ¢22(z,0;§,r)]dz a8

o Waqr Wans Woqy Woo sont des éléments de la matrice des qu-
asi-solutions du systéme (9) et ont la forme des intégrales
de Fourier

n

w?ﬁ(x,tﬂ,r) = (2ﬂ)_nfwjk(t,T;Z,0;S) exp [12 Sa(xa‘gq)}ds

o ={
£I)

(i, k = 1,2) les fonctions wjk(j,k=’1,2) présentant la solution
du systéme

4oy q En
TE = —w21(t,T;Z,B;S) aaﬁ’l(zie) S« Sp
o, B=1
dw -
21 )
TE =~ ©qq(y752,858) E 852(218) 8o 54 =
o, =1
]
-w21(t1f;2’8;s) E aaﬂE(z’B) S« 55 }
(X,/3=7
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n

dwo 2
ITE = -w22(t,r;z,9;s) aam(z,e) So Sg

o, p=1

dw22 z

T T = ~wqa(tyt52,8; s) E ad/@,l(z,e) Se Sg =
o, B=1

n

-w22(t,r;z,e;s) E a“ﬂq(z,e) Se Sg )
«,A=1

avec la condition initiale

lim wjk(t,t;z,egs) = é‘jk

t—-r

Les fonctions 4,5, #,, qui figurent dans (10) vérifient le sy-
steme des équations intégrales de Volterra

¢12(x t3t,7) = D W22 (x,t38,7) - —Q_E ,]'2 (x,635,7) +

[f’l w21 (xyt5248) =

-

T g,

- aa—t Ze (x,532 G)J $10(2,635,7)dzd6 +

A ,8
+ff ':D,1 wg2 (x,%32,8) —WW'IZ(x’t’ ,6)]¢22(z,9;§,r)dzd6

Boo (X b5, 0)=Dowis (2,55, 0)+ Dg=F) whS (x,635,7) +

+f/Hﬁ ,I(xtze)+(D——t)w (xtz@j
t g,
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A 6
¢12(z,8;§,r) + [Dzwﬁé (x,552,0)+

+ (ﬁ5 - f%) wgg;(x,t;z,s)] ¢22(z,6;§,r)szd0

Les fonctions I (jok=1,2) présentent, pour k fixé, une so-
lution du systéme (9). Suivant la théorie de W.Pogorzelski [3]
le probléme (5), (6), (7) admet la solution (8). Quant aupro-
bléme (1),(2),(3) il nous reste a choisir une telle fonction
p(x) pour que la condition (3) soit satisfaite. Nous nous
appuyerons sur les lemmes suivants.

Lemme 1. Sous les suppositions I, II l'intégrale

(1 G0 = [ [ raptetir,onas ar
& E
(ou p(x)e Hi (E))) posséde dans E, la propriéteé

d
lin o U, (x,)=p(x)
Remarqu e: pour démontrer Lemme 1 il suffit de se baser

sur la propriété de 1’intégrale (11) analogue & (83) de [2].
Lemme 2. Sous les suppositions I,II,IV 1’intégrale

(12) Jg(x,t) = r (X.t;§:0)f(2)d5
22 _

£

posseae dans E la propriété

(13) tl_i’lgtait To(x,%) = Bypf(x)

oy
n
Dyg = Z_ 8ap3 (%:0) ax Cryy Z (x,O)aa—Xﬁ + c3(x,0)
«, =1
Remarquest On peut montrer d’une <fagon employée
dans [4] que 1’intégrale
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(14) SCROEY EPNCRARSEIGRET:
Eﬂ
et 1'intégrale (12) ont les propriétés

lim D, J 1=0 lin, Dy J5 = Dy £(x)

t=~0*

I1 s’ensuit la propriété (13) puisque les intégrales Jq,Jas&-
tisfont au systeme (9) et dong

-9
D2 J1 + D5 J2 = 3¢ J2
On a donc,d’aprés la condition (3) et les Lemmes 1,2,
(15) g(x) = Dy £(x) - p(x)

dans E . Il est encore a remarquer que 1?é&quation

av

D,Iu-ﬁ— 0

donne, sous les suppositions admises, la relation v(x,t) =
_foqu(x,r)dr ce qui justifie la condition (6)

On peut affirmer, vu les propriétés des intégrales (12), (14)
étudiées dans [2], que la fonction (cp. (8), (15)).

uGey) = [ Fp0n88,002(6)a8

£

f/ Faatieyiy ) [6(5) = Do £(5)]ay ar

remplit les conditions (2), (3) et présente une solution du
probléme (1), (2), (3) sous les hypothéses I-IV.



8 'M.Tryjarska

TRAVAUX CITES

[ﬂ] We Pogorzelskisg Etude de la matrice des solutions fon-
damentales du systéme parabolique d’équations aux dérivées partiel~
les. Ricerche Mat, 7 (1958) 153~185,

[2] Woe Pogorzelskdi:t Propriétés des solutions du systéme pa-—
rabolique d’équations aux dérivées partielles, Math,Scand, 6 (1958)
235~262.

[3] We Pogoxrzelsk it Propriétés des intégrales généralisées de
Poisson - Weierstrass et probléme de Cauchy pour un systéme parabo-
lique. Ann.Sci. Ecole Norm.Sup., 76 (1959) 425-149,

[4:]H. Milicer-Gruzewskat Les valeurs initiales des
dérivées de 1’intégrale généralisée de Poisson-Weilerstrass du sy-
stéme parabolique d’éguations., Bull,Acad.Polon,Sci.Sér. Sci., Math,
Astronom.Phys,10 (1962) 239-246,

[5]0.,11. 9% xexr M au: IapaboJHuyecKHe CHCTEMH. Mocksa
1964.

INSTITUTE OF MATHEMATICS, TECHNICAL UNIVERSITY, WARSAW

Received November 24th s 1972,

~ 186 ~



