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S y l w i n C q k a l a 

SOLUTION FONDAMENTALE SPECIALE DE L'EQUATION 
DE LA CHALEUR ET SON APPLICATION À LA CONSTRUCTION 

DE LA SOLUTION FONDAMENTALE SPÉCIALE 
D'UN SYSTÈME PARABOLIQUE 

Dans ce t r a v a i l on cons t ru i t l a so lu t ion fondamentale 
spéc ia le de l ' é q u a t i o n (1) e t du système (24). On démontre 
1 i n t é g r a b i l i t é de ces so lu t ions par rapport à t dans l ' i n t e r -
v a l l e (0,+ co). 

I . Solut ion fondamentale spéc ia le de l ' é q u a t i o n de l a chaleur 
1. La so lu t ion fondamentale de l ' é q u a t i o n parabolique ou 

bien du système parabolique es t d i t e spéc ia l e , s i e l l e est i n -
tégrab le par rapport à t dans (0, +«.). Une t e l l e i n t é g r a l e 
de l a so lu t ion fondamentale présente une so lu t ion de l ' é q u -
a t ion e l l i p t i q u e ou bien du système e l l i p t i q u e l i m i t e . 

l ' é q u a t i o n 
(1) d 2 u 3u 

X 6 R, t 6 R+ orne so lu t ion fondamentale de l a 

' u ( z , 8 > - i v b ( -

z = x-y , 9 = t - r , b r , y e R. 
On peut faci lement démontrer que l a so lu t ion (2) n 'est pas 

in t ég rab le par rappor t à t dans (0, + co). On cons t ru i ra l a 

possédé pour 
forme 

(2) 
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2 S.Ĉ kala 

solution spéciale de l'équation (1) en appliquant la méthode 
de Gruzewska-Eidelman. 
Dans ce but on développe la solution (2) en série de Taylor 
par rapport à la variable z en un point donné d'avance a>0, 
puis on élimine de cette série les premiers éléments. Ensuite 
on prend la fonction. 

aw(z,e) = u(zt6) - aP(z,6) 

où 

D'après la formule (7.2) de l'article [l], (p.245), on a 
pour 9 > 1 la limitation suivante 

(5) V "7. .«SI < c o n s t 

2. Condition de convergence de la série des noyaux ité-
rés. 

En appliquant l'opérateur 

(6ï L = ¿ 5 
dz2 3« 

à la fonction (3) on obtient le noyau spécial N(z-9) cL 

(7) aN(z,8) = L[aw(z,G)] = 4 [aP(z'6)] = 

On suppose ici que 

8?(a-z) . 3az-2a2 . 
~i~ër ^ 1 

(8) a >Iz| 
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Inéquation de la chaleur 3 

Alors pour 9 > 1 on obtient la limitation suivante 

(9) | a
N ( z' Q )l const 

j. 
Q 2 

L'évaluation (9) est en accord avec la limitation (7«3),p.249, 
de l'article [ij pour M = 2, n=1. 

Ensuite on construit la fonction 

(1b) a^(z»Q) = £ a N ( k )
( Z f e ) 

* = r 
où les noyaux itérés sont déterminés par la formule 

8 q, 

(11) aN C k + 1 )(*,e) = J / J t " 1 » ® - » 
o -ç. 

q > 0 , au(1)(®,e) = aN(z,e). 

De l'hypothèse IV du travail [l], [formule (5«9)p. 258], 
résulte une condition concernant le nombre a, qui garantit la 
convergence uni forme et absolue de la série (10). En effet on 
a la condition 

(12) / / | a N ( z ' e ) | d z ^ ^ 
0 -q, 

d'où on obtient ainsi l'inégalité 

(13) , | S + _ 3 S ! < 1 a 2 a 
et enfin 

a> (6 + V42). 

3. évaluation de la fonction £(zt6). 
cl 

Pour obtenir une évaluation de la fonction il faut 
trouver la racine positive du noyau aN(z,9). En s'appuy— 
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h S.C^kala 

ant sur la formule (7 ) » on peut voir que pour 9 —o et pour 
9—— l e noyau N ( z , 9 )—~o . 
L'équation 

492 + 2a (2a - Jz) 9 - a 5 (a-z ) = o 

détermine la racine posit ive Qg du noyau &N(z,9) sous l a f o r -
me suivante 

(15) eP(.z) = f (3z - 2a +Vsa 2 - 16az + 9z 2 ) , |z| c q. 2v ' " 4 

Pour obtenir l 'évaluation de la fonction é. on pro f i t e SI 
de l 'équation intégrale de Levy 

(16) J (te,©) = aN(z,0) + j i aN(z-m, 0-5) atf(m,$) dm d$ 
o -i 

que l ' on peut écrire sous la forme suivante 
s 

? * 
(16' ) a i i ( z t 9) = &N(z t9).+ / / aN(z-m,6-S) &<p (m,5)dia dÇ + 

o 
e s. 

// aN(z-m,9-$) a#(m,5) dm- dÇ 

f 
Pour évaluer la fonction è pour 9^1 i l faut pro f i t e r a , 

de la l imitation (9) . (Pour 8 < 1 on peut appliquer les e-
valuations du travai l [ l ] ) . Remarquons que l e noyau. N qui a 
f igure sous l e signe de la premiere incégrale de (16') admet 
l'accroissement 9 , on peut donc pro f i te r de la l imi-
tation (9) . Remarquons que, d'après l e t ravai l [ l ] , l ' i n t é g r a -
l e de la fonction | a0(m,Ç)| existe et qu'e l le est bornée. I l 
en résulte que la premiere integrale de (16 ) est 0(6*). Pour 
évaluer la seconde intégrale de (16' ) on substitue v = 9-^ et 
,pn obtient e 

|a0(z,9)| ^ 0 (9 )1 + oG>!) +J J |aN(z-m,v)| | J> (m,e-v)fdvdm 
-q, o 
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Inéquation de la chaleur 5 

En appliquant la formule (15) on décompose l'intervalle 
ô S (0, 2 ) e n deux intervalles (0,©2) et (©2, 2 ) 

où 
© 2 = e2(z-m) 

Alors 

3 « »2 
|a0(z,9)|< 0(eT) + J J aN(z-m,v) | a <t> (m,8-v)| dv dm + 

3 I 
II + 

-9, è2 
0(mf9-v)|dv dm « S. 

En appliquant le theoreme de la moyenne pour 1 intégra-
le, on fait sortir la fonction I A devant les signes des 

intégrales et ensuite en profitant de l'égalité &N = 

on évalue les intégrales réstantes. Comme 

lim P(z-Q) = o B~o a 
et 

P(z—m, s 0 (© 7) o pour 8 —- on obtient 

•J r 
(17) |a <t> (z,9)|< o(e ) + c(z) max | ̂ (z.e-v,, )| 

+ max a(z)(z,e-vp) 

ou 

c(z) = J aP(z-m,92)dm; © 2 •= ©2(^-m). -î 
En tenant compte de la limitation de la fonction &</> pour 

0 — on prend une suite commune ©', (© — p o u r laquelle 
les deux termes sont convergents. Alors on a 

I ç>(z5e')Uo(ô'Z) + 2 c(z) m a x |o^(z,0)|. 
a Q, 1 a 1 
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6 S.Cqkala 

Cette i n é g a l i t é e s t v r a i e pour chaque z . En e f f e t on a 
3 

max 
z 

¿ (z ,G) ^ 0 ( 6 ' ) + 2 c ( z ) max | a0(z,GÎ)| 

e t 
3 

[l-2c(z)]max|a^>(z,e')|^ 0 (e ' T ) . 

On peut demontrer que pour a > 14q on a 

1 - 2 c ( z ) > o 

e t enfin on obt ient 

I anI ^ const | a<P(z,©) | ^ — | — . 

On peut poser l a questioni l a dernière i n é g a l i t é a - t - e l l ë 
l i e u pour chaque s u i t e de S — 4" ? 
Supposons que l ' é lément 

0 

i a 

s o i t i l l i m i t é . Alors pour l a su i te 0 — <*> on a 

0o max|a0(z,eo)| 

Mais pour c e t t e su i te Qq on a 

3 

D'une façon analogue de l a su i te 6 0 on peut e x t r a i r e l a 
s u i t e 9 — pour l a q u e l l e on a 

é' const . 
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Inéquation de la chaleur 7 

On obtient ainsi une contradiction avec 1 hypothese. Dans 
ces conditions on a donc 

(18) I # I q T 

4. Évaluation de-la solution fondamentale spéciale de l 'équa-
tion (1) 
On écr i t la solution fondamentale de l 'équation (1) sous 

la forme 
e 1 

(19) a G ( z » G ) = a w ( z »® ) + J J aw(z-m,e-$)açS(m,5)dm d$ . 
o -q, 

Grace à la formule (5"»3)t p.248 du travai l [ l ] , on peut 
constater, que pour 8 > o, -q ¿g z ss q on a 

(20) L[aG(z,&)] = o. 

La fonction déterminée par la formule (19) est donc la so-
lution fondamentale spéciale de l 'équation (1) . On peut aussi 
v é r i f i e r ce résultat directement car on a 

L[aG(z,9) ] = 
e «.. 

= L[ aw(z,9) ]+ L j j aw(z-m,9-ç)a0(m,$)dm d$ = ' 
o -q , * 8 4 

=aN(Z|Q)-a?S(z,©) + J J L[u(z-m,6-Ç)- a0(z-m,0-Ç)] a*(m, $)dmd$ = 
o-î 

« 4 
=aN(z,9)-aiS(z,©) + J J ^ [ a P ( z - m , 6 - S ) ] a^(m,5) dm d$ = 

o 
e 4 

= a N(z ,e ) - a 0(z ,Qr + JJaN(z-m,©-5)a«S(m,ç)dm dÇ = o, 

On a pu obtenir l e résultat (20) car la solution u(z t9) 
de l 'équation (1) v é r i f i e l e théorème de Poisson. I l su f f i t 
de savoir que la fonction a^(mfÇ) est koldérienne par rapport 
à la variable m. I l faut pro f i te r des formules (•?) et (10) et 
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8 S.Ĉ kala 

appliquer le théorème sur la dérivation de l'intégrale par 
rapport à la variable 6. La fonction vérifie la con-\ "X 
dition de Holder par rapport à m,a cause des formules (12.3) 
et (13.3) P«250 du travail [l] et aussi en vertu de la limi-
tation (9) de cet article. En évaluant la fonction (19) on ob-
tient 

e t q 
| a G(z , e)M a w(z , 6 ) | + f j 

o-q, 

(21) 
8 <L 

/ / l a w ( z ~ m » 9 ~ 5 ) l I ** d<i • 
9 -o T * 

Rémarquons que dans la première intégrale de la formule 
(21) la fonction aw(z-mtQ-Ç) admet l'accroissement G - $ > ̂  
et qu'elle vérifie la limitation (5). L'intégrale de la fonc-
tion |a0(m,$)| existe et elle est bornée. Dans la seconde in-
tégrale de .la formule (21) la fonction o0(m, $) vérifie la li-
mitation (18) car 5 > 2 » et la fonction aw(z-fci,0-$) admet 
des singularités faibles grâce aux formules ( 7 . 2 ) p.243,(9.2) 
p.244 du travail [1]. En conséquence pour G >1 on obtient 

(22) | a 0 ( » . e ) | < ^ 

(pour 9 < 1 on applique les évaluations du travail*-[1 ]). Il 
est à remarquer, que le résultat (22) est meilleur que l'éva-
luation de la solution aG(z,0) du travail [1], où on a démon-
tré seulement l'existence de l'intégrale de la fonction &G(z/>) 
jv.-la formule (1.10)j En appliquant le théorème cLes accrois-
sements et en profitant de la limitation (18) et aussi de la 
limitation des dérivées de la fonction G(z,©) on peut démon-

u 

trer facilement la condition de Holder suivante 

|aG(z,0) - aG(â,G)|^ C 0 n^ | 2- g | 
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Inéquation de la chaleur 9 

I I . Solution fondamentale spéciale du système parabolique 

5 . Construction de l a solution 
Soit la matrice des opérateurs dif férentiels 

L - co 0 

( 2 3 ) d = u 
0 

L 0 
0 L 

ou L = 
3 z 2" - JW • 

On introduit le vecteur - fonction v = [ v i » t 2 » v 3 ] 
Nous allons chercher la matrice de solutions fondamentales spé-

ciales du système 
(24) «C v = 0. 

Le système (24) est une partie du système (6) du travail 
[ 2 ] . La recherche de la matrice des solutions fondamentales 
spéciales du système (24) se f a i t comme dans le travail 2].0n 
écrit cette matrice sous la forme 

s » 

(25) a r ( z ,Q ) = J(z-Q) +JJ aâ(z-m,0-5) / (m.^dm d$ 

ou 

(26) 

0 -q. 

,S(z,6) = 

ô. . = 10 
0, pour i # j 

1, pour i= j i,j = 1 ,2 ,5 . 

La fonction &G(z,©) est déterminée par la formule (19)» 

La fonction aF(z,9) est la matrice dont les éléments ont 
la forme des séries des noyaux itérés, c 'est-à-dire qu'on a: 

(27) A d ( z , e ) 
ifd=1,2,3 
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10 S.C^kaia 

OU 

(28) 

(29) 

(30) 

a P i d ( z f e ) / " ( « . e ) 
/î=f 

6 4 3 

o < r ~ i 

« ( M ) 

a ^ w ( z t e ) = / ( z , e ) =o^[ a S( z , e ) 

L / \ 0 0 .G/ \ 0 

En appliquant l a formule (29) on trouve l e s noyaux i t é r é s 

(31) 
jf21^ O . 0 ) -

0 x ' ' co a 
1-1 21-1 (21 -1 ) 

co aG (z«®> <? 

M ) 1 2 ^ 1 ( 2 1 . 1 ) ( Z f Q ) 

et 

(T 

0 

1 = 1 , 2 , . . . 

(32} te" (Z,G) = 

/ ( - D 1 . 2 1 G ^ k e ) 

\ 
( - 1 ) 1 co 2 1 a G ^ ( z , e ) 0 

o\ 
0 

0/ 
ou 

fi Q. 
(33) G ( 1 ) ( z , 0 ) = f f G(z—m,0-$) G ( l - 1 ) (m^)dm d$ 

M 1 = 2 . 3 . . . 
- 1 5 6 -



Inéquation de la chaleur 11 

Les formules (27), (28), (51) - (55) donnent 

(54) a F 5k ( z ' 0 ) = a F k3 ( z » 0 ) = p o u r k = 1 » 2 » 5 

oO 

(55) ¿ ^ ( M ) = ^22(2,6 ) = ^ M ) 1 u 2 1 aG(2 1 ' ) (z ,9) 
1=1 

CO 

(56) a F l 2 ( z ,Q ) = - ^ ( M ) - " 2 l " 1 a G ( 2 l " 1 ) ( z . Q ) 
( = 1 

On déterminera plus tard la condition de convergence des 
séries (55), (56). Les formules (25), (19), (34) - (56) déter-
minent la matrice des solutions fondamentales spéciales, qu'où 
écrit sous la forme 

r ( Z , 9 ) r ( Z , e ) o 
11 12 

(37) r ( z , e ) = - a r J 2 . ® ) a r n ( z , e ) 12 

U a G(z ,9 )/ 

Nous allons démontrer que la matrice (57) v é r i f i e l e sy-
stème (24), c 'est à dire qu'on a 

°4a r (*»0>] = 

En vue de la formule (20), i l su f f i t de démontrer que 

(38) r ( z , e ) r ( z , e ) 
L a 11 L 12 J 

= 0 

(39) 
L [ a r 1 2 ( Z ' e ) ] - " U V H = ° 
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12 S, Calcala 

Les formules (25), (35) et (36) nous donnent 

s 4 

a r = aG(à,®) +JJ aG(2Wttt©-5)aï (mf5)da d$ = 

(40) 

1-0 

e 4 

a r
 1 1

( Z , Q ) = / / a ^ * * 1 » ® - ^ ^O"»*)«3® = 

o-î 

= £ ( - 1 ) 1 . 2 1 " 1 ^ W ) . 

1=1 

Nous allons étudier d'abord la formule (38)» On obtient 

1/3 
r (zte)j = ^ ( - i ) 1 ^ 2 1 L 

11 
y 2 1 ^ > ( z f e ) " 

(=0 

co 

L ^ 
f-o 

21 CJ - G (
2 D G ^ ( z , e ) = -co r (z,e) 

1 11 

car, grâce à la formule (20) 

G(zt9) = 0. G = G ' a a 
(1 ) , 

On a aussi la relation suivante 

G ^ ( z f e ) = - aG
( 2 )(z,0) 

- 1 5 8 -



car 

o -q, 

e o, 

= - a G ( 2 ) ( z , G ) . 

Oil a aussi 

L [ a G ( 2 l + 1 ) ( Z f Q ) j = _ . a G ( 2 1 ) ( Z f 6 ) ( 1 = 1 f 2 l . . . ) 

e t a i n s i on obt ient l a formule ( 3 9 ) . La matrice (37) es t donc 
l a solut ion fondamentale s p é c i a l e du système ( 2 4 ) . 

6 . Convergence des s é r i e s (33) et (36) 

En p r o f i t a n t de l 'hypothèse IV ( v . [ l ] p .258) e t de l a for-
mule (30) on obt ient l a condit ion suivante 

I l faudra p r o f i t e r de l a formule ( 19 )•• D'abord on va évaluer 
l ' i n t é g r a l e de l a fonct ion a ^ ( z f 6 ) (voir ( 1 6 ) ) . Les formules 
(12) et (13) donnent 

(42) 
o 

(43) 
a > 0 f q > 0 , a > |z| 
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14 S.Cqkala 

Alors on a d'après (16) 

(44) J J |a0(z,8) 
? $ 2 

dz d6< + J a 

ou 

(45) 

0 - 9 , 

î q. co e 

J = / / f f |aN(z-m,0-Ç)| |a^(m,Ç)|d5 d© dm dz = 
-<¡.-<10 0 

<t 4 M Co 

= / / / / la^m'ç)|dQ d 5 ^ d z = 
-q. -q. o ç «-m w 

o -q, + m) o 

to q. 

Les formules (44) et (45) donnent 

o -q, ' 

pourvu que 

(47) a > q (5 + VÏ5), q> 0 • 

Nous allons étudier la limitation du nombre a.D'accord avec 
les formules (3), (19), (42) et (46) on a 

m q, oo q. 

M ! j ! -r » * 
0 7q. 

i <o A 
à ae 

- 1 -+ |- J (a-z)dzyV"" — = i,, + aq 
-t o 2V/70 

- 1 6 0 -



L%équatioii de la chaleur 15 

s • / / L ^ 46 -
o -<j k = 1 

- / S ̂  » •/ t ^ ^ 
-q o -q, fc = 2 0 

= J ( z -a ) ( - I") dz + 0 = aq. On obtient -alors 

(48) \ J J a w ( z , e ) d z de 
o -q. 

oo q. 

2aq 

Nous allons évaluer l e quasi-potentiel de la formule (19)• 
On a» 

ca q, 6 q, 

I I I I I a w ( z - m »®-S ) | |a0(m,$)|dm dS dz de = 
0-q, 0-q 

% 1 <o to 
= J dm j dz j | a * (a , * )| dS J |aw(z-m, 6) | d© = 

-q -q o i 

m q, %-"> «> 

= / J |a* (m-'5)l ^ / d v / | a w ( v » e H d 6 = 
(49) 0 -q -q-m o 

= J ¿LS J |a0(m,$) | dm j (a-v)dv « 
0 -Ç-OJ 

q, 

/ ( 2 a ^ + 2 < 3- m ) I a0(m» 5) | dm < 
.o -q 

co i. 

^ 2q (a+q) f ^ f ^ O M ) I dm < 
o -q 

q2 (a+q)(4a + q) 
2 2 * a -6aq-6q 

- 1 6 1 -



16 S.Cqkala 

Nous avons obtenu ce r é su l t a t en prof i t ant de l a l im i t a -
t ion (46) et grâce à l ' i n é g a l i t é 

m <. q . 

Les inéga l i t é s (42), (48), (49) donnent 

<o q, 
(50) J J |aG(zf6)|dz dG<q 

o -ç 
2a + q ) q ) 

a -6aq-6q 
< 2 w 

On voit que l a condition (50) a l i e u dès que l e nombre q est 
suffisamment p e t i t . Alors l e s sér ies (35) et (36) sont abso-
lument et uniformément convergentes. I l est à remarquer 
que pour a > q (3 + VÏ5) l ' éva lua t ion (18) est v r a i e . 

I I I . In teg rab i l i t e des solutions fondamentales spécia les 

7. Pour démontrer que 

(51) 
to 

3S(z) = J aG(z,0)dG = 0 

on prof i t e ra de l a formule (19)» On peut écr i re l a fonction 
aw(z,9) , | v . (3) , sous l a forme suivante 

(52) w a ï—; Sa* 
A = 2 

En intégrant cet te fonction par rapport a l a var iab le 6 
on obtient 

/ . - < - . • > » - D r - 3 - * = 
k = 2 

(53) _ V (z -a ) k 

• I A = 2 
co 

- L 

4Vn. s - 3 ^ „ï 48 jo, 0 e d© 

(z -a ) k _âk~1 ( 1 - 4 = 0 . 
* = 2 

k! a ak-1 V" 2 

- 1 6 2 -



Inéquation de la chaleur 17 

Pour étudier le deuxième terme de la formule (19) il faut 
démontrer l'égalité to 
(54) / a < ( « . e ) m - o. 0 

D'abord on profite de la formule (7) et on obtient 
co 

(55) y aN(z,e) de = 0 0 
et 

(56) 

rW, y y * - 1 >(«,6) de = / / / aN(z-n,e-Ç)aN W <".$)dnd5de 

0 0 0-q, 

Z+tj, "O 

= y dn f ¿ w M W/aN(n,e) de = o 

Les formules (10), (55) et (56) entraînent la formule (54). 
Grâce à la formule (54) on a 

M 9 1 
yyy*aw(z-nt®-ç) ** ̂  = 
0 o-q. 

<J, to fco 

( 5 7 ) = y d/?yy aw(z-n, e-$)â (/7,5)de d5 = 
o ç 

î, os OO 

= y d/?y a-w(z-n,e) dG y a(i(nf5)d5 = o. 
- 1 1 0 o 

Les formules (19), (55) et (57) donnent la formule (5.1). 
La fonction g(z) = 0 est la solution de l'équation 

o. 
dz 

8. En profitant de la propriété (51) et des formules (33) 
-(36) on déduit, par analogie avec la formule (56): 
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18 S«C^kala 

LO 

( 5 8 ) ( Z , 6 ) d e = i , d = 

o 

Les formules (25) et (51) donnent 

'n 
= J / ( s , 6 ) de = j a § ( z , e ) de a" 

o 
e î 

/ / / a^ 2 - 1 1 1 » 0 - ^ aF(m,$)dm d$ de = 
o o-q, 

1 e 

= j JyaS(z-m,e-5) a F ( m , 5 ) d 6 d$ dm = 

- î o 5 
4 IO LO 

= / / / a & ( z - m » 0 ) a F ( m » ^ d G dm = 

-a 0 o ( CO 

= / / a ì { z ~ m * Q ) / a F ( m ' 5 ) d 5 d e ^ = 
- î o 

La matrice 3"-(z) est une solution du système el l iptique 8L ^ ^ 
limite à savoir du système (24) avec 1 opérateur 

L = , ( c p . ( 2 3 ) ) . 
az^ 
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