
D E M O N S T R A T I O M A T H E M A T I C A 

Vol . I I I N o I 1971 

Jacek Wojtowicz 

EFFEKTIVE BESTIMMUNG DER FUNKTIONEN IN GEWISSEN 

NOMOGRAMMIERBAREN FORMEN DER GLEICHUNGEN 

MIT DREI VERÄNDERLICHEN 

EINFÜHRUNG 

In dem A r b e i t e n [ l] und [2] s ind die notwendigen und h i n -

reichenden Bedingungen a u f g e s t e l l t worden, dafür dass eine 

anamorphosierende Funktion e x i s t i e r e , d ie Gleichung i n d i e 

kanonische Form der Gleichung der d r i t t e n Ordnung oder i n d i e 

Kanonische Form von Cauchy oder i n d i e e r s t e kanonische Form 

von Soreau ü b e r f ü h r t . Doch i s t es o f t s c h w i e r i g , d ie Resul -

t a t e d i e s e r Arbei ten p r a k t i s c h auszunutzen, f ü r die d i e e f f e k -

t i v e Bestimmung der Funktionen, d ie i n der kanonischen Form 

a u f t r e t e n , d ie Kenntnis der anamorphosierenden Funktion no-

twendig i s t : d i e anamorphosierende Funktion aber i s t e in In-

t e g r a l e iner durch Quadraturen i n t e g r i e r b a r e n gewöhnlichen 

D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g . Run entstehen d i e K o e f f i z i e n t e n d i e s e r 

D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g , i n der eine Funktion von d r e i Veränder-

l i c h e n a l s Funktion e i n e r anderen Funktion von d r e i Veränder-

l i c h e n d a r g e s t e l l t wird (die Mögl ichkei t e iner solchen Dar-

s t e l l u n g i s t bewiesen worden). Die l e t z t e Operation erschwert 

und macht manchmal die p r a k t i s c h e Anwendung der R e s u l t a t e j e -

ner Arbe i ten unmöglich. 

Der Gegenstand d i e s e r A r b e i t i s t d i e A u f s t e l l u n g von Me-

thoden f ü r d i e Bestimmung der Funktionen in der kanonischen 

Form ohne Bestimmung der anamorphosierenden Funktion. 
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2 J.Wojtowicz 

1. GLEICHUNG DER DRITTEN NOMOGRAPHISCHEN ORDNUNG 

Es se,i eine Punktion F (x, y, z) gegeben, die in dem 
durch die Ungleichungen xQ « x < x^ ; y 0<y«y,p z 0< z < z^ 
definierten Würfel K stetig ist und stetige partielle Ablei-
tungen hat, die von Null verschieden sind. Wir setzen voraus, 
dass eine stetige anamorphosierende Funktion § (u) existiert, 
die im Intervalle D stetige von Null verschiedene Ableitung 
hat. Das Intervall D ist definiert durch die Ungleichung 
u < u « U/p wo uQ = min F (x, y, z) im Würfel K und u^= 
= max F (x, y, z) im Würfel K, Die Funktion ist derart,dass 

$ (F) = f(x) + g ( y ) + h(z) (1) 

und die Gleichungen F = 0 und $ (F) = 0 sind äquivalent. 
Auch setzen wir voraus, dass ein Punkt » $) 6 K exi-
stiert, so dass , ̂  ) = 0 ist. Aus dem Satz über die 
Stetigkeit und Differenzierbarkeit der verallgemeinerten no-
mographischen Polynome [3] und aus der Stetigkeit der Ablei-
tungen der Funktionen $ (u) und F (x, y, z) folgt,dass die 
Funktionen f(x.), g(y) und h(z) stetige erste Ableitungen 
haben. Daraus, dass die Funktionen $ (u) und F (x, y, z) 
von Null verschiedene Ableitungen haben, folgt, dass auch die 
Ableitungen der Funktionen f(x), g(y) und h(z) von Null 
verschieden sind. 

Wir differenzieren die Identität (1) nach x, y, z und 
dividieren die erhaltenen Identitäten paarweise 

(x, y, z) 
~ F y (X, 7» 

ii ( x , y . z) 

~ F x ( x , y . 

(X, y . 

" F x (X, y . 

(2a) 

(2b) 

(2c) 
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Effektive Bestimmung der Funktionen 3 

Es sei P(x2, 3*2» z 2 ) e ^ ^ Sörzen ^ie Identität 
(2a) y = y2, z = z2 ' :i-n d"ä-e Identität (2b) x = x2, z = z2; 
in die Identität (2c) x. = 7 = 72» ^ ^ erhalten 

f' (x) — 

g'(y) 

h' (z) 

F x 

C\J 
!>J OJ 
N 

Fy 
(x, y2» z2) 

(x2, y, z2) 

*x (x2 , y, z 2 ) 

F z lx
2» 72» •) 

F x (x2» 72» z) 

(3a) 

(3b) 

(3°) 

Dann setzen wir in die Identität (3b) y = y 2
 ßi n und den 

so berechneten Wert g'(72) setzen wir in die Identität (3a) 
ein; es ergibt sich 

f ( x ) = f ( x2 } 4 ( 4 , y2, z
2 ) (x, y2, z 2) ' (*> 

Wir integrieren die Identitäten (3d), (3h) und (3c) 

S f 2^ E* (X2, yl 4) / / (xt 4 , 4) ** * 

/ # S /  Fv (x2' y» z2 ̂  
g ( y ) S f ^ J ¿ x (4' z2) d y + ^ 

h ( 2 ) E f ( x 2 7 
dz + C2. 

(4b) 

(4c) 

Wir bezeichnen 

p (x) = (x2' ?2' z2) (x. 7 2, 8 2) 
1 W " f; (x2, y2, z 2 ) J X y (x, y2, z 2) 
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4- J.Wojtowicz 

„ , N (X2 » 7» Z2) 
^ 7 * x ( - 2 . d y ' 

p - / M ^ L i i L l l „ 
P 3 ( z ) 7 ( x 2 , y 2 . «J d z « 

GZ)..= c^ + 0 2 + C^ 

und erhalten 

$ ( F ) = f ' ( x 2 ) [ P 1 ( x ) + P 2 ( y ) + P 3 ( z ) ] + C^, 

Weil F ( $ , y , tj ) = 0 i s t und die Gleichungen F = 0 und 
$ (F) = 0 äquivalent s ind, so i s t f ' ( x 2 ) [ ? . , ( $ ) + P2(*l) + 

+ P^{tj) ] + C^ = 0 . Somit i s t die Gleichung F (x^ y , z) = 0 
äquivalent der Gleichung ( 5 ) P 1 ( x ) + P 2 ( y ) + P j ( z ) - P 1 ( ^ ) -

" P 2 ^ - = 
Man s ieht l e i c h t , dass, um die e r s t e kanonische Form der 

Gleichung der d r i t t e n nomographischen Ordnung zu erhal ten , 
muss man s t a t t der Gleichung ( 5 ) die äquivalente Gleichung 

exp P1(x) + P2(y) + P5(z) - P ^ ) - P2(^) - P?(5)] = 1 

nehmen; um die d r i t t e kanonische Form zu erhal ten - muss man 
die Gleichung tg [ p ^ x ) + P 2 ( y ) + V ^ z ) - P ^ ) - P2(vj) -
- ] = 0 nehmen. 

2 . DIE GLEICHUNG VON CAUCHY 

Gegeben s e i eine Punktion F (x', y , z) d e f i n i e r t und ste-
t i g im Würfel K, der wie im P . I d e f i n i e r t i s t . Die Funktion 
F (x , y , z) hat im Würfel K s t e t i g e e r s t e p a r t i e l l e Able i -
tungen, wobei F v / 0 , F ¡ ¿ 0 , F_ £ 0 i s t . Wir setzen vo-

x y z 
raus , dass eine s t e t i g e anamorphosierende Funktion $ (u) exi-
s t i e r t mit den Eigenschaften wie im P . I , dass ferner 

i ( F ) = h(z) + f ( x ) g(y) + k(y) 

- 1 8 -



Ef fekt ive Bestimmung der Funktionen 5 

ist und dass die Gleichungen F = 0 und $ (F ) = 0 äquivalent 
sind. 

Wir setzen auch voraus, dass ein Punkt , $ ) t K e-
x i s t i e r t , so da.ss , v̂  , = 0 i s t . Ahnlich wie im P . I be-
weisen wir, dass die Funktionen h ( z ) , f ( x ) , g (y ) und k(y) 
stetige part ie l le Ableitungen haben. Wobei h ' ( z ) / 0, f ' ( x ) ^ 
= 0» g (y ) £ 0 i s t . Wir differenzieren die Identität (6) nach 
x und z und dividieren die Seiten der erhaltenen Identitä-
ten und erhalten nach Umformung 

. , F ( * , y, z) h- / % 
S ( y ) (x, y, z) H f | ' (7« ) 

// % FX h' (z) , ^ 
f y , Z ) T I F J . ( T B ) 

h ' ( 2 ) 5 F^ ( x ! y | l ] ' f ' W S ( y ) . ( 7 o ) 

Es sei P (x2 , y2» e s^zen i n die Identität 
(7a) x = x2 , z = z2; in die Identität (7b) y = y2 , z = z2 ; 
in die Identität (7c) x = x2 , y = y2 ; ein und erhalten 

_ V ( x 2 , y, z 2 ) h' ( z 2 ) 
g ( y ) = PB (x2 , y, z2) r j ^ ) • (8a) 

, _ (x, y2 , z 2 ) h ' ( z 2 ) 
F ( X ) = (X , Y 2 , z 2 ) F I ^ T ' 

F (xot y 0 , z ) 
h ( z ) = F * ( x 2 ! y 2 ! z ) i ' ( » 2 ) ( 8 0 ) 

Wir bezeichnen 

_ g x (x2 , y, z 2 ) 
P 1 ( y ) = * z (x2 , y, z 2 ) • 
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6 J.Wojtowicz 

P ( x ) . g x (*. z2> 

2 " F z (x, y 2, z 2) ' 

P - F z fX2' z ) P 3 l Z ) = F
x ^x2' 72« z ) ' 

Die Identitäten (8) sind von der Form 

ti (zP) 

H' (zo) 
f w s f t ^ T * ( 9 b ) 

h' (z) H P 3(x) f'(x2) g(y2), (9c) 

Setzen wir in (9a) y = y 2 und setzen dann den Wert von 
g(y2) in (9b) und den Wert von g(y2) f' (x2) in (9c) ein, 
so kommt 

f'( x?) , / f (x) — P 2(x) P und t (z) = P ?(z) P 1(y 2) h (z2). . 

Wir integrieren diese Identitäten und bezeichnen 

P 4 ( x ) / P 2 ( x ) d X ' P 5 ( z ) = P 1 ( y 2 d z ' 

es ergibt sich 

f(x) = f'(x2) P 4(x) + 0 1, (10a) 

h(z) = h' (z2) P 5(z) + C2. (10b) 

3 3 Ferner berechnen wir [$ (F)J : [$ (F)] 

fx» y« z) _ f(x) g'f.y) + k'(y) 
(x, y, z) " h'(z) 
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Effektive Bestimmung der Funktionen 7 

Wir setzen in dieser Identität x = x 2 und z = z2, be-
, X ( x2' z2) zeichnen Pc(y) s — r- — — r - und erhalten o vx2» y. 

k'(y) HP 6(y) h' (z2) - f(x2) g'(y). 

Wir integrieren diese Identität in Bezug auf y, bezej-
chnen Pr?(y) = J P g ( y ) und erhalten die Identität 

k(y) — h' (z2) P?(y) - f(x2) g(y) + . (11) 

Aus den Identitäten (9a), (10a), (10b), und (11) folgt 

$ [F(X, y, z)] = h (z2) [P5(z) + P4(x) P1'(y) + 

1 (12) 
+ P7(y) - P 4(x 2) P-,(y) + c4J. 

Cp + c, Wo = tf(z2y 
Es sei P($, »2 , ̂  ) 6 K ein Punkt, der die Gleichung 
irj , = 0 erfüllt. Dann erfüllt P auch die Gleichung 

$ , tj )] = 0. Wir setzen die Koordinaten des Punktes P 
in die Identität (12) ein und erhalten die Gleichung 

p
5($) + • pi(7) + - M x

2 ) p i U ) + = o. 

Hieraus berechnen wir C^. 
Die Gleichung 

P5(z) + P4(x) P1(y) + P7(y) - P 4(x 2) P1(y) + 

(13) 
- p5(*>) - p 4($) pi(7) - p7(1) + p^( x

2) p i W = 0 

ist der Gleichung F(x, y, z) äquivalent und ist in der ka-
nonischen Form von Cauchy. 

- 2 1 -



8 J.Wojtowicz 

3 . DIE ERSTE KANONISCHE FORM VON SOREAU 

Es s e i gegeben eine Funktion F(x , y , z) d e f i n i e r t und. 
s t e t i g im Würfel K, der wie im Punkt I d e f i n i e r t i s t . Die 
Funktion F(x, y , z) ha t in diesem Würfel s t e t i g e p a r t i e l l e 
Ablei tungen b i s zur zweiten Ordnung, wobei F x ^ 0, Fy ^ 0, 

F ¡ ¿0 , F F _ F F ji 0, F F - F F jt 0 i s t . z ' xz j xy z ^ ' yz x xy y 

Wir se t zen voraus , dass e ine s t e t i g e anamorphosierende 
Funktion $ (u) e x i s t i e r t . Diese Funktion ha t d ie Eigenschaf-
t e n wie im P . I . Ausserdem habe s i e , i n dem I n t e r v a l l e D s t e -
t i g e zweite Ablei tung und es se i 

$ [ f ( X , y , z ) ] = f ( z ) [ g { x ) + h ( y ) ] + k ( x ) + m ( y ) . ( 1 4 ) 

Wir se tzen f e r n e r voraus , dass e i n Punkt R(^,vj , e K 
e x i s t i e r t , dessen Koordinaten die Gleichung ŷ  , ij ) = 0 
e r f ü l l e n und dass f ü r jeden Punkt S(x, y ) , der zur Umgebung 
des Punktes S Q ($ , y ) gehör t , e i n Punkt T(x, y , z) exis t ier t , 
der d ie Gleichung F(x , y , z) = 0 e r f ü l l t , und dass d ie Fun-
k t ionen g ( x ) , k ( x ) , 1 und h ( y ) , m(y), 1 l i n e a r unabhän-
gig s ind , das h e i s s t , dass d i e Gleichung (14-) w i rk l i ch der 

«• II 

f ü n f t e n Ordnung i s t . Ahnlich wie im P . I beweisen w i r , da s s d ie 
Funktionen f ( z ) , g ( x ) , h ( y ) , k(y) und m(y) e r s t e Ablei-
tungen haben, wobei f ' (z) ^ Ö, g ' ( x ) / 0 , h ' ( y ) £ 0 i s t . 

Aus den I d e n t i t ä t (14) f o l g t 

• * 'F Z 5 f ' ( z ) [g(x) + h ( y ) ] ; (15a) 

f ' F x s f ( z ) g' (x) + k' (x) ; (15b) 

$'Fy s f (z) h ' (y) + m' (y) ; (15c) 

f F x F z + f ' p x z = f ' ( z ) g' (x) ; (I5d) 

f 'F y F z + $ F y z = f ' ( z ) h ' ( y ) ; ( l5e) 

- 2 2 -



Effektive Bestimmung der Funktionen 9 

t ' F F + $'F = o. (I5f) xy 

Wir dividieren die Identitäten (l5<i) und (l5e) seitenwei-
se, berechnen ~|r aus der Identität (l5f), setzen in die er-
haltene Identität ein, bezeichnen 

F F - F F 
xz y £L_z. = A ( x „ F F - F F ~ j» yz x xy z 

und erhalten 

g' (x) S h' (y) A(x, y, z) , (16a) 

h' S W A(x, y, z) ' 

Es sei P(x£, y2» z
2 ) se'fczen i n der Identität 

(16a) y = y2' z = z2 ^ ^ Identität (16b) x = X2, 
z - z2» 

g' (x) = h' (y2) A(x, y 2 , z 2), (17a) 

H g'(X2) A(x 2, y, z 2 ) ' 

Wir setzen in der Identität (17b) y = y2 und setzen dann 
h' (y2) Identitäten (17) ein 

S' W 5 8'( x
2) A(X 2, y 2 > z 2) A( x' 72- z

2)' ( 1 ö ) 

Wir integrieren die Identitäten (18) und (17b)»bezeichnen 

P l W = A(X 2, y 2 , z 2) ̂  ( X' z2) d x . 

P
2 k > A(x 2, 1 , z 2) ^ 

und erhalten 

g(x) s g'(x2) P 1(x) + C 1 , (19a) 

- 25 -



10 J.Wojtowicr 

h(y) 2 g'(x2) P2(y) + C 2 . (19b) 

Wir dividieren die Identitäten (I5d) und ( 1 5 b ) , dann set-
zen berechnet aus (l5f) in die erhaltene Identität ein 

^ r V i . f' (z) K'U). 
= f ( z ) g' (x) + k' (x) ' 

Wir bezeichnen die linke seite dieser Identität mit 
E(x, y, z). Wir setzen in dieser Identität x = x2, y = y 2 und 
integrieren. 

Es ergibt sich 

/ k ( x p ) 
f ( z ) = i e x p y E (x2' y 2 > z ) d z - t j ^ T • ( 2 0 ) 

Wir dividieren seitenweise die Identitäten (15b) und (15c), 
y, z) _ 

bezeichnen „ / — - — r r = D(x, y, z) und erhalten y » Jl Z I 

it;] e ' t e l i S t e ) 

In der Identität (21) setzen wir y - y 2, z = z2> In die 
erhaltene Identität setzen wir statt g'(x) die rechte Seite 
der Identität (18) und statt h'(y) die rechte Seite der 
Identität (17b) ein, dann setzen wir y = y 2 und erhalten 

k'-(x) == [f(z2) g'(x2) a(x2, y 2 < z 2) + m'(y 2)] D( x' ^2' z2) + 

1 (22) 
~ f( x2) S'(x2) A(x2, y 2, z 2) A< x' ^2' z2)' 

Ahnlich berechnen wir m'(y) aus der Identität (21). 

Wir setzen x = x2, z = z 2 und die Funktion h' (y) neh-
men wir aus der Identität (lr7b). 
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Effektive Bestimmung der Funktionen 11 

( y ) = [ f ( « 2 ) S ' < x 2 ) + k ' ( x 2 ) ] D ( x 2 > 1 y , z 2 ) + 

(23) 

- f ( * 2 ) S ' ( x 2 ) A ( x 2 , 1 y , z 2 ) * 

Wir berechnen den Wert m ' ( y 2 ) a u s der I d e n t i t ä t ( 2 3 ) , 
setzen in d ie I d e n t i t ä t (22 ) e in und i n t e g r i e r e n . Dann i n t e -
g r i e r e n wir d i e I d e n t i t ä t (23) 

k ( x ) = [ f ( z 2 ) g ' ( x 2 ) + k ' ( x 2 ) ] D ( X 2 f J 2 > Z 2 ) J D ( x , y 2 , Z 2 ) dx+ 

/ (24) 

- f ( z 2 ) g ' ( x 2 ) A ( x 2 , y 2 , z 2 ) J y 2 ' z 2 ) + C 4 ' 

» ( * ) = [ f ( » 2 ) B ' ( ^ ) + k ' ( x 2 ) ] J D ( x 2 > 1 y > 2 2 ) dy + 

/• (25) 
- f ( z 2 ) g ' ( x 2 ) . j A ( X 2 > 1y> Z £ ) dy + C5 . 

Wir bezeichnen 

P1(z) = exp JE(x2, y2, z) dz, 

P 2 ( x ) = A ( x 2 , y 2 , z 2 ) / A ( X ' 5 -2 ' z 2 ) 

S / A ( x 2 , 1 y , z 2 ) 

V x ) E D ( x 2 , y 2 , z 2 ) / D < X ' z 2 ) * P 2 ( x ) ' 

" / d ( x 2 > y , z 2 ) " V ^ 

C2 + G, 

S ( x 2 ) = " l 5 

- 2 5 



12 J.Wojtowicz 

f ( z 2 ) g ' ( x 2 ) + k ' ( x 2 ) 
— i _ r< 

+ c5 

(Aus der Voraussetzung F i 0 f o l g t , dass C, ^ 0 i s t . ) « 
z y 

Aus den Identitäten (19a), (19b), (20), (24) und (25) er-
halten wir 

$ [ f ( X , y , z ) ] = C ? | p I ( Z ) [ p 2 ( X ) + P 3 ( y ) + 

+ ä.2 [ P 4 ( x ) + P 5 ( y ) 

Die Gleichungen F = 0 und 

P 1 ( Z ) [ F 2 ( X ) + P 3 ( y ) + a 1 ] + a 2 [ p 4 ( x ) + P 5 ( y ) ] + o ( 3 = 0 ( 2 7 ) 

sind äquivalent, da die Gleichungen F = 0 und $ (F ) = 0 
äquivalent sind. 

Wir müssen noch die Konstanten a , p a 2 und a ^ berech-
nen. Aus der Voraussetzung, dass die Gleichung wirklich von 
der fünften Ordnung i s t , f o l g t , dass auf der Fläche, die mit 
Gleichung (27) def iniert i s t , P^(z) ^ const. i s t . 
Es gibt zwei Punkte Ê  ( ^ , »j ^, t,^) £ K und R2 (^2 ,^2 , $2) 6 K, 
die die Gleichung (27) erfüllen und ^ p i ( $2 ) i s t - W i r 

betrachten das .System der Gleichungen 

a ^ P 1 ( z ) + a 2 [ p 4 ( x ) + P 5 ( y ) ] + = - ^ ( z ) [ p 2 ( X ) + p ? ( x ) 

+ a 2 [ p 4 ( ^ ) + + a 3 = 

= [ P2^1> + ^ M » 

CX̂  p^(^2) + a 2 [ p 3 ( $ 2 ) + + a 3 = 

= - p i ( ^ 2 ) [ p 2 ( 5 2 ) + 

- 26 -



Effektive Bestimmung der Funktionen 13 

Wir werden beweisen, dass die Determinante dieses Glei-
chungssystems nicht für alle Tripel x, y, z, die die Glei-
chung (27) erfüllen, gleich Null ist. 

Beweis. 
Nehmen wir an, dass für alle Tripel x, y, z, die die 

Gleichung (27) erfüllen 

* P 5 ( y ) 

tiz) * p5(!2) 

= 0 (28) 

ist, 
Folglich stellt die Gleichung (28) geometrisch diejenige 

Flache dar, welche der Gleichung (27) entspricht und möglich 
noch gewisse andere Flächen. 

Wir bezeichnen die linke Seite der Gleichung (27) mit 
&2(x» y» z)' folglich ist die Gleichung (28) von der Form 
G2(x, y, z) * G/](x, y, z) =0. Wenn wir eine von den Verän-
derlichen aus den Gleichungen (27) und (28) eliminieren, wer-
den wir eine Identität erhalten. Zu diesem Zwecke bestimmen — 
wir aus der Gleichung (27) die Funktion P-^(z) (das ist mög-
lich, da aus der Voraussetzung F i 0 folgt, dass der Koef-
fizient bei der Funktion P^(z) von Null verschieden ist)und 
setzen in die Gleichung (28) ein. Es ergibt sich 

[P4(^) + P 5(^) - P ^ 2 ) - P 5(^)] |rt2P4(x) +CX2P5(y) +CCJ _ 

- [P^(x) + P5(y)] • [ P ^ ) - P ^ ) ] ^ ^ ) + P3(y) + 

• [P2(x) + P5(y) ]= 0. 

Wenn ein nomographisches Polynom identisch gleich Null 
ist, dann verschwinden alle Koeffizienten derjenigen Glieder, 
die linear unabhängig sind. 

- 27 -



14 J.Wojtowicz 

Folglich, muss der Koeffizient bei der Punktion P^(x) • P2(x) 
gleich Null sein, da die Funktionem P2(x), P ^ W u"3̂  * 
• P2(x) linear unabhängig sind. Dieser Koeffizient ist gleich 
P ^ ( ^ ) - P^ji^) und- ^ ^ n a c i l Voraussetzung von Null verschie-
den. Folglich ist die Annahme, dass die Determinante (28) für 
alle Tripel x, y, z, die die Gleichung 27 erfüllen,gleich 
Null ist, falsch. Daher existiert ein Punkt ^ j» ^j)» 
der die Gleichung (27) erfüllt, derart dass die Determinante 
des Gleichungssystems 

a l p 1 ^ i ) + C X 2 [ P ^ i ) + C S ] = 

= - P ^ ^ ) [p2(^.) + P 3(^)], 1 = 1 , 2 , 3 

von Null verschieden ist. 
Aus diesem Gleichungssystem berechnen wir die Konstanten 

OU , cx.p und cc.,. 
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