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EFFEKTIVE BESTIMMUNG DER FUNKTIONEN IN GEWISSEN
NOMOGRAMMIERBAREN FORMEN DER GLEICHUNGEN
MIT DREI VERANDERLICHEN

EINFUERUNG

In dem Arbeiten [1] und [2] sind die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen aufgestellt worden, dafiir dass eine
anamorphosierende Punktion existiere, die 'Gleichung in die
kanonische Form der Gleichung der dritten Ordnung oder in die
Kanonische Form von Cauchy oder in die erste kanonische Form
von Soreau Uberfinrt. Doch ist es oft schwierig, die Resul-
tate dieser Arbeiten praktisch auszunutzen, flr die die effek-
tive Bestimmung der Funktionen, die in der kanonischen Form
auftreten, die Kenntnis der anamorphosierenden Funktion no-
twendig ist: die anamorphosierende Funktion aber ist ein In-
tegral einer durch Quadraturen integrierbaren gewbhnlichen
Differentialgleichung. Nun entstehen die Koeffizienten dieser
Differentialgleichung, in der eine Funktion von drei Verander—
lichen als Funktion einer anderen Funktion von drei Verander-
lichen dargestellt wird (die MOglichkeit einer solchen Dar-
stellung ist bewiesen worden). Die letzte Operation erschwert
und macht manchmal die praktische Anwendung der Resultate je-
ner Arbeiten unméglich.

Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Aufstellung von Me-
thoden fur die Bestimmung der Funktionen in der kanonischen
Form ohne Bestimmung der anamorphosierenden Funktion.
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2 J.Wojtowicz
1. GLEICHUNG DER DRITTEN NOMOGRAPHISCHEN ORDNUNG

Es sei eine Funktion F (x, y, z) gegeben, die in dem
durch die Ungleichungen Xo€ X< Xy 5 Jo<I<Tg 2,€2<2,
definierten Wiurfel K stetig ist und stetige partielle Ablei-
tungen hat, die von Null verschieden sind., Wir setzen voraus,
dass eine stetige anamorphosierende Funktion & (u) existiert,
die im Intervalle D stetige von Null verschiedene Ableitung
hat. Das Intervall D ist definiert durch die Ungleichung
u, < u €Uy, WwWo u, =min F (xy, ¥5 2) im Wurfel K und u,=
= max F (x, y, z) im Wurfel K, Die Funktion ist derart,dass

¢ (F) = £(x) + g(y) + h(z) (1)

und die Gleichungen F = O und & (F) = O sind Aquivalent.
Auch setzen wir voraus, dass ein Punkt R(4,Y,4) € K exi-
stiert, so dass F(é, 7 {) = 0 ist. Aus dem Satz Uber die
Stetigkeit und Differenzierbarkeit der verallgemeinerten no-
mographischen Polynome [5] und aus der Stetigkeit der Ablei-
tungen der Funktionen ¢ (u) und F (x, y, z) folgt,dass die
Funktionen f£(x), g(y) und h(z) stetige erste Ableitungen
haben. Daraus, dass die Funktionen ¢ (u) uwnd F (x, y, z)
von Null verschiedene Ableitungen haben, folgt, dass auch die
Ableitungen der Funktionen f£(x), g(y) und h(z) von Null
verschieden sind.

Wir differenzieren die Identitat (1) nach x, y, 2z und
dividieren die erhaltenen Identitaten paarweise

_ Fx (X‘, T Z)

t'(x) = F, =, 7, 2) g (v), (2a)
g (v) %Eﬁ Y 2 ), (2b)
/ FZ (x, ¥, 2) '

h' (z) Emf (x}). (2¢)
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Effektive Bestimmung der Funktionen 3
Es sei P(X5, Jo, 25) € K. Wir setzen in die Identitd

(Ra) 3 =35, 2 =12, ; in die Identitat (2b) x = Xoy 2 =253
in die Identitdt (2¢) x = X5, ¥ = J¥ps ein und erhalten

Fx (xs Joo 22)

£ (x) = R, var %) 8 (35)s (3a)
() =y Zer 3o 22) o (3b)
&\ = Fx (X2, N 22) 27

(o) s pinzr 32t By, (3¢)

- Fx (X2, Jos Z)

Dann setzen wir in die Identitdt (%b) y ¥o ein und den
so berechneten Wert g'(y,) setzen wir in die Identitat (3a)
ein; es ergibt sich

f‘,(x2) gy (%5 325 25) By (X, 35, 35)
) X

(34)

£ (x) (%55 o Zz) Fy (x, I Zz) ! :

Wir integrieren die Identitaten (3d), (3b) und (3c)

F, (%59 ¥ou 25) [F, (%, 35, 25)
y \r2r J21 2 x T J2y T2
F,o (%5, ¥o, Zg)./[Fy (%, Joo 22; dx + 01,(46)

f(x) = f'(xz)

/ F (X y Y 2 )
g(y) =f (X2)~/rFi (xz’ 3, sz dy + 02, (4b)
’ F (X s Joo Z) |
h(z) = £ (X2)j/‘Fi (xi, y;: z] 42 + Cs. (4¢c)

Wir bezeichnen

2 (x) = O 22)/Fx (x, 35 2,)

B Fe (X21 oo ZE) ‘Fy (x, Jos 22) !
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4 J.Wojtowicz
F (X » ¥ 2 )
P = y 2 20 4
2(5’)_ ./Fx X5, s 22) J

_ F (X2| Jos Z)
P3(2) fj/rFi (X5, yi, z) 9%

04-= C,] + C2 + C5

und erhalten

§(F) = £ (x) [P4(x) + By(y) + P5(a) | + oy,

Weil F(§ 195, 8) = ist und die Gleichungen F = O und

$(F) = aquivalent s¢nd, so ist f' (x5) [P (§) + Py(q) +

+ P3(§ ] + C, = O. Somit ist die Gleichung F (x; y, z) =0
dquivalent der ‘Gleichung (5) P (x) + Py(y) + P5( z) - Py(4) -

- Pg(‘l) - P}(s) = 0.

Man sieht leicht, dass, um die erste kanonische Form der
Gleichung der dritten nomographischen Ordnung zu erhalten,
muss man statt der Gleichung (5) die aquivalente Gleichung

exp [B1(x) + Bo(3) + P5(2) = B4(3) - Baly) = B5(5)]

nehmen; um die dritte kanonische Form zu erhalten - muss man
die Gleichung tg [Pq(x) + Bp(y) + Pylz) - Py(4) - Bo(y) -
- P3(§)] = O nehmen,

2. DIE GLEICHUNG VON CAUCHY

Gegeben sei eine Punktion F (x, y, z) definiert und ste-
tig im Wirfel K, der wie im P.I definiert ist. Die Funktion
F (x, y, 2) hat im Wirfel K stetige erste partielle Ablei-
tungen, wobei F_ # 0, Fy #0, F, #0 ist. Wir setzen vo-
raus, dass eine stetige anamorphosierende Funktion & (u) exi-
stiert mit den Eigenschaften wie im P,I, dass ferner

@(F) = h(z) + £(x) g(y) + k(y)
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Effektive Bestimmung der Funktionen 5

ist und dass die Gleichungen F = O und & (F) = O dquivalent
sind,

Wir setzen auch voraus, dass ein Punkt R(g, VD g) € K e-
xistiert, so dass F({, %, {) = O ist., Ahnlich wie im P.I be-
weisen wir, dass die Funktionen h(z), f(x), &(y) und k(y)
stetige partielle Ableitungen haben., Wobei h'(z) # 0, £'(x)#
= 0, g(y) #0 4ist. Wir differenzieren die Identitat (6) nach
x und 2z und dividieren die Seiten der erhaltenen Identita-
ten und erhalten nach Umformung

Fx (x’ I Z) h, VA

g(y) =%, (%, v, 2) T (x)° (72)

Fx (x’ Y z) h' (2

£ T Ty, e 8 () (7]

¥ (Xv M) z)

V() s W s ()

Es sei P (x2, Io z2) € K, Wir setzen in die Identitat
(7a) x = X5y 2 = 2p; in die Identitdt (7v) y = y,, 2z = Z,3
in die Identitat (7¢) x = x5, ¥y = ¥o3 ein und erhalten

\ ) t
Fx (X2, I 22) h (22)

g(y) = F, (Xg, T 22) f/(xg) ’ (8a)
N _ F (X, Jos 22) h'(z2)
£ 2 E T Yo %) B ) (80)
I Fz ( ! ’ Z) ]
W' (2) = Py ) §)- (80)

Wir bezeichnen

Fy (x2, I 32)
Fz (xao Y 22) i

Pq(y) =
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6 J.Wojtowicz

- ¥ (x, Joo 22)

P2(X) = Fz (X, y2’ ZZ) ’
F, (x5, ¥o, 2)
=2 \72 2°*
PB(Z TF (%, 3oy 2) °

Die Identitaten (8) sind von der Form

) = 24(0) T2 (92)
£ (x) = Py(x) :-% , (9b)
b (2) = Py(x) £ (x5) &(35), (9¢)

Setzen wir in (9a) y =y, und setzen dann den Wert von
g(y,) in (9b) und den Wert von g(y,) £ (%) in (9¢) ein,
so kommt '

£ (x) = Py(x) 355

1 (x5)
Py

) und h' (z) = P5(z) Pq(yz)_ B (22)4 .

Wir integrieren diese Identitaten und bezeichnen

P4(x)'sP—1’\}E/P2(x) ax, Pg(z) = P1(y2)/_’P5(z) dz,

es ergibt sich

£(x) f’(xa) P, (x) + C, (10a)

h(z) = b’ (z,) Pg(z) + Cy. (10b)

Ferner berechnen wir _83; [<I> (F)} : aa—z[é (F)]

By (x, 3, z) f(x) g’ + k'
Fz (x, .7, z} "z
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Effektive Bestimmung der Funktionen 7

Wir setzen in dieser Identitdt x =X, und 2z = z5, Dbe-

Foo (X5, ¥y 25)
= (x2’ ! 2) und erhalten
z \¥2» I %

zeichnen P6(y) = 5

k' (y) = Pg(y) b (z) - £(x,) &' (3)-

Wir integrieren diese Identitét in Bezug auf y, bezei-
chnen P7(y) EJ/I%(y) dy und erhalten die Identitat

k(y) = b’ (2,) Poly) - £(xp) &(3) + C3 « (11)
Aus den Identitaten (9a), (10a), (70b), und (11) folgt

¢ [F(x, 3, 2)] = 1 () [Ps(a) + B(x) By(3) +
(12)
+ P7(y) - By (xy) Pa(y) + 04].

) 02 + C
Wo 04 ZT_(@—i ist.

Bs sei P(4,9,4) € K ein Punkt, der die Gleichung
F(¢,v, ¢t) = 0 erflillt. Dann erfullt P auch die Gleichung
$ [F(g, N ;)] = 0., Wir setzen die Koordinaten des Punktes P
in die Identitat (12) ein und erhalten die Gleichung

Po(t) + Pu(3) + Ba(1) + (1) - B,(xp) Bo(y) + G, = O,

Hieraus berechnen wir Cu.
Die Gleichung

P5(Z) + P4(x) Pq()’) + P7(§’) - 4(x2) P,l(y) +

- P5(b) = 2y (8) a(y) - Bply) + Pulxp) Pyly) = 0 )

ist der Gleichung F(x, y, z) &quivalent und ist in der ka-
nonischen Form von Cauchy.
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8 J.Wojtowicz

3. DIE ERSTE KANONISCHE FORM VON SOREAU

Es sei gegeben eine Funktion F(x, y, z) definiert und
stetig im Warfel K, der wie im Punkt I definiert ist. Die
Funktion F(x, y, z) hat in diesem Wirfel stetige partielle
Ableitungen bis zur zweiten Ordnung, wobei F, # 0, Fy £ 0,
F, # 0, szFy - nyFz £ 0, FyzFx - nyFy # 0 ist.

Wir setzen voraus, dass eine stetige anamorphosierende
Punktion & (u) existiert. Diese Funktion hat die Eigenschaf-
ten wie im P.I, Ausserdem habe sie, in dem Intervalle D ste-
tige zweite Ableitung und es sei

#[P(x, 3, 2) | = 2(=) [ 6(x) + n(y) | + X(x) + m(y). (1)

Wir setzen ferner voraus, dass ein Punkt R(g, U g) € X
existiert, dessen Koordinaten die Gleichung F(;, Nab) =0
erfullen und dass fur jeden Punkt S(x, y), der zur Umgebung
des Punktes So(g, W) gehdort, ein Punkt T(x, y, z) existiert,
der die Gleichung F(x, y, z) = O erfillt, und dass die Fun-
ktionen g(x), k(x), 1 und h(y), m(y), 1 linear unabhin-
gig sind, das heisst, dass die Gleichung (714) wirklich der
funften Ordnung ist. Ahnlich wie im P.I beweisen wir,dass die
Funktionen f(z), g(x), h(y), k(y) und m(y) erste Ablei-
tungen haben, wobei f'(z) #0, g'(x) #0, h'(y) #0 ist.

Aus den Identitat (14) folgt

¥'F, =2'(z) [g(x) + h(y)]; (15a)
¥r, = £(z) g (x) + k' (x) ; (15b)
¥F, = 2(z) n'(y) + ' (3) 5 (150)
¥rp, + ¥, =2’ (2) g (x) ; (154)
Q'FyFZ + @'Fyz ='(2) b (3) (15e)
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Effektive Bestimmung der Funktionen 9

$ Py Fy + ® Fyy = 0. (15%)
Wir dividieren die Identitéten (15d) und (15e) seitenwei-
se, berechnen —;~ aus der Identitat (15f), setzen in die er-
haltene Identitdt ein, bezeichnen
-F__F
szFy Xy 2 _ A(x z)
¥ P, - F _F - 1 I
yz x Xy z

und erhalten

S/ (X) =h' (y) A(X, ¥y 2) , (16a)
W) = e ) T -

Es sei P(X,, ¥oy 2p) € K. Wir setzen in der Identitét
(16a) y =y, 2z =z, und in der Identitdt (16b) x = x,,

z = 2y,
g (x) = b (3,) Alx, ¥5, 2), (17a)
b (y) = &' (xy) zjggjj%jj%;y. (17b)

Wir setzen in der Identitat (17b) y = y, und setzen dann
h/(ya) in die Identitaten (17) ein

g (x) = g’ (x,) ey ;2’ ) A(x, ¥, 25). (18)

Wir integrieren die Identitaten (18) und (17b),bezeichnen

\ 1
7

P .(x) =
’l( ng’ Joo 22)

A (x, 375, 25) dx,

P, (y) = -—(———JL——~—5
2(37) /A X5y ¥y Zp dy
und erhalten

g(x) = & (x5) B4(x) + C, , (19a)
- 23 -



10 J.Wojtowicr

h(y) = g" (x5) Pa(y) + C5 © (190)

Wir dividieren die Identitdten (15d) und (15b), dann set-
zen %; berechnet aus (15f) in die erhaltene Identitat ein

szFy - nyFz - ' (2) g {x

FxFy T flz) g'(x) + k¥ (x) °

Wir bezeichnen die linke seite dieser Identitat mit
E(x, y, z). Wir setzen in dieser Identitat x = Xoy ¥ = ¥, und
integrieren.

Es ergibt sich

k (x5)

C
£(z) = 87—}5{—27 exp/E (%0, ¥, 2) dz T T (20)

Wir dividieren seitenweise die Identitaten (15b) und (15c),

. F (x, y, 2) _ .
bezeichnen fj(;jj;:j;; = D(x, y, z) und erhalten
! k' -
T 2 I :)y( :_ m ;{ = D(X, N Z)' (21)

In der Identitat (21) setzen wir y = Yo % =z, In die
erhaltene Identitat setzen wir statt g' (x) die rechte Seite
der Identitdt (18) und statt h'(y) die rechte Seite der
Identitat (17b) ein, dann setzen wir y =y, und erhalten

€ (x) = [2(22) 8 () qrranr ey ¢ 2 02)] Dlx, 3, 7) ¢

2’
(22)

' 1
- f(x2) g (Xg) A(X2, Y2, Z25'A(X’ Yoo 22)-

Ahnlich berechnen wir m'(y) aus der Identitit (21).

Wir setzen x = X,, 2z = 2z, und die Funktion h' (y) neh-
men wir aus der Identitat (17b).
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Effektive Bestimmung der Funktionen 11

m (y) = [f(zz) g’(xa) + k' (xz)] W +

(23)
1

- £(2,) g/(xz) m .

Wir berechnen den Wert m'(y,) aus der Identitat (23),
setzen in die Identitat (22) ein und integrieren. Dann inte-
grieren wir die Identitat (23)

k(x) = [f(zz) g (x5) + k' (x5) ]D( g /D(x,yz,za) dx+

Xo9 Joo Zg)
(24)

- f(za) g’(xz) A(x2,1y2, z2)‘/!&(){, Ior z2) dx + CL|.’

n(y) = [f(zz) g’ (%) + k/(xz)]/m dy +
(25)
- f(zz) g’(xg) "/A—_(XZ' :-]),, zay dy + C5 .

Viir bezeichnen

P’I(Z) = exp/E(xz, Yo, 2) dz,

Pg(x) = Alx,, ;2’ 22)/A(X, Jon 22) dx,

= 1 .
P}(\V) ‘_/A(X@ Y, 22) dy;

Pq_(X) = D(x2, 1}72’ @/D(X, I 22) dx - PZ(X)’

Pe(y) "—'/'5(;{2,;,_,225 dy - P3(y);

C, + C

_(_),12 = .
5 (% = &g
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12 J.Wojtowicz

(Aus der Voraussetzung F, # O folgt, dass Cz # 0 ist.).

Aus den Identitaten (19a), (19b), (20), (24) und (25) er-
halten wir

@[F(X, Vs Z)] = C'Z{P,](z)[Pa(x) + P5(y) +a1} +

oty [ B, (x) + Bo(y) ]+a5},. (26)

Die Gleichungen F = O und
P, (2)[Py(x) + Py(y) +oty] 40, [By(x) + Po(y) ]t oz = 0 (27)

sind aquivalent, da die Gleichungen F =0 und 3 (F) = 0
aquivalent sind.

Wir mussen noch die Konstanten 0‘1, Ao und G.B berech-
nen. Aus der Voraussetzung, dass die Gleichung wirklich wvon
der funften Ordnung ist, folgt, dass auf der Flache, die mit
Gleichung (27) definiert ist, Pq(z) # const, ist.

s gibt zwel Punkte Rq(gq,q 1,'g4)e K und R2(§2,72,52)6‘K,
die die Gleichung (27) erflllen und Pq(éq) #P,(45) ist. Wir
betrachten das System der Gleichungen

oy By(z) +0, [ By(x) + Bo(y) ] + 05 = 24(2) [Bplx) + P5<X)J,

Aq Pq(4q) +olp [ By(dq) + P5(11)] *oy
= -P,(54) [P2(§1) + PB('M)]’
oty By(bp) +0tp [Py(8,) + 95(72)] + ol

= -P,(35) [P2($2) + Pz(Yz)_] .
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Effektive Bestimmung der Funktionen 13

Wir werden beweisen, dass die Determinante dieses Glei-
chungssystems nicht fur alle Tripel x, y, z, die die Glei-
chung (27) erfullen, gleich Null ist.

Beweis.

Nehmen wir an, dass fur alle Truipel x, y, z, die die
Gleichung (27) erfullen

P, (z) P,(x) Ps(y) 1
Pq(gq) P4(;1) + Ps(%q) 1
Pilho)  Bulba) + Pglyp) 1

0 (28)

h

ist.

Folglich stellt die Gleichung (28) geometrisch diejenige
Flache dar, welche der Gleichung (27) entspricht und mbdglich
noch gewisse andere Flachen.,

Wir bezeichnen die linke Seite der Gleichung (27) mit
Ge(x, Y, %). Folglich ist die Gleichung (28) von der Form
Gy(x, ¥, 2) * G4(x, ¥, 2) = O. Wenn wir eine von den Veran-
derlichen aus den Gleichungen (27) und (28) eliminieren, wer-
den wir eine Identitit erhalten. Zu diesem Zwecke bestimmen —
wir aus der Gleichung (27) die Funktion Pq(z) (das ist mog-
lich, da aus der Voraussetzung Fz £ 0 folgt, dass der Koef-
fizient bei der Funktion Pq(z) von Null verschieden ist)und
setzen in die Gleichung (28) ein. Es ergibt sich

[94(51) + P(y,) - By(s,) - P5(72)]]§2P4(x) + 5P (3) +<x3] -
= [By(x) + B5(3) |+ [P(4q) = By()][Ralx) + B5(3) +o ] +
20 R2) + 2502)] - 2162 Ratd) + 250001}
.[ng)+P%y)+q1]=o.
Wenn ein nomographisches Polynom identisch gleich Null

ist, dann verschwinden alle Koeffizienten derjenigen Glieder,
die linear unabhangig sind.
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14 J.Wojtowicz

Folglich muss der Koeffizient bei der Funktion P, (x) » Py(x)
gleich Null sein, da die Funktionem P,(x), P4(x) und Pq_(x) .
* P,(x) linear unabhingig sind., Dieser Koeffizient ist gleich
P,I(;,]) - P,{¢5) und ist nach Voraussetzung von Null verschie-
den., Folglich ist die Annahme, dass die Determinante (28) fur
alle Tripel x, y, z, die die Gleichung 27 erfullen,gleich
Null ist, falsch. Daher existiert ein Punkt R5(§5,v),3, 53),
der die Gleichung (27) erfiillt, derart dass die Determinante
des Gleichungssystems

x, P,I(Qi) + 0, [Pl&(;i) + P5(vli) +0(5] =
= -Pa(6;) [Ba(§3) + B5(y3)), =1, 2,3

von Null verschieden ist.
Aus diesem Gleichungssystem berechnen wir die ZXonstanten
o(,l y &Ko und d3'
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