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UBER DIE ANAMORPHOSIERENDE FUNKTION,
WELCHE DIE FUNKTION F (x, y, z) IN DIE KANONISCHE
FORM CLARKS UBERFUHRT

1. GLEICHUNG IN DER KANONISCHEN FORM VON CLARK

Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Aufstellung der not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fir die Existenz einer
solchen anamorphosierenden Funktion ¢ (u), damit die Punktion
¢ [F (x, ¥, z)] in der kanonischen form Clarks sei.
Hilfsatz 1. Essei G (x, y, 2) eine Funktion, die
in dem durch die Ungleichungen X, < X < X, Io< I <Tq
z2,<'z < 2z, definierten Wurfel K stetig 1ist wund stetige
erste und zweite Ableitungen hat und in K von Null verschie-
den ist. Damit die Funktion G von der Form

G (x, 3, 2) = £(x) [g(3) + b(z)] (1)
sei, ist es notwendig und hinieichend, dass die Identitéten
1 1
8 |G 3 [%x|. N
’a; _Gx' = 0, (28) 3z Tx =0, (Zb) G;Z =0, (20)

erfullt seien.

Beweis der Notwendigkeit. Aus dem Satz uber die Stetigkeit
und Differenzierbarkeit der verallgemeinerten nomographischen
Polynome [1] und aus den Voraussetzungen des Hilfsatzes 1
folgt, dass die Funktionen f(x), g(y), h(z) stetig sind
und stetige erste und zweite Ableitungen haben. Nach leichten
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2 J.Wojtowicz

Rechnung ergibt sich, dass die Identitdten (2a, b, c¢) erfiillt
sind.

Beweis des Hinreichens. Aus den Identitdten (2a) und (2b)
haben wir '

!

G G’
—F = A(x,2) (%a) ¥ =B(x, y). (3b)

Durch Vergleichung von (3a) mit (3b) erhalten wir
A(x,z) = B(x,y).
Daraus erfolgt, dass A(x,z) = A(x). Folglich ist die
Identitdt (3a) von der Form
GI

Nach Integration in Bezug auf x erhalten wir
1n |G| EJ[A(X) ax + C(y,z).

Jetzt bezeichnen wir eprrA(x) dx = f(x) und exp C(y,z) =
= D(y,z) und wir erhalten die Funktion G in der Form

G = f(x) « B(y,2).

Wir wenden die Identitat (2¢) and und erhalten D (y,z) =
= g(y) + h(z). Polglich ist die Funktion G von der Form G =
= £(x) [e(y) + b(z)]. |

Satz 1. Es sei F(x,y,z) eine Funktion, die in dem
durch die Ungleichungen x < x<'x1 v VoS ISTq s 2,8 2S2,
definierten Wirfel K stetig ist und stetige partiellie Ablei-
tungen bis zur dritten Ordnung hat, ausserdem F'_ # O, F'y £
£ 0, F”xy £0, F'., #0, F'__ #£0 ist, Damit die Funktion
F von der Form F = +[f£(x) gl(y) + £(x) h(z) + g(y) h(z) +
+ m(z)] sei, ist es notwendlg und hinreichend, dass die Iden-
titaten
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Uber die anamorphosierende Funktion 3

a Fll
33

5){(F’y>

a Fll _
F’”xyz =0, (4e) 77 F,—x-: = 0. (4f)
y

0, (4c) %(Fﬁﬂgl)zo, (4d)

erfullt seien.

Beweis der Notwendigkeit. Aus dem Satz Uber die Stetigkeit
und Differenzierbarkeit der verallgemeinerten nomographischen
Polynome [1] und aus den Voraussetzungen des Satzes 1 folgt,
dass die Funktionsn f(x), g(y), h(z) und m(z) stetige
Ableitungen bis zur dritten Ordnung hah?n. Nach leichten Re-
chnungen ergibt sich, dass die Identititen (4) erfliilt sind.

Beweis des Hinreichens. Aus den Identitaten (4a, b,e) und
aus dem Hilfsatz 1, den wir auf die Funktion F’x anwenden,
haben wir

P2 AG) [B(3) + o(2)]. (5)

Aus den Identitdten (4c, d, e) und aus dem Hilfsatz 1
angewandt auf die Funktion F'y , erfolgt

F’y = D(y) [E(x) + H_(z)]. (6)

. Wir differenzieren die Identitadt (5) in Bezug auf y und
die Identitat (6) in Bezug auf x ' und erhalten

A(x) B' (3) = D(y) E (x).

Wir trennen die Veranderlichen (F”xy £ 0)

/ 1
%ﬁé%l s.%r§§l = a, a = const.

Daraus erhalten wir die folgenden Identitdten

aJ/‘D(y) dy + b, b

aJ[ A(x) dx + c, ¢ = const.

const.

i
1}

B(y)

E(x)

-7 -



4 J.Wojtowicz

‘Die so berechneten Funktionen B(y) wund E(x) setzen wir
in die Identitdten (5) und (6) ein.
Es ergibt sich

-

le = A(x) [a J[D(y) dy + b + C(z)], (7)
Fly 5»D(y)[ a j[A(x) dx + ¢ + H(z)]. (8)
Weil
F"xy = aA(x) D(y) #0, so ist a #0.

Wir differenzieren die Identitdten (7) und (8) in Bezug
auf z und setzen die Werte von F”xz und F"yz in die Iden-
titat (4f) ein. ,

Diese Identitdt konnen wir dann in der Form

3 (A(x) . ' (2) )s 0

2 \D(y) ~ ¥ ()
darstellen.
Daraus haben wir
¢'(z) =p - H (2), D = const.
und folglich
¢(z) = p - H(z) + q, q = const. (9)

Wir setzen C(z) aus der Identitat (9) in-die Identitéat
(7) ein und klammern die Konstante a aus

oz aa() [ [o0) @y + R (=) + 249],  (10)

Wir integrieren die Identitat (10) nach x und die Iden-
titédt {8) nach y o

-]
i

afA(x) dx[fn(y) ay + 2 u(z) + 24274 u(y,2), (1)

F Et/!D(y) dy [ah/'A(x) ax + H(z) + c] + N(x,z). (12)
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Boer die anamorphosierende Funktion 5

Wir vergleichen die rechten Seiten dieser Identitdten und
bringen die Funktionen M(y,z) und N(x,z) auf entgegenge-
setzte Selten

D fA(x) ax « H(z) + (b + q) /A(x) dx - N(x,z) =
= a(z) [() a7 + ¢ fD(3) ay - m(z,2).

Da die linke Seite der Identitat unabhingig von y und die
rechte Seite unabhangig von x ist, so sind die beiden Seiten
nur von 2 abhangig.

Somit

u(y,2) = (=) [D(3) ay + o [D(3) &y ~ax(2).
Folglich erhalten wir
Fea fae) ax+ fo0) @+ p fa(x) ax - Ha) v (b a) -
o [aG) ax 4 5(z) [D(3) ay+ o fD0) ay -ala).

Wir bezeichnen

a/A(x)dx=-—1f(x)+E_+Q_“3_E

p ’
[rG) @
H

(z)

sgn p + Vol 8(vy),

A h(Z) _b+a

Viel P

(b +q- PC)[H(Z) +c + Me
D yipl

nt

sgn p » m(z) = - &(z)

-+

und erhalten

F = sgn p [£(x) () + £(x) h(z) + (y) b(z) + m(z)]. (13)
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2. DIE ANAMORPHOSIERENDE FUNKTION

Wir fihren folgende Bezeichnungen ein

=j;~—r—s—F:—t, 5 = X,¥,23 t = x,¥,2
ASt = 7 0 (Ast)
w F’; ow ’ W=Xy 3y 2

2 2
) e
B = AX2 _ Xy ’

Satz 2. Essei F(x, y, z) eine Funktion, die in
dem . durch die Ungleichungen Xo < X< Xy Yo <TI< Yqs
z,< z< z, definierten Wiurfel K stetig ist und stetige
partielle Ableitungen bis zur vierten Ordnung hat, ausserdem:
F, £ 0, F§ £0, FoA0, NV £a¥%, 2% £ 9%, B£W? ist.

Damit eine anamorphosierende Funktion & (u) existiere,
dass & (u) # 0 und, dass die Funktion ¢[F(x, y, z) von der
Form (13) sei, ist es notwendig und hinreichend, dass die
Identitaten

Ay = a7, (14a)
2 2
B (AYZ - 4%%) 4 A;YCZ - Ag:y + (a%%) - (&%) = o, (14b)

/I

2
F_‘Blz + A% B + A;cy + (&4%9) = o, (14¢)
z

BZ + B(AYZ + A7) + &%V (4%Z_ 4%V, %) 4 A5V A%V = 0, (184)

-B® (AYZ _ A%%) 4 B[(AXZ — AV (AXZ 4 Y7 4 AT + AP - AZZ] +

2 .
+ (A%% - A7) [AXZAyZ + (&%) ] + A’Z‘Z AVE L AYE AFE L AXTATE,

. A}}Ey A¥% = o, (’ltfte)
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Uber die anamorphosierende Funktion ?

B, B, B
-F—?c _——.?;Y— E'Frz— (141)
x y 2z

erfullt seien.
Beweis der Notwendigkeit. Wir setzen in die Identitaten
(#) an Stelle der Funktion F die Funktion ¢ (F) ein. Dann

—g—, = ql und erhalten

bezeichnen wir

Yoy £ 4 (A"?)2 = 0, (152)
Yoy A% 4 AX7 4 (AXZ)'2 = o, (15b)
Yy a5 . A;fy + (Ax3>’)2 = 0, (15¢)

= 0, (154)

2
' AVZ 4 AT% (A%
y'+y + ST 4 (4 °)
Yoy S ey (A 4 AXT 4 aTZ) 4 4R, B KV =0, (15¢)

(‘{" _YZ) _ (Ayz _ sz) +y [(sz)2 _ (Ayz)2 + AJZcz _ AZZ]'*

- 2 (15£)
+ (A%F) A% aTE (AVE) 4 ATEAYE - A7PAP = o,

Wir subtrahieren die Identitidt (15a) von den Ubrigen Iden-
titaten und erhalten

y (A% - BY) L B (%) - (9) =0, (160)
Ayx?? -4 = o, (16b)
y (9% A L3R4, (47%)2 = (4%7)2 = 0, (16c)
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2 |
y% +y (AXE - ATR) ¢ AFEAYE L AYENY _ (0T) A% 03 = 0, (164)

2 2
_qy2 (497 - A%%) 4y [(AXZ) - (AYF) - A%T AYE ¢ aXIAXZ

(16e)

2 2
Aﬁz _ AZZ] + (A%Z) AYZ _ (A¥Z) . AXE _ (Axy)2 YA

2 :
Xy . aXzZ XZ 42 _ p¥2 pX2Z _ Xy ,¥Z Xy X2 —
(a™Y) AT+ A7 A AT A ALV ATT + ALY ATT = 0.
Aus Identitat (16a) berechnen wir die Funktion ¥y

AT () ()
y = AXZ _ Xy ‘

Gemdss den Bezeichnungen ist

y =B. (17)

Weil die linke Seite der Identitat nur von der Verander—
lichen u abhangig ist, so ist auch die rechte Seite Funktion
von nur einer Veranderlichen u.

Weil u = F(x, y, z), so folgt nach dem Satz uUber zusam-
mengesetzte Funktion '

g /

B x B B z ,
ST ST (18)
X y z

Also gilt die Identitat (14f).

Wir setzen Y =B in die Identitdten (16c), (16d), wund
(16e) ein und erhalten die Identitaten (44b), (14d) und (14e),
Dann setzen wir V' = FT?‘ in die Identitat (15a) ein und er-
halten die Identitat (14c). Die Identitédten (16b) und (14a)
sind dieselben,

Beweis des Hinreichens. Aus der Identitat (14£) folgt,
dass eine Funktion y [ f£(x, y, z)] existiert, derart dass

v [F(x,y,z)] = B ist. Weil die Funktion u = F(x, y, z) par-
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iver die anamorphosierende Funktion 9

tielle Ableitungen vierter Ordnung hat, so folgt, dass die
Funktion ¥ (u) die erste Ableitung hat.
Bl

Wir setzen B =y und yl—-FTE- in die Identitat (14c)

ein und erhalten die Identitat (156)?

Weiter setzen wir B = § in die Identitaten (14d) und
(14e) ein und erhalten die Identitaten (16d) und (16e).

Wir multiplizieren die Identitdt B = ¢ mit AXZ - A%
und erhalten die Identitat (16a). Aus der Identitdt (14a)
folgt die Identitat (16b). Dann addieren wir die Identitat
(15a) mit den Identitadten (16a, b, ¢, d, e) und erhalten die
Identitaten (15b, ¢, d, e, f). Aus der Identitat (17), aus der
Stetigkeit der partiellen Ableitungen der. Funktion F und aus
der Ungleichung A*? £ A%V folgt, dass die Funktion ¢ (u)
stetig ist.

Also existiert eine Funktion @'(u), welche die Gleichung

LD (19)

erfillt. Die Funktionen & (u), welche die Gleichung (19) er-
fullen, bilden eine Kurvenschar, die von zwei Parametern ab-
hangig ist.

Wir setzen ¢ (u) aus der Identitat (19) in die Identi-
taten (15) ein und nach Umformung erhglten

aa_y{g_[ n]:&em]} =o,
%{a—"’f [@(F)] t 3 2 () } = 0,
ji_{_éf HOIE 3—-[§ r)] } =0,
ax ay :

"8 J 22 =
e F IR AU
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a2
Ixay3a | 2(F)] =0,

2 2 =
Ll e oo

Wie man sieht, entstehen diese Identitdten aus den Iden-
titédten (14), wenn man die Funktion F durch ¢ (F) ersetzt.
Aus dem Satz 1 folgt, dass die Funktion F von der Form (13)
ist.

Satzsz 3. Wenn Funktionen existieren, welche die Glei-
chung F(x, y, z) = O in die Form (13) uberfihren, so unter-
scheiden sich diese Funktionen nicht mehr als um einen Kon-
stanten Faktor.

Beweis. Aus den Identitaten (17) und (19) haben wir

Daraus

$(u) = c, P(u) +Cy , wo P(u) E/exp[/B(u) du]du..

Aus der Definition der anamorphosierenden Funktion folgt,
dass die Gleichungen F = 0 und $(F) = 0 4&quivalent sind.
Also @ (0) = 0. Hieraus haben wir & (u) = ¢, [P(u) - P(0)].
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