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Vorbemerkung zur 4. Auflage 

Während die 3. Auflage dieses Büchleins ein beinahe un-
veränderter Nachdruck der noch von Richard Baldus selbst 
besorgten 2. Auflage war, wurden jetzt einige Änderungen 
vorgenommen und Ergänzungen angefügt. Außer der histo-
rischen Einleitung blieb nur der axiomatische Teil davon 
fast unberührt; diese einzigartige Baldussche Leistung sollte 
möglichst unangetastet bleiben. Beibehalten wurde auch 
das Verfahren, die Nichteuklidische Geometrie im projektiven 
Bild in der Euklidischen Ebene zu entwickeln, weil es nicht 
nur das fruchtbare Prinzip der speziellen Lage anzuwenden 
erlaubt, sondern auch die uneigentlichen Punkte und Ge-
raden bequem zugänglich macht. Neu bearbeitet wurde unter 
anderem hauptsächlich die Trigonometrie und, in stärkerem 
Maß, die analytische Geometrie. 

Im ganzen aber war das Bestreben, die Eigenart der 
Baldusschen Darstellung zu wahren, deren Hauptmerkmale 
Gründlichkeit beim Durchdenken aller auftauchenden Fra-
gen, die Baldus' starkem erkenntnistheoretischem Interesse 
entsprang, und peinliche Sorgfalt bei der Durchführung der 
Beweise sind. Eindrucksvoll bringt Baldus die Überzeugung 
zur Geltung, daß der anschaulichen Vorstellung in der 
Nichteuklidischen Geometrie die gleiche Rolle zukommt wie 
in der Euklidischen, was einem Gauss noch selbstverständ-
lich war, aber natürlich in keiner dieser Geometrien dazu 
berechtigt, sich bei Beweisen auf die Anschauung zu berufen. 

Zum Schluß wurde ein kurzer Blick auf die Clifford-
Kleinschen Flächen geworfen, insbesondere wurde die im 
hyperbolischen Fall bestehende Möglichkeit ihres Aufbaues 
aus einfachen Elementen beschrieben, eine Theorie, die bis 
jetzt noch keinen Eingang in die Lehrbücher gefunden hat, 
obwohl sie schon seit Jahrzehnten bekannt ist. 
München, im Frühjahr 1964 F. Löbell 

Anmerkung des Verlages: Unmittelbar nach Abschluß der Korrekturen er-
reicht uns die Nachricht, daß Herr P r o f e s s o r Dr. F r a n k L ö b e l l am 
31. Mai 1964 plötzlich verstorben Ist. — Bei der Veröffentlichung des Bandes 

gedenken wir unseres Autors in Dankbarkelt und Verehrung. 



Inhalt 
Seite 

Vorbemerkung zur 4. Auflage 3 

Literatur 0 

I. A b s c h n i t t . 

D e r g e s c h i c h t l i c h e W e g z u r N i c h t e u k l i d i s c h e n 
G e o m e t r i e . 

I— 3. Euklids Elemente 7 
4— 9. Aus der Geschichte des Parallelenaxioms 9 

10—12. Die Entdecker der NichteukJIdischen Geometrie 15 

II . A b s c h n i t t . 

A x i o m a t i k d e r a b s o l u t e n G e o m e t r i e . 
13—14. Bedeutung der absoluten Geometrie 20 
15—10. Formalisierung der Geometrie 22 
17—18 A. Annrdoungsaxiome 24 

IQ. B. Dimensionsaxiom 23 
20—22. C. Kongruenzaxiome 29 
23—26 Kolgerungen aus den AxlomgruDDen A—C 33 

27. Einige Sätze über den Kreis 38 
28 — 33. D. Axiome des Messens 40 

34. Weitere Sätze Ober den Kreis 47 
35—36. Rechtwinklige Koordinaten und Yollständigkeltssatz 4S 

I I I . A b s c h n i t t . 

D i e E u k l i d i s c h e G e o m e t r i e . 
37—38. E. Das Euklidische Parallelenaxiom 50 

I V . A b s c h n i t t . 

A x i o m a t i k d e r h y p e r b o l i s c h e n G e o m e t r i e i m 
E i n h e i t s k r e i s e . 

39—40. Die Axiome A 1 —6 und B 54 
41—44. Hyperbolische Streckenkongruenz. Die Axiome C 1 — 3 . . . 56 

45. Die Axiome des Messens 59 
46—48. Automorphe Kollineationen des Bandkreises 60 
49—51. Hyperbolische Winkelkongruenz. Die Axiome C 4 — 6 . . . . Ii2 

52. Der Widerspruch mit dem Euklidischen Parallelenaxiom . . . 65 
53—54. Wlderspruchsiosigkeit der hyperbolischen Geometrie 66 
65—56. Das Nichteuklidische Parallelenaxiom E' 68 

57. Einzigartigkeit der hyperbolischen Geometrie 70 



Inhalt 5 

V. Abschnitt. 

D ie h y p e r b o l i s c h e G e o m e t r i e als s e l b s t ä n d i g e D i s z i p l i n . 
58— 59. Vorbemerkungen 71 
60— 61. Hyperbolische Gebilde in spezieller Lage zum Randkreise. . 73 

62. Orthogonalität 74 
63— 64. Parallele Gerade 75 

65. Abstandslinien 77 
66. Kreiße SO 
67. Grenzkreise 81 
68. Winkelmessung 84 

69— 70. Winkelsumme im Dreieck 85 
71— 73. Streckenmessung; Hyperbelfunktionen . . . 87 

74. Der Parallelwinkel 92 
75— 76. Parallelogramme und Trapeze 93 
77— 81. Die Hjelmslevsche Mittellinie 94 
82— 85. Fundamentalkonstruktionen 100 
86— 91. Merkwürdige Punkte des Dreiecks 104 
92— 95. Trigonometrie 110 
96— 98. Reguläre »-Ecke 117 
99—100. Umfang des Kreises. Bogenlänge der Abstandslinie . . . . 119 

101—104. Analytische Geometrie 121 
105—106. Der Dreiecksinhalt 130 
107—108. Flächeninhalt des Kreises. Sektor der Abstandslinie . . . . 134 
109—110. Flächen zwischen parallelen Geraden 137 
111—112. Asymptotische Dreiecke 1SS 

113. Uneigentliche Elemente 140 
114—115. Absoluter Charakter der Strecken- und Inhaltsmessung. . . 141 

VI. Abschnitt. 

S c h l u ß b e t r a c h t u n g e n . 
116. Beweiskraft der Deutung [ $ } 144 

117—118. Die elliptische Geometrie 145 
119—121. Geometrie und Wirklichkeit 148 
122—125. Ausblick auf die Clifford-Kleinschen Flächen 150 

Register 156 



Literatur 

[1] R. Bonola, Die n i ch t euk l id i s che Geometr ie , deutsch 
von H. Liebmann. 3. Aufl. Leipzig und Berlin 1921, 207 S. 

[2] F. Engel, N. I. L o b a t s c h e f s k i j , Zwei geomet r i sche 
Abhand lungen . Leipzig 1899, 476 S. 

[3] F. Engel und P. Stäckel, Die Theor ie der Para l l e l l in ien 
von Eukl id bis auf Gauß. Leipzig 1895. 325 S. 

[4] F. Enriques, P r inz ip ien der Geometr ie ; Enzyklop. d. 
math. Wissenschaften III, lx. Leipzig 1907—1910, S. 1—129. 

[5] F. Enriques, F ragen der E l e m e n t a r g e o m e t r i e , I. Teil, 
deutsch von H. Thieme. Leipzig 1911, 366 S. 

[6] D. Hilbert, Grund lagen der Geometr ie . 9. Aufl. Stutt-
gart 1962, 272 S. 

[7] F. Klein, Vor lesungen über n i ch t euk l id i s che Geo-
met r i e , bearbeitet von W. Rosemann. Berlin 1928, 326 S. 

[8] H. Liebmann, N ich t euk l id i s che Geometr ie . 3. Aufl. 
Berlin und Leipzig 1923, 150 S. 

[9] K. Lingenberg, E i n f ü h r u n g in die n i ch t euk l id i sche 
Geometr ie . Hannover 1960, 85 S. 

[101 ff. Meschkowski, N ich teuk l id i sche Geometr ie . 2. Aufl. 
Braunschweig-Berlin-Stuttgart 1961, 80 S. 

[11] O. Perron, N ich teuk l id i sche E l e m e n t a r g e o m e t r i e der 
Ebene . Stuttgart 1962, 134 S. 

[12] F. Schur, Grundlagen der Geometr ie . Leipzig und 
Berlin 1909, 192 S. 

[13] P. Stäckel, W. und J. Bolya i , 2 Teile, Leipzig und Berlin 
1913, 281 + 274 S. 

[14] J . Tropfke, Geschichte der E l e m e n t a r m a t h e m a t i k , 
IV. Bd. Ebene Geometrie, 3. Aufl. besorgt von K. Vogel, 
Berlin 1940, 316 S. 

[15] M. Zacharias, E l e m e n t a r g e o m e t r i e und e l emen ta re 
Nich teuk l id i sche Geometrie in s y n t h e t i s c h e r Be-
hand lung ; Enzyklop. d. math. Wissenschaften III, 12. 
Leipzig 1914—1921, S. 859—1172. 
Eine neuartige Begründung der Geometrie gibt das Bucli von 

[IG] F. Bachmann, A u f b a u der Geome t r i e aus dem Spie-
ge lungsbeg r i f f . Berlin-Gottingen-Heidelberg 1959, 311 S. 



L A b s c h n i t t . 

Der geschichtliche Weg zur Nichteuklidischen Geometrie. 

Euklids Elemente. 

1. Eukl id , der große griechische Geometer, der vor 300 
v. Chr. lebte und in Alexandria lehrte, hat in seinen berühm-
ten 13 Büchern der „Elemente" (CTTOIXEÎC<, elementa) die 
Grundlagen der Geometrie in einer Weise dargestellt, die sich 
trotz der fortschreitenden Entwicklung der Mathematik,' 
trotz immer wiederholten Verbesserungsversuchen über 2000 
Jahre lang im wesentlichen als wissenschaftlich unantastbar 
erwiesen hat. Und viel von ihm hierin Geleistetes gilt auch 
noch in unseren Augen, deren Blick durch die einschlägigen 
neueren mathematischen Forschungen geschärft ist, die in 
den letzten anderthalb Jahrhunderten weit über Euklid 
hinausgeführt haben. 

Den folgenden Betrachtungen legen wir die vorzügliche, text -
kritische, griechisch-lateinische Parallelausgabe der Elemente 
E u k l i d s v o n I. L. H e i b e r g , Leipzig, I. Bd. 1883, zugrunde*). 

2. Euklid beginnt das erste Buch seiner Elemente mit 23 
Definit ionen (ôpoi, definitiones), die aber nicht Ausdruck 
einer einheitlichen Absicht sind, sondern die zwei verschiedene 
Aufgaben zu erfüllen haben: So soll z. B. Def. I „Ein Punkt 
ist, was keinen Teil hat", ebenso wie Def. II „Eine Linie ist 
eine Länge ohne Breite" oder wie Def. IV „Eine Gerade ist 
eine Linie, die in einer Flucht mit den Punkten auf ihr 
liegt"**) im Leser eine anschaul iche Vorstel lung dieser 

*) Ins Deutsche übersetzt von C. T h a e r , Ostwald's Klassiker Nr. 235, 236, 
240, 241, 243. Leipzig 1933—37. 

•*) Diese Übersetzung deB griechischen Textes „EüösTcc ypanpr] èaxiu 
^ T I Ç éÇ ÏCTOV TOÏÇ È®* ÊAUTFIS OT|IIEÎOIÇ KEÎTCCI" ist sinnvoller als die übliche 
„Eine Oerade ist eine Linie, die gleichmäßig zu den Funkten auf ihr liegt"; 
sie steht im Einklang mit Forschungsergebnissen, die P. T a n n er y schon im 
Jahr 1897 mitgeteilt hat (Mémoires scientifiques, II , Toulouse et Paris 1912, 
p. 640—644). Die Erklärung stimmt im wesentlichen mit der schon von P l a t o 
gegebenen überein, die die Geraden mit den Lichtstrahlen identifiziert. — 
Es sei noch bemerkt, daß Euklid, wenn er von einer Geraden spricht, immer 
ein begrenztes Stück einer solchen, eine Strecke, meint. 
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räumlichen Gebilde wecken, oline daß damit irgendwelche 
mathematische Aussagen verbunden wären, die später ver-
wendet werden sollen; diese Definitionen haben keine ab-
strakt-mathematische Bedeutung, und dementsprechend 
macht Euklid niemals auch nur den Versuch, einen Beweis 
auf sie zu gründen. Dagegen enthält eine ganze Reihe von 
Definitionen m a t h e m a t i s c h e A u s s a g e n , die für spätere 
Überlegungen verwertbar sind, wie etwa Def. XVII „Durch-
messer des Kreises ist irgendeine durch den Mittelpunkt ge-
zogene und auf beiden Seiten vom Kreisumfange begrenzte 
Gerade; sie hälftet den Kreis" oder Def. XXI I I „Parallel 
sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und nach 
beiden Seiten unbegrenzt verlängert auf keiner Seite mit-
einander zusammentreffen". 

3. Auf die Defin tionen folgen bei Euklid 5 P o s t u l a t e 
(at-ninon-a, postulata) und 5 Axiome (xoival ivvoiat, com-
munes animi conceptiones). Die Postulate sind: 

I. Es soll gefordert weiden, daß man von jedem Punkte zu 
jedem Punkt eine Gerade ziehen kann. 

II. Und daß man jede begrenzte Gerade zusammenhängend 
gerade verlängern kann. 

III. Und daß man um jeden Mittelpunkt mit jedem Halb-
messer einen Kreis beschreiben kann*). 

IV. Und daß alle rechten Winkel einander gleich sind. 
V. Und wenn eine Gerade zwei ande re Gerade 

t r i f f t und mi t ihnen auf derse lben Sei te i nne re 
Winkel b i lde t , die zusammen k le iner als zwei 
Rechte s ind , sollen jene beiden Geraden , unbe-
g renz t v e r l ä n g e r t , auf der Seite z u s a m m e n t r e f f e n , 
a u f d e r d i e W i n k e l l i egen , die z u s a m m e n k l e ine r als 
zwei R e c h t e sind**). 

*) Euklid benützt den Zirkel grundsätzlich nicht als Streckenübertrager; 
das geht eindrucksvoll aus der 2. Proposition des I. Buches der Elemente 
hervor. 

*•) III. und V. sind nur ffir die Ebene gedacht, was nicht ausdrücklich aus-
gesprochen Ist. Überhaupt enthalten Euklids Elemente, mit Ausnahme einiger 
Definitionen zu Beginn des 1. Buches, erst vom 11. Buch an räumliche Be-
trachtungen. 
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Die Axiome lauten: 
I. Dinge, die demselben Ding gleich sind, sind auch ein-

ander gleich. 
II. Und wenn man Gleiches zu Gleichem hinzufügt, dann 

sind auch die Summen gleich. 
III. Und wenn von Gleichem Gleiches abgezogen wird, dann 

sind auch die Reste gleich. 
VII.*) Und Dinge, die einander decken, sind einander 

gleich. 
VIII. Und das Ganze ist größer als sein Teil. 
Nun reiht Euklid die Konstruktionen und die Beweise der 

Sätze an, welche das Gebäude der Geometrie bilden, mit der 
Absicht, dabei anschauliche Beweismittel zu vermeiden, viel-
mehr r e i n l o g i s c h v o r z u g e h e n , und zwar so, daß neben 
den mathematischen Aussagen der in Nr. 2 genannten zweiten 
Art von Definitionen nur die Postulate und Axiome in den 
Schlußweisen verwendet werden sollen. Diese Absicht ist f ü r 
immer größere Teile der Mathematik vorbildlich geworden, 
mit ihr ha t Euklid den Grundstein zur Axiomatik gelegt. 

Der Ausdruck Axiom findet sich schon bei A r i s t o t e l e s (384 
bis 322 v. Chr.), tritt aber bei Euklid nicht auf. Die Elemente 
enthalten in den späteren Büchern noch weitere Definitionen — 
es werden im ganzen 118 Definitionen eingeführt —, aber keine 
Postulate und Axiome mehr. Die Postulate enthalten Aussagen 
über geometrische Gebilde (Gerade, Kreis, Winkel), die Axiome 
dagegen reine Größenaussagen; diese Unterscheidung ist in 
neueren Untersuchungen fallen gelassen worden, man spricht 
heute vielfach nur noch von Axiomen. Auch wir gebrauchen 
weiterhin den Ausdruck Postulat nur noch in Verbindung mit 
einer bestimmten Nummer (II. Postulat) und meinen mit den 
Axiomen Euklids seine Postulate und Axiome, mit Axiomen-
system die Gesamtheit beider, mit Parallelenaxiom das V. Po-
stulat. 

Aus der Geschichte des Parallelenaxioms. 

4. Während die übrigen Axiome naheliegende Grundan-
nahmen einfachster Art enthalten, machte das Parallelen-

*) Die Bezeichnung des 4. and 5. Axioms mit VII und VIII hat textkritische 
Gründe. 
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axiom schon den Alten den Eindruck eines verwickelten geo-
metrischen Satzes. Dazu kommt noch, daß Euklid möglichst 
lange die Verwendung des Parallelenaxioms vermeidet und 
es zum ersten Male beim Beweis des 29. Satzes im 1. Buche 
heranzieht, weiterhin, daß Satz 28 „Schneidet eine Gerade 
zwei andere Gerade und bildet mit ihnen auf einer Seite innere 
Winkel, deren Summe zwei Rechte beträgt, dann sind die 
beiden Geraden parallel" formal und inhaltlich mit dem 
Axiom aufs engste verwandt ist; dieses ist auch eine Um-
kehrung des 17. Satzes des 1. Buches, der aussagt, daß im 
Dreieck die Summe irgend zweier Winkel kleiner ist als zwei 
Rechte. 

So wird es begreiflich, daß die Versuche, das Paral lelen-
axiom zu beweisen und damit zu zeigen, daß es ein Satz, 
aber kein Axiom ist, fast so alt sind wie die Elemente Euklids. 
Diese Versuche bildeten bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts 
den Hauptteil der kritischen Beschäftigung mit Euklid. Mit 
unermeßlicher Mühe suchte man immer wieder vergebens, 
einen Weg zum heiß ersehnten Ziel eines Beweises für das 
Parallelenaxiom zu finden. 

Erst nach 2000 Jahren waren einige bedeutende Mathe-
matiker dazu reif geworden, sich von der Logik, der man bis-
her den Weg aufzwingen wollte, führen zu lassen, und nun 
erkannten sie fast gleichzeitig und ohne gegenseitigen Zu-
sammenhang, daß die früheren Versuche deshalb ihr Ziel ver-
fehlen mußten, weil dieses gar nicht existierte. 

Es kann nicht unsere Aufgabe sein, mit der Sorgfalt für 
Einzelheiten wie ein mathematischer Historiker dieser ganzen 
Entwicklung nachzugehen, über die man reichliche geschicht-
liche Angaben in den Darstellungen Engel-Stäckel [3]*) und 
Bonola-Liebmann [1] findet; wir wollen nur zurückblickend 
das für den modernen Beschauer Wesentliche betrachten. Mit 
Rücksicht auf den zur Verfügung stehenden Raum wollen 
wir uns dabei im folgenden ausschließlich mit der Geometrie 
der Ebene, der Planimetrie, beschäftigen. 

* ) Nummern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeich-
nis S. 6 des vorliegenden Buches. 
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5. Aus der gegen den Schluß von Nr. 3 angegebenen Ab-
sicht des axiomatischen Aufbaues ergibt sich, daß keine 
Axiome stillschweigend eingeführt werden dürfen. Diese For-
derung nach der Vo l l s t änd igke i t des Axiomensys tems 
hat Euklid nicht erfüllt,wie sehr er sich auch darum bemühte. 
So ist, um nur einige Beispiele zu nennen, in der in Nr. 2 an-
geführten Def. XVII stillschweigend angenommen, daß jeder 
Punkt einer Geraden diese in zwei Teile trennt, eine Annahme, 
die auch in die Def. XXIII hereinspielt, im V. Postulat ist 
stillschweigend vorausgesetzt, daß jede Gerade die Ebene in 
zwei Gebiete teilt, im Axiom VII werden Dinge zur Deckung 
gebracht und damit Bewegungen in die geometrischen Be-
trachtungen hereingezogen, ohne daß deren Axiome ausge-
sprochen wären. Schon Gauß stellte fest, daß eine Erklärung 
der Zwischen-Beziehung gegeben werden müßte und könnte. 

Die Beschäftigung mit dem Parallelenaxiom hat in solchem 
Maße die Aufmerksamkeit auf dieses gelenkt, daß man die 
soeben genannten und ähnliche wirkliche Mängel des Euklidi-
schen Systems wenig oder gar nicht beachtete. 

Bei den Versuchen, das Parallelenaxiom zu beweisen, hatte 
man die Absicht, das V. Postulat nach geglücktem Beweis 
als aus den übrigen Axiomen ableitbar wegzulassen. Darin 
kam die selbstverständliche Forderung zum Ausdruck, daß 
keine überflüssigen Axiome eingeführt werden sollten, eine 
Forderung, die man später zu dem Verlangen nach einem 
mögl ichs t e in fachen Axiomensys tem erweitert hat. 

Wenn zwei verschiedene Axiomensysteme für dasselbe Gebiet 
der Mathematik vorliegen, kann man zwar nicht immer rein lo-
gisch entscheiden, welches davon einfacher ist, hier wird oft das 
Gefühl, der persönliche Geschmack mitzusprechen haben, jeden-
falls aber wird der Ausschluß überzähliger Axiome durch die Forde-
rung der Einfachheit erzwungen. 

6. Die vermeintlichen Beweise des Parallelenaxioms hatten 
stets das gleiche Schicksal: jedesmal konnte dem Urheber 
eines solchen Beweisversuches nachgewiesen werden, daß er 
eine über die Euklidischen Annahmen hinausgehende Voraus-
setzung stillschweigend eingeführt hatte. So lieferten die miß-
glückten Beweisversuche die positive mathematische Aus-
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sage, daß gewisse Annahmen, im Euklidischen System an die 
Stelle des Parallelenaxioms gesetzt, mit den übrigen Axiomen 
zusammen wieder die Sätze Euklids ergeben; mau erhielt 
dadurch dem Parallelenaxiom gleichwertige, ä q u i v a l e n t e 
Axiome. Unter diesen treten die folgenden auf: 

a) Trifft eine Gerade die eine von zwei Parallelen, dann 
trifft sie auch die andere. 

b) Durch einen im Innern eines spitzen Winkels angenom-
menen Punkt kann man immer eine Gerade ziehen, welche 
die beiden Schenkel des Winkels trifft. 

c) Die auf derselben Seite einer Geraden von dieser gleich 
weit entfernten Punkte liegen selbst auf einer Geraden. 

d) Durch drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte läßt 
sich immer ein Kreis legen. 

e) Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich zwei Rechten. 
f) Es gibt zwei ähnliche, nicht kongruente Dreiecke. 
Ersetzt man das Parallelenaxiom durch eine dieser Annahmen, 

dann läßt sich die Aussage des Parallelenaxioms aus dieser An-
nahme und den übrigen Axiomen als Satz beweisen. Dabei muß 
allerdings ein vollständiges Axiomensystem der Euklidischen Geo-
metrie vorliegen, mit dessen Aufstellung man erst spät begann 
(vgl. Nr. 5). Den ersten großen Fortschritt in dieser Richtung er-
zielte der Mathematiker M. Pasch (1843—1930) in seinem im 
Jahr 1882 erschienenen Buche „Vorlesungen über neuere Geo-
metrie"*). 

Da die Ergänzung der Euklidischen Axiome zu einem voll-
ständigen System bis zu einem gewissen Grade willkürlich ist, 
geht diese Willkür in die ganze kritische Betrachtung der Beweis-
versuche für das Parallelenaxiom ein. 

7. Mit einem wesentlich neuen, für die Folge sehr wichtigen 
Gedanken bereicherte der scharfsinnige Jesuitenpater G. 
Saccher i (1667—1733) die Forschungen über das Parallelen-
axiom : 

Er betrachtet, worin er Vorgänger hat, das Viereck ABCD 
(Fig. 44, Nr.76) mit den beiden rechten Winkeln oc, ß**) und 

*) 2. Aufl. 1926, 275 S., mit einem lesenswerten Anhang von M. D e h n . 
*•) Doppelbogen bezeichnen in anseien Figuren immer rechte Winkel. Der 

Punkt S der Figur wird erst später benötigt werden. 
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den beiden gleichen Seiten AD und BG. Unabhängig vom 
Parallelenaxiom folgt nun y = <5, ohne daß aber zu 
entscheiden wäre, ob dies rechte, stumpfe oder spitze Winkel 
sind. Tritt jedoch einer dieser drei Fälle bei einem einzigen 
solchen Viereck ein, dann geschieht es bei jedem. Dies führt 
zu den drei H y p o t h e s e n des r e c h t e n , des s tumpfen , 
des sp i t zen Winkels. Die Hypothese des rechten Winkels 
läßt sich aus dem Parallelenaxiom beweisen und ist diesem 
äquivalent. Die aus den beiden anderen Hypothesen und den 
Euklidischen Annahmen mit Ausnahme des Parallelenaxioms 
entstehenden Geometrien sucht Saccheri, und das ist sein 
neuer Gedanke, als in sich widerspruchsvo l l nachzu-
weisen; gelänge dies, dann wäre damit vermittels eines in-
direkten Beweises das Parallelenaxiom als ein Satz der Eukli-
dischen Geometrie erkannt. 

Girolamo (Hieronymus) Saccheri war Lehrer der Grammatik, 
Philosophie, polemischen Theologie, Arithmetik, Algebra, Geo-
metrie sowie anderer Fächer, zuletzt an der Universität Pavia. 
Sein hier besprochenes Werk erschien 1733 in Mailand unter dem 
Titel „Euclides ab omni naevo vindicatus", d.h. der von jedem Makel 
befreite Euklid; man findet es in Engel-Stäckel [3] abgedruckt. 
Er setzt darin die vom Parallelenaxiom absehenden Euklidischen 
Annahmen den ersten 26 Sätzen Euklids gleichwertig, was nach 
dem 1. Absatz unserer Nr. 4 nahe liegt. 

Aus der Hypothese des stumpfen Winkels folgert Saccheri, 
daß die Winkelsumme in jedem Dreiecke > 2R ist. Hier ent-
stehen tatsächlich Widersprüche, wenn man mit Euklid die 
unendliche Länge der Geraden voraussetzt, indem sich dann 
aus der Hypothese des s t umpfen Winkels das Parallelen-
axiom beweisen läßt, aus dem die Hypothese des r ech ten 
Winkels folgt. 

Bei der Hypothese des spitzen Winkels dagegen glückt es 
Saccheri nicht, den gesuchten Widerspruch zu finden, so ab-
surd auch für den an Euklid geschulten Geometer die Folge-
rungen sind: die Winkelsumme im Dreieck ist hier < 2 R ; 
der Winkel im Halbkreis ist < R; es kann hier vorkommen, 
daß sich zwei Gerade nicht treffen, deren eine auf einer dritten 
Geraden senkrecht steht, während die andere zu der dritten 



14 I. Der geschichtliche Weg zur Nichteuklidischen Geometrie 

nicht senkrecht steht; es gibt Paare von Geraden, die sich 
asymptotisch nahe kommen, ohne sich zu treffen. Infolge 
eines Trugschlusses glaubt Saccheri auch hier einen Wider-
spruch nachweisen zu können, in Wirklichkeit läßt er die 
Frage nach der logischen Widerspruchslosigkeit der auf der 
Hypothese des spitzen Winkels aufgebauten Geometrie 
offen. 

8. Die bedeutenden Leistungen Saccheris fanden ihre Fort-
setzung in Überlegungen des bedeutenden Mathematikers, 
Physikers und Philosophen J. H. L a m b e r t (1728—1777), 
der noch weitere Folgerungen aus der Hypothese des spitzen 
Winkels zog, so z. B. die Existenz einer absoluten Längen-
einheit aus dieser erschloß und erkannte, daß der Flächen-
inhalt eines Dreiecks dem Unterschiede zwischen dessen 
Winkelsumme und 2R proportional wäre. Weiterhin vermutete 
er einen Zusammenhang zwischen der Hypothese des spitzen 
Winkels und der Geometrie auf einer imaginären Kugel. Auch 
Lambert vermochte nicht, die Hypothese des spitzen Winkels 
zwingend ad absurdum zu führen, ohne aber dem Irrtum zu 
verfallen, daß ihm das gelungen sei. Ein Vorzug seiner 
Betrachtungsweise verdient noch besonders hervorgehoben 
zu werden: Während Saccheri sich im Stil seiner Zeit die 
Behandlung geometrischer Fragen durch Stetigkeitsbetrach-
tungen, denen aber entsprechende Voraussetzungen zu-
grunde liegen mußten, erleichterte, machte sich Lambert 
davon möglichst frei, obwohl er sich durch ein solches, wahr-
haft „elementares" Vorgehen seine Aufgabe erschwerte. 

Johann Heinrich Lamberts hier in Betracht kommende Schrift, 
die man ebenfalls in Engel-Stäckel [3] abgedruckt findet, hat den 
Titel „Theorie der Parallellinien". Sie stammt aus dem Jahre 1766, 
wurde aber erst 1786 aus seinem Nachlaß in Hindenbuigs „Magazin 
für die reine und angewandte Mathematik" veröffentlicht. 

Hier sei auch der bekannte französische Mathematiker A. M. 
Legendre (1762—1833) genannt, dem interessante Sätze über 
die Winkelsumme im Dreieck in den Fällen der drei Hypothe-
sen zu verdanken sind, vgl. Bonola-Liebmann [1], Durch seine 
weitverbreiteten „Éléments de Géométrie" hat er die Forschun-
gen über das Parallelenaxiom sehr gefördert. 
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9. Griechische, arabische, italienische, deutsche, englische, 
französische, ungarische Gelehrte bemühten sich im Laufe 
zweier Jahrtausende um einen Beweis für das Parallelen-
axiom, immer wieder vergeblich. Welche Unsumme von Arbeit 
dabei geleistet wurde, erhellt beispielsweise aus der Tatsache, 
daß nach Engel-Stäckel [3] über 260 ernst zu nehmende 
Schriften bekannt sind, die sich, ohne zum Ziele zu kommen, mit 
der Parallelentheorie beschäftigen. "Wohl mit keinem anderen 
Problem im Gebiete der exakten Wissenschaften wurde solange 
ohne Entscheidung gerungen, so daß es verständlich wird, daß 
es Mathematiker gab, welche die Versuche als aussichtslos 
aufzugeben empfahlen, während andere in immer steigender 
Zahl, vor allem etwa seit 1780, sich um die Überwindung der 
Schwierigkeiten bemühten, ohne daß j emand an der 
a l le in igen Be rech t igung der Euk l id i schen Geo-
met r i e gezwei fe l t h ä t t e . 

Die Entdecker der Nichteuklidischen Geometrie. 
10. Dem großen Göttinger Mathematiker C. F . G a u ß 

(1777—1855) war es vorbehalten, als erster die Lösung des 
Rätsels des Parallelenaxioms zu finden: in jahrelanger, 1792 
beginnender, mühsamer Gedankenarbeit rang er sich zu der 
Überzeugung durch, daß eine Geometr ie d e n k b a r is t , 
die ein dem Pa ra l l e l enax iom wide r sp rechendes 
Axiom und dazu die übr igen Euk l id i schen Annah-
men vo rausse t z t . Er entwickelte eine solche Geometrie, 
ähnlich wie es Saccheri und Lambert bei der Hypothese des 
spitzen Winkels machten, aber nicht, und das ist das wesent-
lich Neue, um einen Widerspruch zu finden, sondern in dem 
klaren Bewußtsein, eine neue, Nich teuk l id i sche Geo-
metr ie a u f z u b a u e n , die in sich ebenso f re i von 
logischen Wide r sp rüchen is t wie die Eukl id i sche . 
Obwohl Gauß über diese seine Untersuchungen nichts ver-
öffentlicht und sich nur gelegentlich in Briefen auf sie be-
zogen hat, steht fest, daß er spätestens 1816 volle Klarheit 
über die logische Berechtigung der Nichteuklidischen Geo-
metrie gewonnen und diese Disziplin weit ausgebaut hatte. 
Diese Nichteuklidische Geometrie ist nichts anderes als die 
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nach Nr. 7 und 8 aus der Hypothese des spitzen Winkels sich er-
gebende Geometrie. Dasselbe gilt von der „Astralgeometrie", 
zu deren Anfängen der Jurist F. K. Schweikart (1780— 
1857) gelangt war, unabhängig von Gauß und gleichfalls 
ohne etwas darüber zu veröffentlichen. 

Carl Friedrich Gauß, Direktor der Sternwarte zu Göttingen, 
war einer der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten und Völker 
von genialer schöpferischer und kritischer Kraft. Der X. Band 
seiner gesammelten Werke enthält in der 2. Abteilung eine 1923 
erschienene Abhandlung von P. Stäckel über Gauß als Geo-
meter, die sich eingehend mit der Entdeckung der Nichteukli-
dischen Geometrie durch Gauß beschäftigt*). Dort findet man 
auch S. 31 ff. nähere Angaben über Schweikart , desgleichen in 
Engel-Stäckel [3], 

11. Zwei Mathematiker teilen sich in den Ruhm, als erste 
in selbständigen, ausführlichen Veröffentlichungen die Nicht-
euklidische Geometrie begründet zu haben, und zwar unab-
hängig von Gauß und voneinander. Es sind das der Russe 
N. I. Lobatschefski j (1793—1856) und der Ungar J. Bol-
yai (1802—1860). 

Nachdem sich Lobatschefskij schon seit 1815 mit der Theorie 
der Parallelen beschäftigt hatte, entdeckte er zwischen 1823 
und 1825 die Nichteuklidische Geometrie. Eine Abhandlung 
darüber, die er 1826 der Universität Kasan vorlegte, ist ver-
lorengegangen, deren Ergebnisse sind in die russisch ge-
schriebene Abhandlung „Über die Anfangsgründe der Geo-
metrie" hineingearbeitet, die 1829 und 1830 im Kasaner Boten 
erschienen ist. In dieser ersten Veröffentlichung Lobatschefs-
kijs über seine Nichteuklidische Geometrie ist deren logische 
Berechtigung betont, und zwar wieder der Geometrie, welcher 
die Hypothese des spitzen Winkels zugrunde liegt. Lobat-
schefskij kannte zwar die Ergebnisse Legendres, wurde aber, 
wie anzunehmen ist, nicht von Gauß beeinflußt. 

Gleichzeitig mit Lobatschefskij gelangte Johann Bolyai 
1823 zu derselben Nichteuklidischen Geometrie, durch den 
mathematischen Verkehr mit seinem mit Gauß befreundeten 

*) Vgl. auch H. E. T i m e r d i n g , „Kant und Gauß", Kantstudien XXVIII, 
(1923), S. 16—40. 
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Vater Wolfgang Bolyai zur Beschäftigung mit dem Parallelen-
axiom angeregt. Der Weg, auf dem J. Bolyai seine Ergebnisse 
fand, war von demLobatschefskijs verschieden und der gleiche, 
den Gauß eingeschlagen hatte, ohne daß J. Bolyai etwas von 
Gaußens Arbeiten gewußt hätte. 1832 veröffentlichte Wolf-
gang Bolyai ein zweibändiges Lehrbuch der Mathematik, und 
als Anhang zu diesem Tentamen teilte Johann Bolyai seine 
Ergebnisse mit. 

Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij war Studierender, dann 
Professor an der Universität Kasan.*) Seine wissenschaftliche 
Großtat war die Begründung der Nichteuklidischen Geometrie, 
für die er den Namen „Imaginäre Geometrie", später „Pan-
geometrie" wählte. Da wir auf den für uns in Betracht kommen-
den Inhalt der Schriften Lobatschefskijs und J. Bolyais an den 
sachlich entsprechenden Stellen unserer späteren Ausführungen 
zurückkommen werden, wollen wir uns hier mit der Aufzählung 
der Titel, zunächst der Schriften Lobatschefskijs, begnügen: 

a) Die schon genannte Abhandlung, „Über die Anfangs-
gründe der Geometrie"1829—1830, deren Übersetzung in das 
Deutsche man in Engel [2] findet (nebst einer ausführlichen Bio-
graphie des Gelehrten). 

b) Es folgte die „Imaginäre Geometrie", und zwar russisch 
in den Kasaner Gelehrten Schriften 1835, französisch in Grelles 
Journal, Bd. XVII, 1837, S. 295—320. 

c) Wieder russisch und in derselben Zeitschrift wie b) erschien 
1835—1838 die ausführliche Darstellung „Neue Anfangs-
gründe der Geometrie mit einer vollständigen Theorie 
der Paral le l l in i en". Auch diese ist in Engel [2] übersetzt. 

d) In gleicher Weise erfolgte 1836 die Veröffentlichung der „An-
wendung der imaginären Geometrie auf einige In te -
grale". b) und d) sind in deutscher Übersetzung 1904 von H. Lieb-
mann herausgegeben worden. 

e) 1840 ließ Lobatschefskij in deutscher Sprache in Berlin die 
Zusammenfassung „Geometrische Untersuchungen zur 
Theorie der Paral le l l inien" erscheinen. 

f) Schwer leidend schloß der große Gelehrte sein mathematisches 
Lebenswerk mit seinem Beitrag für die .Tubiläumsschrift zur Feier 

*) GauBens Freund I. M. C. Bartels war Lobatschefskijs Lehrer in der Mathe-
matik, aber ohne daß Lobatschefskij auf diesem Weg indirekt durch Gauß zur 
Nichteuklidischen Geometrie hingeführt worden wäre. 

B a l d u s , Nichteuklidische Geometrie. 2 
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des 50jährigen Bestehens der Universität Kasan 1856 ab, „ P a n -
géomét r i e ou précis de géomét r i e fondée sur une théor ie 
géné ra le e t r igoureuse des pa ra l l è l e s " (deutsch von H. 
L i e b m a n n , Ostwalds Klassiker Nr. 130). Als das Werk gedruckt 
wurde, war Lobatschefskij erblindet. 

Johann Bolyai war 1818—1823 Zögling der k. k. Ingenieur-
Akademie in Wien. In dieser Zeit reiften seine Ideen über das 
Parallelenaxiom, die ihn zur Nichteuklidischen Geometrie führten, 
so daß er Ende 1823 schreiben konnte, er hätte aus nichts eine 
neue Welt geschaffen. Damit hatte der 21-jährige eine Leistung 
vollbracht, die später den mit Lobsprüchen sehr zurückhaltenden 
Gauß zu der Äußerung veranlaßte: „Ich halte diesen jungen Geo-
meter v. Bolyai für ein Genie erster Größe". Es ist wohl das er-
schütterndste Kapitel in der Geschichte der großen Mathema-
tiker, wie der frühreife, hochbegabte, leidenschaftliche, aufbrau-
sende J . Bolyai unter dem Mangel an Verständnis litt, mit dem 
seine Entdeckung allenthalben, auch vom eigenen Vater, auf-
genommen wurde, wie er sich von Gauß benachteiligt glaubte, 
wie er sich immer mehr in krankhaftes Mißtrauen hineinsteigerte, 
wie er seelisch und körperlich verfiel, bis er, der sich immer wieder 
vergebens zu weiteren großen mathematischen Leistungen auf-
zuraffen versuchte, als längst pensionierter Hauptmann gänzlich 
vereinsamt in Dürftigkeit in Maros-Vâsârhely endigte. Eine aus-
führliche Schilderung dieses wahrhaft tragischen Lebensganges 
enthält Stäckel [13], dazu (neben der Wiedergabe verschiedener 
anderer Schriften der beiden Bolyais in deutscher Sprache) Teile 
des Gesamtwerkes, als dessen Anhang J . Bolyais Nichteukli-
dische Geometrie erschien. Der Titel des Gesamtwerkes lautet: 
„Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae, 
elementaris ac sublimions, methodo intuitiva, evidentiaque 
huic propria, introducendi. Cum appendice triplici", während 
Johann Bolyais prachtvoller Anhang die Überschrift trägt: 
„ A p p e n d i x sc i en t i am s p a t i i ab so lu t e v e r a m e x h i b e n s : 
a v e r i t a t e a u t f a l s i t a t e a x i o m a t i s XI E u c l i d e i (a p r ior i 
haud u n q u a m decidenda) i n d e p e n d e n t e m : a d j e c t a ad 
casum f a l s i t a t i s , q u a d r a t u r a c i rcul i geometr ica"*) . 

12. Mit der Entdeckung der Nichteuklidißchen Geometrie 
hatte der mathematische Geist Fesseln gesprengt, von denen 

*) Es sei hierzu bemerkt, daß in zahlreichen Euklid-Ausgaben das V. (das 
Parallelen-)Postulat als XI . Axiom aufgeführt wurde, weiterhin, daß die Qua-
dratur auch nur eines einzigen Kreises zwar in der Euklidischen Geometrie un-
möglich, in der Nichteuklidischen Geometrie aber, wovon wir noch in Nr. 107 
sprechen werden, durchführbar ist. 
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er sich 2 Jahrtausende lang vergeblich zu befreien versucht 
hatte. Wie außerordentlich groß die Widerstände waren, die 
dabei überwunden werden mußten, können wir in der neueren 
Mathematik Aufgewachsenen nicht mehr ursprünglich emp-
finden, höchstens reflektierend erkennen. Wir müssen zu 
diesem Zweck an Tatsachen denken wie die, daß ein Mathe-
matiker von der überragenden Autorität eines Gauß aus 
Scheu vor dem „Geschrei der Böotier" die eigenen umstür-
zenden Ergebnisse über das Parallelenaxiom zurückhielt, daß 
es über 30 Jahre dauerte, bis in die zweite Hälfte der 60er 
Jahre des 19. Jahrhunderts, ehe weitere mathematische Kreise 
die genialen Leistungen Lobatschefskijs und Bolyais zu be-
achten und zu verstehen anfingen, was besonders den Be-
mühungen von R. Baltzer, J . Hoüel und J. Frischauf zu ver-
danken war. 

Nun wurde es klar, warum all die Versuche, das Parallelen-
axiom zu beweisen, nicht hatten zum Ziel führen können: 
Angenommen, das Parallelenaxiom wäre aus den übrigen 
Axiomen beweisbar. Dann würde es in jeder Geometrie, welche 
diese übrigen Annahmen erfüllt, als eine Folge aus ihnen auch 
gelten. Die Nichteuklidische Geometrie ist aber ein Beispiel 
einer in sich widerspruchsfreien Geometrie, in welcher zwar die 
übrigen Euklidischen Annahmen gelten, aber nicht die Aus-
sage des Parallelenaxioms. Daher kann das Para l le len-
ax iom n i c h t b e w e i s b a r se in . Allerdings wurde diese 
innere Widerspruchsfreiheit der Nichteuklidischen Geometrie, 
die Gauß, Bolyai und Lobatschefskij noch intuitiv angenom-
men hatten, nach einem von E. B e l t r a m i 1868 unter-
nommenen bedeutungsvollen Versuch, erst von Fe l i x Klein 
in einer Reihe von Arbeiten, die vom Jahre 1871 an er-
schienen, streng bewiesen. 

Damit war der erste große Unmöglichkeitsbeweis in der 
Mathematik geführt. Jetzt erst wurde es möglich, über das, 
was Euklid, der Begründer der Axiomatik, erreicht hatte, 
wesentlich hinauszukommen, und in zäher, aber stetig fort-
schreitender Arbeit entstand, die verschiedensten mathe-
matischen Gebiete erhellend, die moderne Axiomatik. 

2 * 
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Hier muß noch erwähnt werden, daß der geniale Mathe-
matiker Bernhard Riemann schon 1854 unter ganz neuen 
Gesichtspunkten metrische Geometrien aufbaute, die außer 
der Euklidischen und der klassischen Nichteuklidischen 
Geometrie noch andere, viel allgemeinere Geometrien um-
fassen; ihre Behandlung liegt aber außerhalb des Rahmens 
dieses Büchleins. 

II. A b s c h n i t t . 

Axiomatik der absoluten Geometrie. 
Bedeutung der absoluten Geometrie. 

13. Da die Nichteuklidische Geometrie, wie wir wissen, die 
sämtlichen Euklidischen Annahmen mit Ausnahme des Par-
allelenaxioms verwendet und da (Nr. 5) Euklids Axiomen-
system unvollständig ist, müssen wir unsere Betrachtungen 
über Nichteuklidische Geometrie mit der Angabe eines voll-
ständigen Axiomensystems der Euklidischen Geometrie be-
ginnen. Die Aufgabe, die Lücken in Euklids Axiomensystem 
auszufüllen, läßt (Nr. 6, Schluß) naturgemäß verschiedene 
Lösungen zu. In Anlehnung an Euklid hat D. Hilbert 
(1862—1943), der bedeutendste Axiomatiker der neueren 
Zeit, mit Benutzung mancher fremder, besonders deutscher 
und italienischer Ergebnisse in seinen berühmten „Grund-
lagen der Geometrie" [6]*) ein Axiomensystem entwickelt; 
ihm folgen wir weiterhin, wenn auch mit einigen Abwei-
chungen**). Die dabei auftretenden Sätze der Euklidischen 
Geometrie werden wir, mit einigen wenigen Ausnahmen, 
ohne Beweise anführen, da deren Ableitungen in die Eukli-
dische Geometrie gehören, deren Kenntnis wir voraussetzen. 

*) Im folgenden kurz zitiert als ,,Grundlagen". 
**) Über die Abänderungen und deren Gründe siehe R. B a l d u s , „Zur Axio-

matik der Geometrie V. Vereinfachung des Hilbertschen Axiomensystems der 
Euklidischen Geometrie", Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wissenschn., Mathem.-
naturw. Abtig., 1937, S. 189-228, ferner ders. „Über nicht beweisbare und doch 
entbehrliche Axiome", Mathem. Zeitsclir. 44, 193S, S. 321-329. 

Schon früher waren Änderungen vorgenommen worden von A. R o s e n -
t h a l in seiner Abhandlung „Vereinfachung des Hilbertschen Systems der 
Kongruenzaxiome". Math. Ann. 71, 1911, S. 257—274. 
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David Hilberts „Grundlagen" erschienen ursprünglich als Bei-
trag zur Festschrift anläßlich der Enthüllung des Göttinger Gauß-
Weber-Denkmales 1899. In Hilberts „Grundlagen" sind die Beweise 
vielfach weggelassen. Weiteres Material, vor allem auch An-
gaben über die Literatur zu den von uns im Zusammen-
hang mit der Axiomatik berührten Fragen, findet man vor allem 
in Enriques [4] und Zacharias [16]. Ein von dem hier gewählten 
abweichendes Axiomensystem ist in Schur [12] eingehend be-
handelt, ein weiteres von Bachmann [16]. 

14. In Nr. 4 hatten wir darauf hingewiesen, daß Euklid 
möglichst lange die Zuhilfenahme des Parallelenaxioms ver-
meidet. Wenn wir im folgenden ebenso vorgehen und in 
dieser Richtung noch über Euklid hinausgehen werden, so 
liegt der Grund dafür nicht in einer Scheu vor dem Parallelen-
axiom, sondern in etwas anderem: 

Alle Sätze, die ohne das Parallelenaxiom beweisbar sind, 
gelten gleichzeitig in der Euklidischen und der Nichteukli-
dischen Geometrie, sie gehören, wie man es seit J. Bolyai 
vielfach kurz bezeichnet, der „abso lu ten Geomet r ie" an. 
Wenn man, wie wir es tun werden, das Hilbertsche Axiomen-
system der Euklidischen Geometrie so abändert, daß an letz-
ter Stelle das Parallelenaxiom eingeführt wird, dann bilden 
die mit den vorhergehenden Axiomen ableitbaren Sätze den 
Inhalt der absoluten Geometrie und damit den gemeinsamen 
Unterbau der Euklidischen und der Nichteuklidischen Geo-
metrie. Je nachdem man nun diesen vorhergehenden Axiomen 
das Euklidische Parallelenaxiom oder ein ihm widersprechendes 
Parallelenaxiom hinzufügt, erhält man die Euklidische oder 
die Nichteuklidische*) Geometrie. Dabei gelten die Sätze, die 
man von nun an beweisen kann (zu deren Beweis das hinzu-
gefügte Axiom notwendig ist), jeweils nur in der einen der 
beiden Geometrien, dagegen nicht in der anderen. Damit 
treten dann die Gemeinsamkeiten und die Verschiedenheiten 
der beiden Geometrien klar und deutlich hervor. 

*) Die durchaus berechtigte Frage, ob man nicht das absolut« Axiomen-
system in verschiedenen Nichteuklidischen Weisen fortsetzen könne, werden 
wir in Nr. 57 verneinen, indem wir zeigen, daß es nur e i n e in diesem Sinne Nicht-
euklidische Geometrie gibt. Daher sprechen wir immer von „der" und nicht 
von „einer" Nichtenklidischen Geometrie. 
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Formalisierung der Geometrie. 
15. Der Beschäftigung mit dem Hilbertsehen Axiomen-

system der Euklidischen Geometrie wollen wir einige grund-
sätzliche Bemerkungen über die moderne Axiomatik der 
Geometrie vorausschicken: 

Die Frage nach der Berechtigung der Nichteuklidischen 
Geometrie läßt sich von zwei Seiten her behandeln, nämlich 
als Frage nach der rein logischen Berechtigung oder als Frage 
nach einer nicht allein durch die rein logische Berechtigung 
gesicherten Existenz, beispielsweise durch Untersuchung ihrer 
Übereinstimmung mit der Wirklichkeit oder mit unserer 
räumlichen Anschauung. Die auf den zweiten Punkt bezüg-
lichen Überlegungen bis Nr. 119—121 zurückstellend, wollen 
wir uns zunächst ausschl ieß l ich mi t der rein logischen 
Seite des P rob lems beschäftigen. 

Hier hat Euklid selbst in seinem axiomatischen Aufbau den 
ersten, entscheidenden Schritt getan, indem er (Nr. 3, Schluß) 
in den Beweisen unabhängig von der Anschauung, rein logisch 
vorgehen wollte. Es ist für den rein logischen Standpunkt nur 
folgerichtig, wenn man diese Loslösung von der Anschauung 
auch in den Definitionen durchführt, womit die in Nr. 2 ge-
nannten Euklidischen Definitionen der ersten Art (z. B. Def. 
I, II, IV) ihre Berechtigung verlieren und entbehrlich 
werden.*) Punkte und Gerade sind jetzt lediglich Worte für 
irgendwelche Dinge, welche nur formallogisch die durch die 
Axiome ausgesprochenen Beziehungen erfüllen müssen; 
denn hierauf allein kommt es für die Beurteilung der Schlüs-
sigkeit einer Beweisführung an. Da die Geometrie, wie er-
wähnt, ausschließlich mit den durch die Axiome ausgedrück-
ten Beziehungen zwischen den mit dem Worte Punkt bezeich-

*) T a n n e r y vertrat schon 1887 die Auffassung, Euklid habe in Wirklich-
keit die geometrischen Grundbegriffe durch seine Axiome oder Postulate 
definiert; nur mit Rücksicht auf den zeitgenössischen Brauch habe er z. B. für 
die Gerade eine der damals üblichen Erklärungen gewählt (vgl. die Fußnote 
zu Kr. 2). Damit nahm er die Konzeption der „ i m p l i z i t e n " oder „ i m m a -
n e n t e n " D e f i n i t i o n vorweg, die H i l b e r t durch seine „Grundlagen" den 
Mathematikern nahebrachte, nicht ohne daß es danach noch jahrelanger Dis-
kussion bedurft hätte, bis diese Auffassung ins allgemeine Bewußtsein ein-
drang. (Vgl. Nr. 17.) 
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neten (aber nicht über die Axiome hinaus beschriebenen) 
Dingen rein logisch operiert, können wir dieses W o r t 
und die B e z i e h u n g e n in j ede r mi t den Ax iomen 
v e r t r ä g l i c h e n Ar t d e u t e n . Jede solche formallogisch 
mögliche Deutung des Axiomensystems, auch „Darstellung" 
genannt, ob sie nun räumlich-anschaulich, z. B. mit der 
üblichen Vorstellung der Punkte, oder auf dem Wege über 
die Zahlen oder sonstwie entsteht, ist jeder anderen logisch 
gleichwertig*). 

16. Die räuml iche Anschauung ist von großem Werte 
bei der schöpferischen axiomatischen Arbeit, indem sie an-
gibt, was axiomatisch gefaßt werden soll, den Weg für die ab-
strakte Formulierung der Axiome weist und zu neuen Er-
gebnissen hinleitet. Dessen ungeachtet wird auf sie in der 
fertigen axiomatischen Darstellung nirgends Bezug genom-
men. Man könnte vergleichend sagen, die räumliche An-
schauung sei das Gerüst, das beim Bau des axiomatischen 
Gebäudes benötigt und nach dessen Fertigstellung als nun-
mehr überflüssig abgebrochen wird. Darüber hinaus ist eine 
brauchbare anschauliche Deutung der geometrischen Axiome 
für den Leser der axiomatischen Darstellung nötig, denn sie 
erst füllt die abstrakt-logischen Deduktionen über die Mög-
lichkeit der Prüfung auf deren logische Richtigkeit hinaus mit 
einem Inhalt und macht damit aus einer Menge zwar unan-
fechtbarer, aber scheinbar willkürlich angehäufter Logik ein 
seinem Aufbau und Inhalte nach verständliches System. 
Trotzdem ist bei der rein axiomatischen Behandlung der Geo-
metrie die Unterdrückung jeder Bezugnahme auf die An-
schauung, die logische Formalisierung zulässig, ja, sie ist bei 
Untersuchungen, bei denen es allein auf die rein logischen 
Beziehungen ankommt, sogar notwendig; man muß sich 
dabei bemühen, überhaupt von jeglicher Deutung abzusehen: 
man gewinnt damit das, was als „ a b s t r a k t e G e o m e t r i e " 
bezeichnet wird**). 

•) Die Notwendigkeit dieser Formalisierung findet man beispielsweise bei 
K . B o e b m , „Begriffsbildung", Karlsruhe 1922, 46 S., nachgewiesen. 

•*) Vgl. hierzuauchF. Schur[12] , 1. Absatz von Nr. 37, S. 106. Weiterehier 
einschlägige Bemerkungen findet man in B.. B a l d u s , „Mathematik und räum-



24 II. Axiomatik der absoluten Geometrie 

Es ist ohne weiteres zuzugeben, daß man durch die vollständige 
Formalisierung wichtige erkenntnistheoretische Fragen beiseite 
schiebt, beispielsweise solche, die bei Euklids wiederholt erwähnten 
Definitionen der 1. Art auftauchen. Andererseits steht aber fest, 
daß es erst durch die einseitige Beschränkung auf die formallogi-
sche Seite der Angelegenheit möglich geworden ist, im rein Lo-
gischen bis in die letzten Zusammenhänge hinein so klar zu sehen, 
wie wir es heute tun*). 

A. Anordnungsaxiome. 
17. Wir wollen uns nun dem in Nr. 13 erwähnten vollstän-

digen Axiomensystem der Euklidischen Geometrie mit Aus-
nahme des Parallelenaxioms und den daraus folgenden Sätzen 
zuwenden, d. h. der absoluten Geometrie, und zwar nach 
dem Schlüsse von Nr. 4 der absoluten Geometrie der Ebene. 

Hilbert baut sein System in 5 Axiomgruppen auf. Dabei 
ist die „Erklärung" des Wortes „Punkt", die er an die Spitze 
stellt, ganz im Sinn unserer Nr. 15 als „ i m p l i z i t e D e f i -
n i t i o n " zu verstehen**). 

Den Axiomen werden wir, wie es übrigens auch Hilbert tut, 
teilweise Figuren beigeben, um sie gemäß unserer Nr. 16 ver-
ständlich zu machen und dem Gedächtnis einzuprägen, wobei 
die übliche, aus der Elementargeometrie bekannte Deutung der 
Worte „Punkt", „zwischen", „Punktreihe" (gleichbedeutend 
mit „Gerade") usw. zugrunde gelegt wird. Dabei bleibt selbst-
verständlich hier überall, da uns nur die rein logischen Zusammen-
hänge interessieren, gemäß Nr. 16 die Freiheit bestehen, die 
Axiome auch in e iner von den Figuren abwe ichenden 
Weise oder, 'wenn man zu vollkommener Abstraktion gelangen 
will, gar n i c h t zu d e u t e n . 

liehe Anschauung", Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, 
XXX, 1921, S. 1—15. Eine naheliegende, brauchbare, von der üblichen ab-
weichende Deutung der Axiome der Euklidischen Geometrie findet man z. B. in 
Ii. B a l d u s , „Formalismus und Intuitionismus in der Mathematik", Karlsruhe 
1924. 45 S., auf S. 11 behandelt. 

*) Vgl. G. H e s s e n b e r g - W. S c h w a n , Grundlagen der Geometrie. 
Berlin und Leipzig 1930. 

**) Über die Gründe dafür, daß im folgenden von Hilberts Fassung abge-
wichen wird, siehe die in Anm. **) zu Nr. 13 genannten Veröffentlichun-
gen. Daselbst ist, bis auf Kleinigkeiten, das liier verwendete Axiomensystem 
behandelt; selbstverständlich sind hier dadurch, daß es sieh nach dem Schlüsse 
von Nr. 4 nur um die Geometrie der Ebene handelt, einige Abänderungen 
nötig geworden. 
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1. Erk lä rung . Die absolute Geometrie handelt von 
einem System von Dingen, die man „Punkte" nennt und 
mit großen lateinischen Buchstaben (z. B. A, B, G) bezeich-
net. Punkte können in einer Beziehung stehen, die durch das 
Wort „zwischen" bezeichnet wird. 

Im folgenden sind unter zwei, dre i , . . . Punkten immer zwei, 
d re i , . . . verschiedene Punkte gemeint*). Die Buchstaben 
in den Axiomen auftretender Punkte, auf die später zurück-
gegriffen wird, sind durch Überstreichen hervorgehoben. Diese 
Punkte können durch andere ersetzt werden, nur muß das 
gleichzeitig in allen Axiomen geschehen, die von ihnen han-
deln**). 

A1. Es gibt drei Punkte R, S, T, die miteinander in keiner 
zwischen-Beziehung stehen. 

A 2. Zu zwei Punkten A, B gibt es wenigstens einen dritten 
Punkt G derart, daß B zwischen A und G liegt, in Zeichen 
ABG. (Fig. 1). 

A 3. Aus ABG folgt GBA. (Fig. 1). 
A 4. Unter drei Punkten gibt es nicht mehr als einen, der 

zwischen den beiden anderen liegt. 
A5. Liegt einer der Punkte A, B, C zwischen den beiden 

anderen und einer der Punkte A, 
B, D zwischen den beiden ande- A B C 
ren, dann liegt auch einer der 1 1 1 ^T 
Punkte B, C, D zwischen den Fig 1 
beiden anderen. (Fig. 1). 

2. Erklärung. Sind A, B irgend zwei Punkte, dann bilden 
die Punkte A und B sowie die Punkte, welche mit A und B 
in einer zwischen-Beziehung stehen, die „Punktreihe AB". 
Punktreihen werden auch mit kleinen, lateinischen Buch-
staben bezeichnet. 

•) Zwei verschiedene Buchstaben können denselben Punkt bezeichnen, aber 
zwei Punkte können nicht zusammenfallen, denn dann wären es eben nicht 
zwei Punkte. 

**) Es handelt sich also nicht um Punktindividuen, wie in der Arithmetik 
um Zahlenindlvlduen. 
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3. E rk lä rung . Jedes Paar von Punkten A, B nennt 
man, ohne Rücksieht auf ihre Reihenfolge, „Strecke AB'1. 
Die Punkte zwischen A und B heißen „Punkte in der 
Strecke AB", A und Bheißen „Endpunkte der Strecke 

AB"; alle übrigen Punkte 
(") der Punktreihe AB heißen 

„außerhalb der Strecke 
AB" gelegen. 

A 6. Sind A, B, C drei 
Punkte, die miteinander 
in keiner zwischen-Bezie-
hung stehen, ist D ein 
Punkt in der Strecke AB 
und E ein außerhalb der 

PJ Strecke AG liegender 
e ' ' Punkt der Punktreihe AC, 

dann enthält die Punktreihe DE mindestens einen Punkt 
in der Strecke BG (Fig. 2)*). 

4. Erklärung. Sind 0, A, B drei Punkte einer Punktreihe, 
dann liegen A und B „auf der gleichen Seite von 0", 
wenn 0 nicht zwischen A und B liegt, „auf verschiedenen 
Seiten von 0", wenn AOB gilt. Die Punkte auf der gleichen 
Seite von 0 bilden eine von 0 ausgehende „Halbpunkt-
re ihe" ; 0 gehört nicht zu ihr. 

5. Erklärung. Drei Punkte A, B, C, die miteinander in 
keiner zwischen-Beziehung stehen, bestimmen ein „Dreieck", 
¡¿1ABC". Die drei Punkte heißen dessen „Ecken". Die 
Punkte in der Strecke AB heißen „Punkte in der Seite 
AB" oder „Punkte in der Gegenseite von C"; diese 
Punkte sowie A und B heißen „Punkte der Gegenseite 
von C". 

6. Erklärung. Es sei ein AABG gegeben. Die Punkte der-
jenigen Punktreihen, welche irgendeine Ecke des Dreiecks 
und einen Punkt der zugehörigen Gegenseite enthalten, bilden 
das „Punktfeld ABC". 

*) Fig. 2 steUt den FaU dar, in dem „genau" statt „mindestens" gesagt 
werden muß. In Nr. 18 wird nach c) davon noch die Rede sein. Vgl. auch 24 d. 
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Die in Nr. 5 erwähnten stillschweigenden Annahmen Euklids 
beziehen sich fast alle auf die Anordnungsaxiome; diese Axiome 
fehlen bei Euklid vollständig, eine Lücke, die zwar Gauß schon 
1832 empfunden hatte*), die aber erst 1882 von M. Pasch aus-
gefüllt worden ist (Nr. 5 und Nr. 6), vor allem durch das „Axiom 
von Pasch", das hier durch das speziellere A6 ersetzt werden 
konnte und später als Satz (24 d) erscheinen wird. 

18. Von den Sätzen, die man mit den bisher eingeführten 
Anordnungs-Axiomen beweisen kann**), seien die folgenden 
genannt: 

a) Irgend drei Punkte einer Punktreihe stehen in einer 
zwischen-Beziehung; genau einer von ihnen liegt zwischen den 
beiden anderen. 

b) Außerhalb jeder Punktreihe gibt es mindestens einen 
Punkt. 

c) Eine Punktreihe oder „Gerade" ist durch irgend zwei 
ihrer Punkte eindeutig bestimmt. 

Aus c) folgt für A 6 sofort die in Nr. 17 (Fußnote *) vor 
der 4. Erklärung) erwähnte Eindeutigkeit des der Punktreihe 
DE und der Strecke BC gemeinsamen Punktes. 

d) Jede Strecke enthält eine unendliche Menge von Punk-
ten. 

e) Jede Punktreihe (Gerade) enthält außerhalb jeder 
Strecke noch eine unendliche Menge von Punkten. 

f) Es gibt eine unendliche Menge von Punktreihen (Ge-
raden). 

Im Anschluß an die 4. Erklärung beweist man nun den 
Satz 

g) Eine Punktreihe (Gerade) wird durch jeden ihrer Punkte 
in zwei Halbpunktreihen oder „Halbgerade" zerlegt. 

•) Vgl. den Brief von Gauß an W. Bolyai: C. F. Gauß , Werke VIII, 
(1900), S. 222. 

**) Die Beweise finden sich in der ersten der beiden in Nr. 13, **) genannten 
Abhandlungen; überhaupt findet man ebenda noch weitere, im folgenden der 
Kürze halber weggelassene Beweise von Folgerungen aus dem hier gebrachten 
Axiomensystem, so den Nachweis, daß nach Hinzunahme des Euklidischen 
Parallelenaxioms alle Axiome des unveränderten Hilbertschen Axiomen-
systems der „Grundlagen" folgen. 
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A' 0 
B' 

Fig. 3. 

So wird z. B. in Fig. 3 vermöge g) die Punktreihe a 
durch den Punkt 0 in die Halbpunktreihen 0, A, A',... 

und 0, B, B',... zerlegt. 
Jeder von 0 verschiedene 
Punkt der Punktreihe liegt 
in einer dieser beiden Halb-
punktreihen. 

h) a sei eine Punktreihe eines Punktfeldes Dann verteilen 
sich die nicht auf a liegenden Punkte des Feldes auf zwei 
Punktmengen derart, daß zwei Punkte dann zur gleichen 

Menge gehören wenn zwischen 
ihnen kein Punkt von a liegt, 
zu verschiedenen Mengen, wenn 
zwischen ihnen ein Punkt von 
a liegt. 

Zu h) vgl. Fig. 4, in der A 
und B zu verschiedenen Punkt-
mengen gehören, da P zwischen 
A und B liegt, dagegen A und 
A! zur gleichen Menge*). Fig. 4. 

6. Dimensionsaxiom 
19. Für die ebene Geometrie enthält diese Axiomgruppe nur 

ein Axiom, nämlich 
B. Jeder Punkt gehört zum Punktfeld R8T. 
Es gibt demnach nur ein Punktfeld; daher kann weiterhin 

das Punktfeld RST kürzer als „das Punktfeld" bezeichnet 
werden. Die beiden Punktmengen von Satz 18h nennt man 
„Halbfelder", das ist der Inhalt der 

7. E rk l ä rung . Eine Punktreihe zerlegt das Punktfeld in 
zwei „Halbfe lder" . Die Punktreihe gehört zu keinem dieser 
Halbfelder. 

Statt Punktfeld und Halbfeld sagt man auch „Ebene" und 
„Halbebene". 

*) Beweise der Sätze g und h stehen schon in der Arbeit von G. F e i g l 
„Über die elementaren Anordnungssätzc der Geometrie". Jahresber. d. D. 
Math.-Vereinig. 33, 1924, S. 2—24. 
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C. Kongruenzaxiome. 

20. Während die bisherigen Axiome reine Lagenaussagen 
enthielten, werden in den nun folgenden Kongruenzaxiomen 
Gleichheitsbeziehungen zwischen Strecken, dann zwischen 
Winkeln eingeführt. 

8. Erk lärung . Strecken können in einer Beziehung stehen, 
die durch das Wort „ k o n g r u e n t " bezeichnet wird.*) 

C 1. Ist eine Strecke AB gegeben, ferner ein Punkt Ä , 
dann kann man in jeder Punktreihe, zu der Ä gehört, min-
destens zwei Punkte B', B[ derart angeben**), daß B'A'B\ 
gilt und daß die Strecke AB den Strecken A'B' und ÄB\ 
kongruent ist, in Zeichen***) AB = A'B', AB = A'B[. 

Davon, daß statt des in diesem Axiom geforderten „minde-
stens" das Wort „genau" gilt, wird noch in Nr. 22 a die Rede sein. 
Da AB und BA nach der 3. Erklärung in Nr. 17 dieselbe Strecke 
bezeichnen, gelten zufolge Axiom 
C 1 auch die Beziehungen BA = 
A'B', AB = B'A', BA s B'A' £ B 
und die entsprechenden, wenn 
man B\ an die Stelle von B' setzt. 
Da ferner C 1 die Forderung ent-
hält, daß B'A'B', gilt, folgt ge-
mäß der 4. Erklärung (Nr. 17) 
aus C 1 auch, daß in Fig. 5, wenn Fig. 5. 
AB, a', A' und die eine Seite von 
A' gegeben ist, der Punkt B' (nach 22 a eindeutig) bestimmt ist, 
wenn er auf dieser Seite liegen soll. 

C 2. Aus ÄB'= AB und A"B"= AB folgt A'B'= A"B". 
Daraus ergibt sich, daß jede Strecke sich selbst kongruent ist, 

d. h. die Streckenkongruenz ist eine r e f l e x i v e Beziehung. Ferner 
ist zu schließen, daß diese Beziehung s y m m e t r i s c h ist, d. h. aus 
AB 53 A'B' folgt A'B' = AB, so daß man sagen kann: „Zwei 
Strecken sind einander kongruent". Endlich folgt, daß die Strecken-

*) Es ist nach dem in Nr. 15 und 16 Gesagten fast überflüssig, zu bemerken, 
daß der B e g r i f f d e r K o n g r u e n z durch die folgenden Axiome C1 bis C6 
i m p l i z i t d e f i n i e r t wird. 

•*) Ob A' In der Punktreihe AB liegt oder nicht, ob die Punk treibe ¿TB' dieselbe 
Ist wie die Punktreihe AB oder nicht, ist dabei gleichgültig. 
•*•) J . Bolyai hat dieses Zeichen für die Kongruenz aus der GauDschen Zahlen-

theorie in die Geometrie übernommen. 
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kongruenz auch t r a n s i t i v ist, d. h. aus AB = CD, CD = EF 
ergibt sich AB = EF. Die Streckenkongruenz ist also eine 
„Äquiva lenz - oder Gle ichhe i t sbez iehung". 

C 3. Ist B Punkt einer 
Strecke AG und B' Punkt 
einer Strecke A'C', ist über-
dies AB = A'B' sowie BG = 
B'G', dann ist AG = A'C'. 
(Fig. 6). 

21. Es wird nun zunächst der Begriff des Winkels einge-
führt; die beiden nächsten Axiome handeln dann von der 
Kongruenz von Winkeln. 

9. E r k l ä r u n g . Jedes Paar von einem Punkt 0 
ausgehender Halbpunktreihen h, k, die nicht zu derselben 

auf ihre Reihenfolge. „Winke l " und bezeichnet es mit 
„<£ (h,k)" oder „<£ (h, h)". h und k heißen die „ S c h e n k e l " 
des Winkels, 0 heißt dessen „Sche i t e l " . Ist A ein Punkt 
von h und B ein Punkt von k*), dann bezeichnet man den 
Winkel mit oder „<£ BOA". 

Sind h und k die Punktreihen, deren Halbpunktreihen h 
und k sind (Fig. 8), dann bildet die Gesamtheit der Punkt-, 
die zugleich demselben von h begrenzten Halbfelde wie 

*) A. und B sind nach der 4. Erklärung (Nr. 17) von 0 verschieden. 
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die Punkte von k und demselben von k begrenzten Halbfelde 
wie die Punkte von h angehören, das „ I n n e r e " des Winkels. 
Die übrigen von 0 verschiedenen und nicht zu A oder k ge-
hörenden Punkte bilden das „Äußere" des Winkels. 

Nach dieser Erklärung gibt es nur hohle Winkel, keine ge-
streckten oder erhabenen. Zwischen zwei Punkten des Winkelin-
neren liegt kein Punkt eines Winkelschenkels. 

a) Enthält eine Gerade den Scheitel 0 eines AOB und 
einen Punkt des Winkelinneren, dann trifft sie die Strecke 
AB*). 

10. E rk l ä rung . Winkel können in einer Beziehung stehen, 
die durch das Wort „kong ruen t " bezeichnet wird. 

C 4. Es sei (A, k) gegeben sowie eines der beiden Halb-
felder in die eine gegebene Punktreihe a' das Punktfeld 
zerlegt; A' sei eine Halbpunktreihe von a! (Fig. 9). Dann gibt 
es genau eine Halbpunktreihe k' so, daß <£ (A, k) dem (A', 
k') kongruent ist und zugleich ein Punkt von k' zu tx' gehört, 
in Zeichen <£ (A, k) = (A', k'). 

Unter Verwendung der vor der 
10. Erklärung erwähnten Tatsache 
beweist man nun leicht, daß jeder 
Punkt des Winkelinneren von 
<£ (A', k') zu « ' gehört. 

22. Das nun folgende letzte 
Kongruenzaxiom schlägt die Brük-
ke zwischen der Strecken- und 
der Winkelkongruenz. Es lautet 
(Fig. 10): Flg. 9. 

B B 

Fig. 10. 
•) Beweis mittele A 6 (Nr. 17). 
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C 6. Es seien AABG und AA'B'C mit den Kongruenzen 
AB = A'B', AG = A'G', <£ BAG = <C B'A'C' gegeben, 
dann ist auch <£ ABC = <C A'B'C'. 

Durch das Axiom C 1 (Nr. 20) ist die Existenz m i n d e s t e n s 
zweier Punkte B', B[ mit den dort verlangten Eigenschaften 
gefordert; aus den übrigen Kongruenzaxiomen folgt nun 
der Satz 

a) Es gibt unter den Voraussetzungen des Axioms C 1 
immer genau zwei Punkte, die dieses Axiom erfüllen. 

C 6 zeigt, daß nicht zwischen gleichsinniger und gegensinniger 
(spiegelbildlicher) Kongruenz unterschieden wird. Durch die 
Kongruenzaxiome sind diejenigen Beziehungen gefaßt, welche 
dem Euklidischen Bewegungsbegriff*) zugrunde liegen. Man 
kann nun davon sprechen, daß man eine Strecke auf eine Gerade 
„ l e g t " , einen Winkel an eine Gerade „ a n l e g t " usw., um die 
durch die Kongruenzaxiome fgewährleistete kongruente Über-
tragung kurz zu kennzeichnen. 

Unter Bezugnahme auf Nr. 15 und den Absatz vor der 1. Erklä-
rung in Nr. 17 sei nochmals darauf hingewiesen, daß vom Stand-
punkte der rein formalen Logik aus auch das Wort „kongruent" in 
von der üblichen Weise durchaus abweichendem Sinne gedeutet 

werden kann, wenn nur die for-
^ B ^ g male Übereinstimmung mit den 

Axiomen erhalten bleibt. Gerade 
„„ die eigentümliche Deutung des 

a 1, 1 A' Wortes „kongruent" wird uns 
C B' später den Schlüssel zur Nicht-

euklidischen Geometrie in die 
Fis- n - Hand geben (Nr. 41 ff., 49ff.). 

Als wichtige Folgerung aus bisherigen Axiomen und dem 
Satz 22 a ergibt sich nun der Satz 

b) Auf einer Geraden g liege der Punkt B zwischen 
den Punkten A und G (Fig. 11). Auf einer von einem Punkt A' 
begrenzten Halbgeraden a' (die auf oder außerhalb g liegen 
kann) bestimme man die Punkte B' und C' so, daß A'B' = AB 
ist und A'G'^AC. D a n n l i e g t auch B' z w i s c h e n A' 
und C'. 

*) Zu den „ B e w e g u n g e n " sind noch die „ X J m l e g u n g e n " hinzuzuneh-
men, welche die Figuren in gegensinnig kongruente verwandeln. 
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Beweis: Nach den Sätzen 18 g und 22 a kann man (Fig. 11) 
einen einzigen Punkt C" auf a? so bestimmen, daß B' zwischen 
A' und C" liegt und daß B'C" == BC ist. Dann ist nach Axiom 
C 3 auch A'C" = AC, und da auch A'C' = AG vorausgesetzt ist, 
folgt aus Satz 22 a, daß C' mit dem soeben angegebenen Punkte C" 
zusammenfällt, d. h. daß B' auch zwischen A' und C liegt. 

Folgerungen aus den Axiomgruppen A — C . 

23. Mit den Axiomen der bisher genannten drei Gruppen 
(Anordnung, Verknüpfung, Kongruenz) kann man viele be-
kannte Sätze der Euklidischen und damit auch der abso-
luten Geometrie in bekannter Art beweisen. Einige von ihnen 
seien genannt, wobei in deren Formulierung in der üblichen 
Weise statt „kongruent" vielfach „gleich" gesagt wird: 

a) 1. Kongruenzsatz für Dreiecke: Wenn für zwei 
Dreiecke ABC und A'B'C' die Kongruenzen AB = A'B', 
AG = A'C', A = A' gelten, so sind die beiden Drei-
ecke kongruent, d. h. es ist auch BG = B'C', <£ B = <£ B', 
<£ G =s C'. (Beweis in den „Grundlagen".) 

b) Man kann jede Strecke und jeden Winkel in eindeutiger 
Weise halbieren. 

c) Es gibt Winkel, welche einem ihrer Nebenwinkel gleich 
sind. 

11. Erklärung. Ein Winkel, der einem seiner Nebenwinkel 
kongruent ist, heißt ein „rechter Winkel" . * ) 

d) Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel 
gleich, die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze ist die 
Mittelsenkrechte der Basis. 

e) Ist P ein Punkt und g eine ihn nicht enthaltende Gerade, 
dann gibt es durch P genau eine Gerade, die g trifft und 
zu g senkrecht steht. 

f) Es gibt in jedem Punkt einer Geraden genau ein Lot zu 
dieser Geraden. 

g) Sind A und B zwei Punkte, dann haben alle und nur die 
Punkte der Mittelsenkrechten zu AB von den beiden Punkten 
gleiche Abstände. 

*) Die Erklärungen für die Worte „Senkrechtstehen", „Mittelsenkrechte", 
„Nebenwinkel", „Scheitelwinkel" und ähnliche bekannte Bezeichnungen haben 
wir der Kürze halber weggelassen. 

B a l d u s , Nichteuklidische Geometrie. 3 
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h) 3. K o n g r u e n z s a t z : Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn die Seiten des einen den Seiten des anderen kongruent 
sind. 

i) Zu gleichen Winkeln gehören gleiche Nebenwinkel. 
j) Scheitelwinkel sind einander gleich. 
k) Die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel stehen auf-

einander senkrecht. 
Auch die bekannten Umkehrungen von Satz d) kann man leicht 

beweisen. In den „Grundlagen" wird gezeigt, daß man mit den 
Axiomen der Gruppen A — C auch den Satz beweisen kann, daß 
alle rechten Winkel gleich s ind ; durch diese Axiome wird 
daher das Euklidische IV. Postulat überflüssig. Da, wie wir schon 
bemerkten (Nr. 6, Schluß), die Ergänzung des unvollständigen 
Euklidischen Axiomensystems nicht eindeutig bestimmt ist, kann 
man Euklid auch in anderer Weise als Hilbert und dann mög-
licherweise so vervollständigen, daß Euklids IV. Postulat als 
Axiom bestehen bleibt. 

auf dem anderen Schenkel von at durch DQ = DP ein Punkt Q be-
stimmt. Die Strecke PQ trifft g vermöge Satz 18 h in einem Punkte 
0. *) Nach dem 1. Kongruenzsatz ist A PDG s A QDC, daher 
<£ PCD = QCD, und diese Winkel sind rechte Winkel (11. Erklä-
rung), d. h. PC ist ein Lot von P auf g. Es ist auch das einzige, 
denn wären PA und PC Lote auf g (man hat die Fig. 12 
noch einmal entstehend zu denken), dann könnte man nach A 2 

*) Fällt (Fig. 12) in g Punkt C auf die andere Seite von D, dann zieht man 
Satz 23, i heran. 

1'iR. 12. 
Q 

P 

e 

Der Beweis des wichtigen Satzes 
23 e muß, wovon am Schlüsse von 
Nr. 27 noch zu sprechen sein wird, 
anders als bei Euklid geführt wer-
den, etwa in der folgenden Weise: 
Der Punkt P liege nicht auf der 
Geraden g, ferner sei D ein Punkt 
von g und a der Winkel mit PD 
und der einen von D ausgehenden 
Halbgeraden von g als Schen-
keln (Fig. 12). Nach C 4 gibt es nur 
einen ^ = < 0 80, daß a und Gtj 
auf verschiedenen Seiten von g 
liegen und den Schenkel auf g ge-
meinsam haben. Nach Satz 22 a ist 
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auf g einen Punkt D außerhalb der Strecke AG annehmen. Machte 
man nun al = «£a, DQ = DP, dann wäre nach C 6 < DCQ = 

DCP, daher läge nach der 11. Brkl. und wegen der Gleichheit 
aller rechten Winkel der Punkt (¡> auf der Verlängerung von PC. 
Ebenso müßte aber Q auf der Verlängerung von PA liegen, die 
beiden Lote würden auf zwei Geraden liegen, die im Widerspruch 
mit Satz 18 c die beiden Punkte P und Q gemeinsam hätten. 

Den Satz 23f beweist man einfach dadurch, daß man ein ge-
zeichnetes gleichschenkeliges Dreieck mit der Basis auf die Ge-
rade und mit dem Basismittelpunkt auf den gegebenen Punkt 
gelegt denkt. 

Alles von der Streckenkongruenz in Nr. 20 nach C 2 vor C 3 
Gesagte gilt auch von der Winkelkongruenz, wie aus C 5 und 
23h zu schließen ist. 

24 . Unter den weiteren mit den Axiomen A — C beweis-
baren Sätzen kommen für uns vor allem auch die folgenden 
in Betracht: 

a ) Bilden zwei verschiedene Gerade mit einer dritten Ge-
raden gleiche Wechselwinkel, dann haben sie keinen Punkt 
gemeinsam. 

Hier ein Beweis dieses Satzes: a und a! schneiden c in A und 
A' (Fig. 13) unter gleichen Wechselwinkeln. Sind dies rechte 
Winkel, dann folgt der zu beweisende Satz unmittelbar aus 23 e. 
Die Wechselwinkel seien nun keine rechten Winkel. Dann nehmen 
wir an, a und a' hätten einen Schnittpunkt S. Man könnte dann 
AA' in H halbieren (23 b) und das Lot HB auf a fällen (23 e). 

3 * 
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Weiterhin könnte man A'B' = All machen (22 a), dann wäre 
nach Axiom C G B' = Li ein rechter Winkel und <t AHB 
= <4 A'HB'. Zufolge 23 j und C 4 wären diese beiden letzten 
Winkel Scheitelwinkel, daher lägen die Punkte B, II, B' in einer 
Geraden, zu welcher es im Widerspruch mit 23 e aus S die zwei 
Lote SB und SB' gäbe. 

12. Erklärung. Zwei Punktreihen, die keinen Punkt ge-
meinsam haben, nennt man „parallel". 

Ein oft benötigter Spezialfall des Satzes a), den man auch 
unmittelbar aus 23 e folgern kann, ist der Satz 

b) Stehen zwei Gerade auf einer dritten senkrecht, dann 
sind sie parallel. 

Die für uns wichtigste Folgerung aus dem Satz a) lautet 
c) Es gibt zu jeder Geraden durch jeden nicht 

auf ihr liegenden Punk t 
A mindestens eine Parallele. 

Beweis (Fig. 14): Ist a' die 
Gerade, A der Punkt, dann wählt 
man A! auf a' beliebig und macht 
nach C 4 die in der Figur gleich 
bezeichneten Wechselwinkel gleich. 
Dann sind nach dem Satz a) die 
Geraden a und a' parallel. 

Das Wort „mindestens" in diesem Satze c) ist deshalb nötig, 
weil man aus den Axiomgruppen A—C allein nicht beweisen kann, 
daß die Gerade a unabhängig von der WTahl des Punktes A' ist. 

Da demnach aus den Axiomgruppen A—C die Existenz der 
Parallelen folgt, müßte eine Geometrie, in der es auch 
nur zu einer einzigen Geraden durch einen einzigen 
Punkt keine Parallele gäbe, im Widerspruch mit 
mindestens einem Axiome dieser drei ersten Grup-
pen stehen. 

Als weiterer beweisbarer Satz sei noch der folgende genannt: 
d) Trifft eine Gerade die Seite AB eines AABC und keine 

von dessen Ecken, dann trifft sie auch noch genau eine weitere 
Dreieckseite*). (Vgl. a und («) in Fig. 2, Nr. 17, sowie die 
Bemerkung am Schluß von Nr. 17.) 

*) Beweis (nur mi t te ls der Ax iomgruppe A) in der ers ten der in A n m . **) 
zu Kr . 13 g e n a n n t e n Abhand lungen , S. 217—218. Man beach te , d a ß 24 d in-
hal t l ich über die aus Satz 18 c fü r A 0 gezogene Folgerung h inausgeh t . 



Folgerungen aus den Axiomgruppen A—C 37 

25. Die Beziehungen „größer" und „kleiner" bei Strecken 
faßt man durch die 

13. E rk l ä rung . Sind AB und A'B' zwei Strecken und 
kann man einen Punkt C in AB so angeben, daß AG = A'B' 
ist, dann nennt man A'B' k le iner als AB, AB größer 
als A'B', in Zeichen A'B' < AB, AB > A'B'. 

Aus Satz 22 b folgt nun sofort der Satz 
a) Von zwei nicht kongruenten Strecken ist eine bestimmte 

kleiner als die andere. 
Entsprechendes findet man für Winkel an Hand der 
14. E rk lä rung . Sind <£ (ffl, b) und <T (a', b') zwei Winkel 

und kann man eine vom Scheitel von (a, b) innerhalb des 
Winkels ausgehende Halbgerade c so angeben, daß <£ (a, e) 
= <£(«', 6') ist, dann nennt man <£ («', 6') k le iner als 
< (a, «). < (a, &) größer als <£ («', V). 

In diesen Definitionen von größer und kleiner steckt das Eu-
klidische Axiom VIII für Strecken- und Winkelgrößen. 

26. Hieran anschließend beweist man die bekannten Sätze 
a) Jeder Außenwinkel eines Dreiecks ist größer als jeder 

ihm nicht benachbarte Innenwinkel*). 
b) Im Dreieck kann höchstens ein Winkel nicht spitz sein. 
c) Im spitzwinkligen Dreieck liegt jede Höhe innerhalb 

des Dreiecks, im nicht spitzwinkligen die vom größten Win-
kel ausgehende. 

d) 2. K o n g r u e n z s a t z : Zwei Dreiecke ABC und A'B'C' 
sind kongruent, wenn AB = A'B' ist, A = A' und 
weiterhin entweder B = <£ B' oder <£C = C. 

e) Sind a, b zwei sich schneidende Gerade und h, k die Hal-
bierungslinien der vier durch a und b bestimmten Winkel, 
dann haben alle und nur die Punkte der Geraden h und k 
gleiche Abstände von a und b. 

f) Die drei Halbierungslinien der Winkel eines Dreiecks 
schneiden sich in einem Punkt innerhalb des Dreiecks. 

*) Auf diesem Satze baut E u k l i d in den Elementen X, 26 den Beweis für 
die Existenz von Parallelen auf. 
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g) Im Dreieck liegt der größeren von zwei Seiten der größere 
Winkel gegenüber und dem größeren von zwei Winkeln die 
größere Seite. 

h) Die Summe von zwei Dreiecksseiten ist größer als die 
dritte Seite („Dreiecksungleichung"). 

i) 4. K o n g r u e n z s a t z : Zwei Dreiecke ABC und A'B'C 
sind kongruent, wenn AB = A'B' ist, BC = B'G\ <£ C 
= <£ C' und AB > BG. 

Aus g) folgt, daß im rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse 
größer ist als jede Kathete, nach i) sind zwei rechtwinklige Drei-
ecke, die in der Hypotenuse und einer Kathete übereinstimmen, 
kongruent. 

j) Ist A ein Punkt, g eine ihn nicht enthaltende Gerade und 
G der Fußpunkt des von A auf g gefällten Lotes (23 e), dann 
ist AG die kürzeste Strecke mit dem einen Endpunkt A und 
dem anderen Endpunkt auf g. 

k) Haben A, g, G die Bedeutung des vorigen Satzes und 
sind P und Q zwei weitere Punkte von g, wobei GP > GQ 
ist dann ist auch AP > AQ. 

Bei Euklid treten nur die drei ersten Kongruenzsätze auf, und 
zwar im ersten Buch der Elemente, der 1. Kongruenzsatz als 
Satz 4, der 3. als Satz 8 und der 2. als Satz 26. Der 4. Kongruenz-
satz ist zum erstenmal im Jahre 1750 ausgesprochen worden (vgl. 
Tropfke [14], S. 99). 

Einige Sätze über den Kreis. 

27. Man definiert nun nach Hilbert den Kreis durch die 
15. E r k l ä r u n g . Ist M ein beliebiger Punkt, so heißt die 

Gesamtheit derjenigen Punkte Ai, für welche die Strecken 
MAi einander kongruent sind, ein „ K r e i s " ; M heißt der 
Mittelpunkt des Kreises, die Strecken MAi heißen Halb-
messer des Kreises. 

Aus den Axiomgruppen A—C ergeben sich unter anderem 
folgende Sätze über den Kreis: 

a) Im Kreise gehören zu gleichen Zentriwinkeln gleiche 
Sehnen und zu gleichen Sehnen gleiche Zentriwinkel. 
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b) Eine Gerade trifft einen Kreis höchstens in zwei Punkten, 
c) Ist A ein Punkt eines Kreises mit dem Mittelpunkt M, 

dann trifft jede Gerade durch A, die nicht zu AM senkrecht 
steht, den Kreis in genau einem weiteren Punkte, während 
die in A zu AM senkrechte Gerade den Kreis nicht mehr trifft. 
Diese letztere Gerade heißt Tangen te des Kreises in A und A 
ihr B e r ü h r p u n k t . 

d) Durch jeden vom Berührpunkte verschiedenen Punkt 
einer Kreistangente kann man noch genau eine weitere 
Tangente an den Kreis legen. 

e) Ist P ein Punkt, durch den zwei Tangenten an einen Kreis 
mit dem Mittelpunkt M gehen und sind A1 und A2 deren Be-
rührpunkte, dann ist PA1 = PA? und <C AtPM = <%A2PM. 

f) Zu jedem Dreieck gehört genau ein Kreis, dessen Mittel-
punkt im Innern des Dreiecks liegt und der die Dreieckseiten 
zu Tangenten hat, der Ink re i s des Dreiecks. 

g) Zwei Kreise können höchstens zwei Punkte gemeinsam 
haben, ihre Mittelpunkte liegen dann auf der Mittelsenk-
rechten zu der durch diese beiden Punkte begrenzten Strecke. 

h) Haben zwei Kreise genau einen Punkt gemeinsam, dann 
haben sie in ihm die Tangente gemeinsam. 

16. E r k l ä r u n g . Ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und 
einem Halbmesser MA gegeben, dann bilden diejenigen 
Punkte B%, für welche MBi < MA ist, das „ I n n e r e " des 
Kreises, diejenigen Punkte, für welche MBi > MA ist, das 
„Äußere" des Kreises. 

Zu Satz 23e sei nachträglich bemerkt, daß bei Euklid I, 12 das 
Lot aus einem Punkte P auf eine Gerade g (Fig. 15) in der Weise 
konstruiert wird, daß man auf der 
von P abgewendeten Seite von g p 
einen Punkt K annimmt, um P den 
Kreis durch Ii beschreibt und die 
von den Schnittpunkten dieses 
Kreises mit g begrenzte Strecke AB 
in L halbiert. PL ist dann das ge-
suchte Lot. Dabei wird stülschwei- 9 
gend vorausgesetzt, daß g diesen 
Kreis schneidet. Tatsächlich kann F l g . 15. 
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man bei ausschließlicher Verwendung der Axiomgruppen A—C 
diese Annahme Euklids, daß eine Gerade, die einen P u n k t 
innerha lb eines Kreises e n t h ä l t , den Kreis t r i f f t , nicht 
beweisen*). Er hätte diese Klippe gemäß 27 c umsteuern können, 
wenn er K auf g angenommen hätte. 

Euklid definiert in der Def. XV des ersten Buches den Kreis 
folgendermaßen: „Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen 
Linie eingeschlossene Figur, bei der die Strecken, die sich nach 
ihr von einem gewissen Punkt innerhalb der Figur erstrecken, 
alle einander gleich sind". Man könnte diese Definition so auf-
fassen, daß darin die Tatsache ausgesprochen ist, daß der Kreis 
die Ebene in zwei Gebiete teilt, und dann würde der angegebene 
Satz aus der Definition des Kreises folgen. Diese Definition hätte 
aber dann den Mangel, daß sie nicht, wie die Hilbertschen Er-
klärungen, nur schon bekannte Eigenschaften verwendet und 
neue Bezeichnungen einführt, sondern daß sie, was nur die 
Axiome tun sollen, neue Eigenschaften einführt. Deshalb wech-
seln auch bei Hilbert Erklärungen und Axiome miteinander ab. 

D. Axiome des Messens. 
28. In Hilberts „Grundlagen" folgt auf die Axiome der Kon-

gruenz als einziges der Gruppe IV das Axiom der Parallelen. Es 
schließen sich in der Axiomgruppe V die Axiome der Stetigkeit an, 
nämlich das Archimedische Axiom V, 1 und das Vollständigkeits-
axiom V, 2. Damit ist Hilberts Axiomensystem abgeschlossen. 
Da unser Ziel zufolge Nr. 14 ein Axiomensystem der absoluten 
Geometrie ist, werden wir von den „Grundlagen" im folgenden 
noch in einigen Punkten abweichen: Das Euklidische Parallelen-
axiom schieben wir an das Ende des Axiomensystems der Eukli-
dischen Geometrie. Bei uns folgen nun in der Axiomgruppe D 
zwei „Axiome des Messens"; D entspricht daher Hilberts Axiom-
gruppe V. Unser D 1 ist eine spezielle Form des sogenannten 
„Archimedischen Axioms", während an Stelle von Hilberts 
Vollständigkeitsaxiom**) als unser Axiom D 2 eine besondere 
Fassung eines von G. Cantor stammenden Axioms tritt. Damit 
ist dann das Axiomensystem der absoluten Geometrie abge-
schlossen, ihm kann später zur Gewinnung der Euklidischen Geo-
metrie das Euklidische Parallelenaxiom angefügt werden. Dies 
liefert folgende Fortsetzung unseres Axiomensystems: 

•) Vgl. hierzu E n r i q u e 9 [5], S. 141. 
**) Von diesem wird noch am Schluß von Nr. 36 die Rede sein. 
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D 1 . Es gibt eine Strecke AB einer Punktreihe a von fol-
gender Art (Fig. 16): A1 sei ein beliebiger Punkt in der Strecke; 
in a gibt es dann n — 1 Punkte A2, A3,..., A„, so daß die 
Strecken AAV AJA2, ..., An—^An einander kongruent sind 
und B zwischen An -1 und An liegt. 

Wir wollen den Sachverhalt von D 1 kurz durch den Aus-
druck „die Strecke AA1 und die Strecke AB verhalten sich 
zueinander Archimedisch" bezeichnen. 

B 
Flg. 16. 

Aus D 1 und den Axiomgruppen A — C läßt sich dann 
folgern: 

a) Jeder Winkel verhält sich zu jedem anderen Archi-
medisch. 

Daraus kann man dann, vor allem mittels der Kongruenz-
axiome, beweisen: 

b) Jede Strecke verhält sich zu jeder anderen Archime-
disch*). 

Die Bezeichnung „ A r c h i m e d i s c h e s A x i o m " für den Sach-
verhalt 28b (oder für den spezielleren D1) ist, historisch betrachtet, 
nicht korrekt, da dieses Axiom jedenfalls schon auf E u d o x u s 
zurückgeht. Es wird deshalb in der neueren Literatur auch als 
Axiom des Eudoxus bezeichnet (z. B. in Zacharias [15]). Wir 
bleiben bei der in der Literatur viel häufiger auftretenden Bezeich-
nung des Axioms als Archimedisches Axiom, die sich auch bei 
Hilbert und seiner Schule findet. Wenn man, wie in Nr. 25, die 
Bezeichnung kleiner und größer für Strecken schon eingeführt hat, 
dann kann man das Archimedische Axiom kürzer so aussprechen: 
Es g ib t eine S t r e c k e , zu der von j ede r T e i l s t r e c k e ein 
V ie l f aches e x i s t i e r t , das g röße r i s t als j ene . Bei Euklid 
tritt das Archimedische Axiom versteckt in der Def. IV des 5. 
Buches auf: „Ein Verhältnis zueinander haben Größen, welche 
vervielfältigt einander übertreffen können". Dazu ist grundsätzlich 
dasselbe zu bemerken wie zur Euklidischen Def. XV des Kreises 
am Schluß unserer Nr. 27. 

*) Die Sätze a) und b) sind bewiesen bei U. B a l d u s , „Zur Axiomatik der 
Geometrie III. Über das Archimedische und das Cantorsche Axiom", Sitzungs-
berichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, 1930, 12 S. (Bort ist 
die letzte Anm. zu streichen.) 
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29. Das Archimedische Axiom (D1) ermöglicht durch den 
Satz 28 b die Messung der Strecken, und zwar in der Weise, 
daß m a n z u n ä c h s t e iner s p e z i e l l e n , w i l l k ü r l i c h e n 
S t r e c k e die L ä n g e 1 g i b t ; s ie h e i ß t d ie „ E i n h e i t s -
s t r e c k e " . Nun kann man jeder Strecke eindeutig eine 
positive (rationale oder irrationale) L ä n g e zuordnen, wenn 
man folgende Festsetzungen macht: 

a) Kongruente Strecken haben dieselbe Länge; 
b) Ist B ein Punkt einer Strecke AG und haben AB und 

BC die Längen a und 6, dann hat AG die Länge a b. 
Hieraus folgt zunächst, daß der Halbierungspunkt H einer Ein-

heitsstrecke AB die Strecken AB und HB mit den Längen */, 
liefert, deren Halbierungspunkte Strecken mit den Längen '/i usf. 
Durch solches fortgesetzte Halbieren, durch das demnach die 
Länge wegen lim = 0 schließlich beliebig klein wird, läßt 

oo 
sich jede Strecke kleiner als eine willkürlich vorgegebene Strecke 
machen; das ist eine Folge des Archimedischen Axioms, es ergibt 
sich durch eine nahehegende indirekte Schlußweise aus 28 b. 

Wie man die Zuordnung der Längen zu den Strecken bestimmen 
kann, zeigt das Beispiel der Fig. 17 für die Strecke AP: AAt habe 
die Länge 1. Dann hat bei Anwendung des Archimedischen Axioms 
die Strecke AAn_1 nach den Festsetzungen a) und b) die Länge 
n — 1, die Strecke AAn die Länge n, und für die Länge p von AP 
ergibt sich daraus zufolge b) ein 1. Näherungswert n — 1 < p 1 < n ; 
nun halbiert man An_rAn in H1 und erhält einen 2. Näherungswert 
n — i < p2 < n, man halbiert RiAn in E2 und erhält als 3. Nähe-
rungswert n — J < p3 < n — \ usw. In dieser Weise wird p in 
immer engere Grenzen eingeschlossen, und p läßt sich, auch wenn 
das Verfahren nicht durch Zusammenfallen eines der Halbierungs-
punkte mit P abbrechen sollte, mit jeder vorgegebenen Genauigkeit 
angeben. 

_A 4 , A2 4n 
H, V 

Flg. 17. 

Man kann bekanntlich statt des gebräuchlichen dekadischen 
Systems auch andere Zahlensysteme einführen, z. B. das d y a -
dische Sys tem. In diesem braucht man zur Darstellung jeder 
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Zahl nur die Ziffern 1 und 0. Beispielsweise wäre die Zahl 
des dekadischen Systems 11 = 1 • 23 + 0 . 2 ! + 1 . 21 + 1 . 2° im 
dyadischen System dargestellt durch 1011. An die Stelle der 
Dezimalbrüche treten im dyadischen System D u a l b r ü c h e , wo-
bei, wie im dekadischen System, jede rationale Zahl durch einen 
abbrechenden oder periodischen Dualbruch dargestellt wird, jede 
Irrationalzahl durch einen unendlichen, nicht periodischen Dual-
bruch. Dem Dezimalbruch 0,3 z. B. entspricht der Dualbruch 
0,0100110011001 . . . Das Verfahren der Fig. 17 liefert nun, wie 
man sofort erkennt, die Länge von Aa_xP als Dualbruch 0, did^it 
. . . , wobei dr = 1 ist, wenn Hv links von P liegt, dagegen dv = 0, 
wenn H„ rechts von P liegt. Fällt H„ auf P, dann bricht der Dual-
bmch mit der Stelle dy — 1 ab. In unseier Figur würde der Dual-
bruch für A n . ^ P mit 0,100 . . . . beginnen. 

Das Archimedische Axiom (D 1) ordnet in der soeben be-
handelten Weise jeder Strecke eindeutig eine positive Länge 
zu; man kann daraus aber nicht schließen, daß auch jede 
positive (rationale oder irrationale) Zahl als Streckenlänge 
auftritt. 

Führt man die den Festsetzungen a) und b) entsprechenden 
Bestimmungen für Winkel ein, dann folgen vermöge 28 a die 
dem vorigen Absatz entsprechenden Tatsachen auch für die 
Winkelmessung. 

30. Wir kommen zum zweiten Axiom des Messens, nach dem 
ersten Absätze von Nr. 28 einer speziellen Form des Cantor-
schen Axioms: 

D 2. Es gibt eine Strecke A1B1 folgender Art: A„BV, 
v — 2,3,... sei eine Folge von Strecken derart, daß die End-
punkte der r-ten Strecke in der (r-l)-ten liegen*) und daß es 

A, a2 a3 At as x 
¿5 Bt ¿3 Bt B,  g  

Flg. 18. 

keine Strecke gibt, deren Endpunkte in allen Strecken A,B, 
liegen; dann gibt es einen Punkt, der in allen Strecken A, BV 
liegt. 

*) D. h. nach der 3. Erklärung (Nr. 17): A r sowie ü ( , Bind Punkte zwischen 
und B v _ v 
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Axiom D 2 ist ein reines Anordnungsaxiom. Da nach 
Satz 22 b bei kongruenter Übertragung die „zwischen"-
Beziehungen erhalten bleiben, kann man nun aus den Axi-
omen A—C, D 1 die Tatsache beweisen, die gewöhnlich als 
„ C a n t o r s c h e s A x i o m " bezeichnet wird*): 

a) Liegt, Fig. 18, in einer Geraden g eine (unendliche) Folge 
von Strecken Ä„BV (v = 1, 2, 3 , . . . ) derart, daß jede Strecke 
ihre Endpunkte innerhalb der vorhergehenden Strecke hat 
und daß die Längen der Strecken gegen Null konvergieren, 
dann gibt es genau einen Punkt X, der innerhalb aller dieser 
Strecken liegt**). 

31. Der letzte Satz und damit das Axiom D 2 leistet nun 
das, was nach dem vorletzten Absatz von Nr. 29 durch D 1 
noch nicht erreicht werden konnte: nun werden die positiven 
Zahlen als Längen von Strecken erschöpft. Das ist der Inhalt 
des Satzes 

A ¿i As | ß3 B, 
AtBx ~E 

As ß2 

Fig. 19. 

a) Fügt man zu D 1 noch D 2 hinzu und sch re ib t man 
eine E i n h e i t s s t r e c k e vor , dann sind die Punkte P,-
einer von einem Punkt 0 ausgehenden Halbgeraden den posi-
tiven Zahlen u m k e h r b a r e i ndeu t i g so zugeordnet, daß 
die betreffenden Zahlen die Längen der Strecken OPi angeben. 

Dies erkennt man in der folgenden Weise: Es sei eine beliebige 
Zahl vorgegeben. Für eine ganze Zahl kann man durch wieder-
holtes Abtragen der Einheitsstrecke von G aus auf der Halbgeraden 
sofort den zugehörigen Punkt angeben. Ist die Zahl, und das ist 
der allgemeinste Fall, in der Form eines (endlichen oder unend-
lichen) Dezimalbruches gegeben, etwa 37,6875 . . . , dann kann 
man dem Teile links vom Komma in der soeben angegebenen 

*) Vgl. die in der Anm. zu Satz 28b genanDte Abhandlung. 
**) Näheres über das C a n t o r s c h e Axiom sowie über (weiter tragende) 

Stetigkeitsaxiome von W e i e r s t r a ß und D e d e k i n d findet man in E n r i q u e s 
[4], S. 35ff. 
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Weise einen Punkt A zuordnen, und es bleibt noch die Bestim-
mung einer Zusatzstrecke AX mit der Länge 0,6875 . . . übrij;. 
Die Länge von AX denken wir uns als Dualbruch 0, d^.ß^ . . . 
dargestellt, wobei wieder (Nr. 29) jedes <J, eine der Ziffern 0 oder 1 
ist, und verfahren folgendermaßen (vgl. Fig. 19 für eine Länge 
0,1011. . . ) : Wir halbieren die Einheitsstrecke AE, wählen deren 
linke oder rechte Hälfte, je nachdem d, = 0 oder = 1 ist, und 
bezeichnen den linken Endpunkt der gewählten Teilstrecke mit 
Alt den rechten mit B^, nun halbieren wir diese Teilstrecke und 
wählen deren linke oder rechte Hälfte, je nachdem d2 = 0 oder 
d2 = 1 ist, und bezeichnen die neugewählte Strecke mit A2B2 usf. 
In unserer Figur liegen nun alle Punkte von A1B1 zwischen 0,1 
und 1, die Punkte von A2B2 zwischen 0,1 und 0,11, die Punkte 
von A3B3 zwischen 0,101 und 0,110, die Punkte von AJ^ zwischen 
0,1011 und 0,1100. Allgemein erhält man so eine Reihe von 
Strecken AvB„ so, daß AAv die Länge 0, d^d^ ... d, hat und die 
Strecke APB, die Länge (5)". Bricht der Dualbruch mit der p-ten 
Stelle ab, dann ist der Punkt Ap der gesuchte Punkt X. Ist der 
Dualbruch aber unendlich, dann kann man aus der unendlichen 
Folge von Strecken A,B, eine Folge von Strecken auswählen, 
die alle Voraussetzungen des C a n t o r s c h e n Axioms erfüllen*), 
und der nach Satz 30 a existierende Punkt X liefert die gesuchte 
Strecke AX mit der vorgeschriebenen Länge. 

Hierbei wurde die Tatsache benützt, daß jede S t r e c k e d u r c h 
f o r t g e s e t z t e s H a l b i e r e n k l e i n e r gemacht werden kann als 
eine be l i eb ig v o r g e g e b e n e S t r e c k e (vgl. Nr. 29). 

Ein wichtiger Zusatz zur Streckenmessung wird noch in den 
Nrn. 114 und 115 folgen. 

32. Überträgt man Satz 30 a auf Winkel, dann erhält man 
folgende Aussage: 

a) Ist eine unendliche Folge von Winkeln (a», 6 ), 
(v = 1, 2, 3 , . . . ) mit gemeinsamem Scheitel O gegeben, der-
art, daß die Schenkel jedes Winkels innerhalb des vorher-
gehenden liegen und daß die Größen der Winkel gegen Null 
konvergieren, dann gibt es genau eine von O ausgehende 
Halbgerade x, die innerhalb aller dieser Winkel liegt. 
x trennt, wenn die Bezeichnung geeignet gewählt wurde, alle 
Halbgeraden tu von allen Halbgeraden 

*) Wenn man jeden unendlichen Dualbruch, der auf lauter Ziffern 1 endigt, 
von Anfang an durch den ihm gleichen endlichen ersetzt hatte. 
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Ist eine solche unendliche Folge von Winkeln gegeben, 
dann nimmt man auf ay einen Punkt A1 an, auf bt einen Punkt 
B1 und erkennt mit Berücksichtigung des Satzes 21 a, daß 
damit auf A1Bl für die Treffpunkte A„ und Bv mit den rv 
und bv die Voraussetzungen des Satzes 30a gegeben sind, und 
daß daher diese Aussage 32a über die Winkel als Satz gilt. 

Es liegt nun nahe, für die Winkelmessung die den Forde-
rungen 29 a und 29 b entsprechenden Festsetzungen zu treffen 
und eine Winkeleinheit vorzuschreiben, z. B. indem man dem 
rechten Winkel die Größe \ beilegt Dann kann man, wie bei 
den Strecken der Fig. 19 (Nr. 31), mittels der Dualbrüche 
zeigen, daß es zu jeder, hier zwischen 0 und 1 l iegenden, 
Winkelgröße Winkel gibt, und durch Umkehrung des Ver-
fahrens, daß jeder Winkel eine zwischen 0 und 1 liegende 
Größe hat. 

33. Nachdem man die Winkelgrößen so definiert hat, kann 
man den Satz beweisen: 

a) Die Winkelsumme im Dreiecke kann höchstens zwei 
Rechte betragen. 

Einen Beweis dieses Satzes findet man in Liebmann [8], S. 15. 
Erinnern wir uns nun des Vierecks, das Saccheri seinen Betrach-
tungen zugrunde legte (Nr. 7): Die Dreiecke BAD und ABC (Fig. 
44, Nr. 76) sind nach dem 1. Kongruenzsatz kongruent, daher gilt 
BD = AC. Folglich sind nach dem 3. Kongruenzsatz auch die Drei-
ecke BCD und ADO kongruent und daher, wie in Nr. 7 erwähnt 
wurde, •> y ^ <; <5. Die Summe der vier Viereckswinkel ist gleich 
der Summe der Winkel der beiden Dreiecke ABC und ACD und 
daher nach Satz 33 a höchstens 4 R. 

Damit ist, in Übereinstimmung mit Saccheri, die Unzu-
lässigkeit der Hypothese des stumpfen Winkels nachgewiesen. 

Da man die Zahlen, welche die Streckenlängen darstellen, 
teilen kann, ist man nach 31 a in der Lage, den Satz von der 
Teilbarkeit jeder Strecke in n gleiche Teile auszusprechen: 

b) Ist \An irgendeine Strecke, dann gibt es in ihr n — 1 
Punkte Alt A^, Aa,..., An -i derart, daß die Strecken A^A^ 
AxAa, A^A-j,..., An— iAn kongruent sind. 
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In entsprechender Weise ergibt sich die Teilbarkeit jedes 
Winkels in n gleiche Teile*). 

Weitere Sätze über den Kreis. 

34. Von den weiteren Sätzen, zu denen die Axiomgruppen 
A—D führen, seien noch die folgenden genannt: 

a) Enthält eine Gerade einen Punkt im Innern eines Kreises, 
dann trifft sie den Kreis, und zwar in genau zwei Punkten. 

b) Von jedem Punkte außerhalb eines Kreises gibt es genau 
zwei Tangenten an den Kreis. 

c) Enthält ein Kreis einen inneren und einen äußeren Punkt 
eines zweiten Kreises, dann schneiden sich die beiden Kreise, 
und zwar in genau zwei Punkten. 

Von dem Satze 34 a sprachen wir schon in Nr. 27 bei Fig. 15. 
Zu seinem Beweis ist D 2 (oder das Cantorsche Axiom) nötig**). 
Wir wollen hier den Beweis nicht ganz ausführen, nur kurz an-
deuten, daß man vom Kreismittelpunkte das Lot auf die Gerade 
fällt und von dessen Fußpunkt aus den Kreishalbmesser auf der 
Geraden abträgt. So erhält man einen Punkt außerhalb des Kreises. 
Durch fortgesetztes Halbieren und durch Anwendung der Sätze 
26 h und 26 k gelingt dann der Beweis. In Enriques [6] S. 141/143 
ist er so durchgeführt, daß er auf unsere Hilfsmittel übertragen 
werden kann. Dasselbe gilt vom Beweis unseres Satzes 34 c, 
ebenda S. 143/145. 

Aus 34a folgt 34b: (K) sei der Kreis, M sein Mittelpunkt und P 
ein Punkt außerhalb von (K). Man zeichne die Strecke MP; auf 
ihr liegt ein Punkt A des Kreises. In A errichte man das Lot 
auf MP. Der Kreis um M durch P enthält A im Innern, schneidet 
also das Lot; Q sei der Schnittpunkt. Man ziehe die Strecke MQ; 

*) Damit ist nur ausgesprochen, daß man die Teilpunkte oder Teilgeraden 
mit jeder vorgeschriebenen Genauigkeit angeben kann, und zwar nach einer 
An/ahl von Schritten, die von dieser Genauigkeit abhängt : es ist die E x i s t e n z 
der Teilpunkte und -geraden bewiesen. Es ist aber noch nicht entschieden, 
ob und wie man die Teilung in n > 2 Teile mit e n d l i c h v i e l e n K o n s t r u k -
t i o n s s c h r i t t e n theoretisch exakt m i t t e l s Z i r k e l s u n d L i n e a l s durch-
führen kann. In der Tat ist ja z. 75. die Dreiteilung allgemeiner Winkel selbst 
nach Einführung des Parallelenaxioms in der Euklidischen Geometrie bei 
Beschränkung auf Lineal und Zirkel als Konstmktionswerkzeugc mit endlich 
vielen Schritten bekanntlich nicht möglich. 

**) Die gegenteilige Behauptung in W e b e r - W e i l s t c i 11, „Enzyklopädie der 
Elementarmathematik", Bd. 11, 3. Aufl., 1915, 594 S., auf S. 234, daß man 
den Beweis führen könne, wenn man von den Stetigkeitaaxiomen nur das Archi-
medische voraussetzt, ist dort nicht bewiesen und unrichtig. 
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auf ihr liegt ein Punkt B von (K). Man verbinde P mit B. Wegen 
der Kongruenz der Dreiecke MBP und MAQ, die in zwei Seiten 
und dem eingeschlossenen Winkel bei M übereinstimmen, ist B 
wie <£ A ein Rechter, folglich ist PB eine Tangente an (K).*) 

Rechtwinklige Koordinaten und Vollständigkeitssatz. 

35. Der Satz 31a gibt die Möglichkeit, die Punkte der Ebene 
koordinatenmäßig zu erfassen, und zwar in der folgenden 
Weise: Man nimmt eine Punktreihe (Gerade) als X-Achse an, 
auf ihr einen Punkt 0 als Koordinatenanfangspunkt und einen 
von ihm verschiedenen Einheitspunkt E (Fig. 20). Die von 
0 ausgehende Halbgerade, welche E enthält, nennt man die 
positive Halbachse, die andere die negative Halbachse. Man 
nennt eine solche Gerade orientiert.**) Irgendeinem Punkt 
A der .X-Achse ordnet man als «-Koordinate die mit 
der Einheit OE gemessene Länge der Strecke OA zu, die 
man mit dem positiven oder negativen Vorzeichen ver-
sieht, je nachdem A auf der positiven oder negativen Halb-
achse liegt. Nach den Sätzen 18 g und 31 a sind damit den 
Punkten der X-Achse die sämtlichen reellen (positiven und 
negativen, rationalen und irrationalen) Zahlen als K-Koordi-
naten umkehrbar eindeutig zugeordnet. Die X-Achse teilt 

die Ebene nach Satz 18 h 
P in zwei Halbebenen, die 

man als positive und ne-
gative Halbebene unter-
scheidet. Hierdurch hat 
man die Ebene orientiert. 
Ist nun P ein beliebiger 
Punkt der Ebene außer-
halb der X-Achse, dann 

sucht man den nach Satz 23 e eindeutig bestimmten 
Fußpunkt Px seines Lotes auf die X-Achse. Die »-Koordinate 
von Px wählt man auch als x-Koordinate für P , dazu 

0 E 

l r ig. 20. 

*) Diese Konstruktion beschreibt E u k l i d in seinen Elementen I I I 17. 
Es fällt auf, daß er nicht die auf dem Satz des T h a i e s beruhende, ein wenig 
einfachere, aber nur in der Euklidischen Geometrie gültige Konstruktion bringt. 
* * ) In Fig. 20 ist die Orientierung durch eine Pfeilspitze angedeutet. 
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als «/-Koordinate für P die mit der Einheit OE gemessene 
Länge von PPs .de r man das positive oder negative Vorzeichen 
gibt, je nachdem P in der positiven oder negativen Halbebene 
liegt. Zu jedem Punkte gehören so eindeutig die Zahlen eines 
Paares (%, y) als dessen Koordinaten. Aus den Sätzen 31a, 23 f 
und 22a folgt, daß umgekehrt auch zu jedem Paare reeller 
Koordinaten (x, y) eindeutig ein Punkt gehört*). Nennt man 
diese Koordinaten r e c h t w i n k l i g e K o o r d i n a t e n , dann 
ist damit der wichtige Satz bewiesen: 

a) Auf G r u n d de r A x i o m g r u p p e n A — D g e h ö r t nach 
W a h l des K o o r d i n a t e n s y s t e m s zu j e d e m P u n k t e 
der E b e n e u m k e h r b a r e i n d e u t i g e in P a a r v o n 
r e c h t w i n k l i g e n K o o r d i n a t e n (m, y). D a b e i e r s c h ö p -
f e n die P u n k t e a l le P a a r e r e e l l e r Z a h l e n (x , y). 

36. Wir denken uns nun zwei Menschen 2t und 93, von denen 
sich jeder ein Bild der aus den Axiomgruppen A—D folgenden 
Geometrie macht, indem er die Axiome in irgendeiner logisch 
zulässigen Weise deutet. Nach Nr. 15 können diese Deu-
tungen sehr verschieden sein. Wir fragen nun, ob es möglich 
ist, daß der eine von beiden, etwa 93, in dem Sinne mehr als 
21 denkt, daß er zwar alles das, was 21 Punkt, zwischen, Punkt-
reihe (Gerade), Winkel, kongruent, parallel usw. nennt, ebenso 
bezeichnet, kurz dessen ganze Deutung verwendet, darüber 
hinaus aber noch Punkte P, denkt, die im Bilde des 2i nicht 
vorkommen. Man erkennt, daß dies nicht möglich ist: 33 
kann zur Deutung des 2i kein Gedankending als Punkt P, 
hinzufügen; denn denken wir uns nach Nr. 35 ein Koordi-
natensystem im Bilde des 21 eingeführt, dann würde das auch 
im Bilde des 93 ein Koordinatensystem sein, und nach Satz 35 a 
brauchte 93 auch für jeden seiner neuen Punkte Pv ein reelles 
Zahlenpaar als Koordinaten, während nach demselben Satz 
alle diese Zahlenpaare schon durch die alten Punkte, die auch 
21 denkt, erschöpft sind. Was wir soeben bewiesen haben, ist der 

V o l l s t ä n d i g k e i t s s a t z : Es i s t n i c h t m ö g l i c h , zu 
e i n e m S y s t e m von P u n k t e n , w e l c h e die A x i o m -

*) Selbstverständlich muß festgesetzt werden, daß für die Punkte der 
X-Achse y = 0, für die Punkte der in 0 auf X senkrechten F-Achse x - 0, 
für den Ursprung O x = y = 0 sein soll. 

B a l d u s , Nichteuklidische Geometrie. 4 
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g r u p p e n A—D e r f ü l l e n , e in a n d e r e s S y s t e m v o n 
D i n g e n so h i n z u z u f ü g e n , daß in d e m durch Zu-
s a m m e n s e t z u n g e n t s t e h e n d e n S y s t e m wieder die 
A x i o m g r u p p e n A—D g e l t e n u n d daß die D i n g e und 
B e z i e h u n g e n des u r s p r ü n g l i c h e n S y s t e m s in d e m 
z u s a m m e n g e s e t z t e n S y s t e m e r h a l t e n b l e iben . 

Die Allgemeinheit der Aussage dieses Satzes ist überraschend. 
Während die sonstigen geometrischen Sätze von den bei einer 
Deutung gedachten Dingen, den Punkten und ihren Anordnungen, 
handeln, liegt hier eine Aussage über diese gedachten Dinge und 
al le ü b e r h a u p t d e n k b a r e n Dinge vor. In älteren Auflagen 
von Hilberts „Grundlagen" trat der Vollständigkeitssatz als 
„Axiom der Vollständigkeit" auf*), in den neueren Auflagen ist 
er eine Folgerung aus dem „Axiom der linearen Vollständigkeit". 
Aus jedem dieser beiden Vollständigkeitsaxiome ergibt sich dann 
die Aussage des Cantorschen Axioms (und damit unser Axiom D 2) 
als Satz, so daß eine ausdrückliche Stetigkeitsvoraussetzung ver-
mieden wird. 

III. A b s c h n i t t . 

Die Euklidische Geometrie. 

E. Das Euklidische Parallelenaxiom. 

37. Wir haben im vorhergehenden in den Axiomgruppen 
A—D ein Axiomensystem der absoluten Geometrie kennen-
gelernt und gewinnen nun nach Nr. 14 die Euklidische Geo-
metrie, indem wir den bisherigen Axiomen als Schlußstein 
ein dem V. Postulat Euklids äquivalentes Axiom E hinzu-
fügen. 

Nach Satz 24 c folgt schon aus den Axiomgruppen A—C 
die Existenz m i n d e s t e n s e i n e r Parallelen zu jeder Geraden 
durch jeden nicht auf der Geraden liegenden Punkt. Wir 

*) Bedenken gegen dieses Axiom findet man bei 11. B a l d us , „Zur Axiomalik 
der Geometrie. I . Über Hilberts Vollständigkeitsaxiom", Math. Ann. 100, 192S, 
S. 321—333; das oben anschließend erwähnte „Axiom der linearen Vollständig-
ke i t " zerstreut diese Bedenken nicht. Ebenda ist S. 327 auch eine Möglichkeit 
zur Verschärfung des Vollständigkeitsaxioms angegeben; über diese Möglich-
keit gehen die 7. und die späteren Auflagen der „Grundlagen" noch hinaus, 



E. Das Euklidische Parallelenaxiom 51 

wissen, daß Euklids berühmtes V. Postulat oder jede der ihm 
nach Nr. 6 äquivalenten Aussagen gleichbedeutend mit 
der Annahme ist, daß es zu jeder Geraden durch jeden Punk t 
h ö c h s t e n s e i n e Parallele gibt ; zusammen mit Satz 24c 
bedeutet das die Existenz von g e n a u e i n e r Parallelen. 

Stat t zu sagen „g ist eine Gerade, P ein nicht auf ihr lie-
gender P u n k t ; es gibt durch P genau eine Gerade, welche g 
nicht t r i f f t" , werden wir im folgenden kurz sagen ,,P v e r h ä l t 
s i c h zu g E u k l i d i s c h " . 

Man kann ein sehr eng gefaßtes Parallelenaxiom ausspre-
chen, wenn man sich auf folgenden wichtigen Satz s tütz t : 

a) Sind die Axiomgruppen A—D erfüllt und verhält sich 
ein einziger Punk t zu einer ein-
zigen Geraden Euklidisch, dann p 
verhält sich jeder Punk t zu <q »i 
jeder Geraden Euklidisch. 9 

Wir gehen beim Beweise dieses ^ 
Satzes schrittweise vor. P ver- J 9 

halte sich zu g Euklidisch mit p 

der Parallelen g1 (Fig. 21). Man 

der Ebene zu jeder Geraden, _ 
die von ihm einen Abstand .<? 
von der Länge PL hat, Eukli- F i g- 2 K 

(lisch verhält . 
Denn hat P von g den Abstand PL = PL, und macht man 
q> = <p, dann ist zunächst gj/g. Hätte nämlich g^ einen Schnitt-

punkt S mit g, dann könnte man LS -.-• LS machen, und nach 
dem Axiom C 6 wäre LPS = LPS = <p = <£ rp, also 
nach C 4 der Punkt S ein Punkt von gt. Ebenso erkennt man, 
daß eine von fo verschiedene Parallele zu g durch P mittels kon-
gruenter Übertragung sofort auf eine von gt verschiedene Parallele 
zu g durch P führen würde. 

/>) Das Lot PL s teht auch auf gx senkrecht, da die Senk-
rechte zu PL in P nach Satz 24 b parallel zu g ist. 

fällt das Lot PL auf g und er-
kennt, 

a) daß sich jeder Punkt 

4 * 
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A sei ein Punkt der Strecke PL (Fig. 22), a sei irgendeine Ge-
rade durch A, die zu PL nicht senkrecht steht. Dann macht man 

% — Xi u n ( l erhält nach Satz 24 a die parallelen Geraden 
a Ha. Die Gerade a' ist von g1 verschieden, trifft daher g in einem 

Punkte B, dann muß aber nach Satz 24 d die Strecke BL von a ge-
troffen werden, a ist nicht parallel zu g. Nur das Lot zu AL in A ist 
demnach parallel zu g, A verhält sich zu g Euklidisch. Dann 
folgt aber sofort mittels der Schlußweise, die wir beim Beweise 
von a) verwendeten, 

y) daß sich auch jeder Punkt der Ebene zu jeder Ge-
raden Euklidisch verhält , die von ihm einen Abstand 
hat , der kleiner als PL ist. 

L, sei von L auf g verschieden (Fig. 23). Trägt man an LtP in 
P den <£ yi <£ an, dann fällt nach Satz 24 a der andere 
Schenkel auf die einzige Parallele g^ Nun macht man PP1 = LLl 
und erhält nach dem 1. Kongruenzsatze PP1L1 = R, P^L^ — 
PL. Daher verhält sich nach a) jeder Tunkt von g zu gx Euklidisch, 
und wegen h) gilt auch 

6) g und g1 sind äquid is tant ; jedes Lot auf einer dieser 
Geraden steht auch auf der anderen senkrecht. 

Nun verlängert man (Fig. 24) LP um PM = LP. Dann ver-
hält sich nach a) M zu gt Euklidisch mit der Parallelen g2. Irgend-
eine zu PM nicht senkrechte Gerade h durch M trifft g1 daher in 
einem Punkt N, und man schließt wieder aus Satz 24 a, daß 
•i- <P\ = ' i <p ist. Für das Lot NQ auf g gilt <5) zufolge NQ = PL 
= MP und <£ QNS = R. Macht man nun QT = PN, dann ist 
nach dem Axiom C 6 < PMN == • : QNT und daher auch 

<p2 = <pt = <p. Folglich sind <£ <p und <£ <p2 Scheitel-
winkel, und die Gerade MN trifft g in T. Jede zu LM nicht senk-
rechte Gerade durch M trifft daher g, d. h. M verhält sich zu 
g Euklidisch. Man kann daher die Aussagen a) und y) jetzt für 
den Abstand ML = 2 • PL machen. Durch Wiederholung dieser 
Verdoppelung kann man daher nach dem Archimedischen Axiom 
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den Abstand jedes vorgegebenen Punktes von jeder vorgegebenen 
Geraden fassen, der Satz 37 a ist bewiesen. 

Das Axiom D 2 wurde beim Beweise nicht herangezogen. 

38. Nun kann man das Parallelenaxiom in folgender Form 
aussprechen: 

E. Das Euk l id i s che P a r a l l e l e n a x i o m : Es g ib t 
eine P u n k t r e i h e a und einen ihr n ich t angehörenden 
P u n k t A d e r a r t , daß höchs t ens eine P u n k t r e i h e , 
welche A e n t h ä l t , zu a pa ra l l e l ist . 

Aus dem Satze 24 c ergibt sich jetzt, daß es genau eine 
Parallele zu a durch A gibt, und aus dem Satze 37 a, daß dies 
dann für jeden beliebigen Punkt und für jede beliebige, den 
betreffenden Punkt nicht enthaltende Gerade gilt. 

Nunmehr kann man Euklids V. Postulat sowie die ihm 
äquivalenten Sätze 6a—f beweisen; weiterhin die Sätze, 
daß jeder Außenwinkel eines Dreiecks gleich ist der Summe 
der ihm nicht benachbarten Innenwinkel, daß der Winkel im 
Halbkreis ein Rechter ist, daß in einem Kreise die Peripherie-
winkel über gleichen Bogen gleich sind, vor allem auch die 
Sätze über die Ähnlichkeit der Figuren, man kann die Lehre 
von der Verwandlung der Figuren in inhaltsgleiche ableiten 
und damit die Inhaltslehre gewinnen, desgleichen den Py-
thagoreischen Lehrsatz, überhaupt den ganzen Rest der Eu-
klidischen Geometrie. 

Man kann jetzt auch zeigen, daß alle Punkte einer Geraden 
in den rechtwinkligen (a;, i/)-Koordinaten von Nr. 35 eine 
lineare Gleichung in x und y erfüllen; damit erhält man die 
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Cartesische r e e l l e a n a l y t i s c h e G e o m e t r i e für recht-
winklige Koordinaten. 

In den Axiomgruppen A—E liegt eine Lösung der in Nr. 13 
gestellten Aufgabe vor, ein v o l l s t ä n d i g e s Axiomensystem der 
Euklidischen Geometrie anzugeben. Auf die Frage, ob nun wirk-
lich kein Axiom übersehen worden sei, läßt sich antworten, daß 
man trotz sehr eingehender kritischer Beschäftigung die mit diesen 
Axiomen in der (modernen) Euklidischen Geometrie durchge-
führten Beweise nicht angreifen konnte. Daß trotzdem noch eine 
axiomatische Lücke in der Euklidischen Geometrie übersehen 
wurde, ist damit praktisch ausgeschlossen, grundsätzlich un-
möglich ist es allerdings nicht; eine derartige, wenn auch äußerst 
geringe Unsicherheit steckt aber letzten Endes infolge der mensch-
lichen Unvollkommenheit auch im einfachsten mathematischen 
Beweise. 

Die Euklidische Geometrie kann definiert werden als die Ge-
samtheit aller Sätze, die aus den Axiomen A—E folgen; das ist 
aber streng genommen erst dann berechtigt, wenn sich nachweisen 
läßt, daß das System dieser Axiome abgeschlossen ist in dem Sinn, 
daß kein weiteres Axiom hinzugefügt werden kann, ohne daß ein 
Widerspruch auftritt. 

IV. A b s c h n i t t . 

Axiomatik der hyperbolischen Geometrie im 
Einheitskreise. 

Die Axiome A 1—6 und B. 

39. Der kurze geschichtliche Rückblick in den Nrn. 4—12 
hat uns gezeigt, daß die Frage „Wie kann man das Parallelen-
axiom beweisen?" sich allmählich in die Frage verwandelt 
hat „Kann man das Parallelenaxiom beweisen?" und daß 
diese letzte Frage von den Entdeckern der Nichteuklidischen 
Geometrie verneint worden ist, was sie allerdings noch nicht 
streng begründen konnten. 

Im folgenden werden wir zu der gleichen, nun aber 
wohlbegründeten Antwort kommen, indem wir, g e s t ü t z t 
auf d ie E u k l i d i s c h e G e o m e t r i e , zeigen, daß man die 
Axiome der Gruppen A — D in einer ganz anderen Weise, 
als wir es bisher taten, deuten kann (vgl. Nr. 15), und zwar 
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in einer Weise, die das Axiomensystem der absoluten Geo-
metrie nicht im Euklidischen Parallelenaxiom E, sondern in 
einem ihm widersprechenden Axiom fortsetzt. Dabei wird 
die innere Widerspruchsfreiheit des Nichteuklidischen 
Axiomensystems auf die des Euklidischen zurückgeführt 
werden (Nr. 53 u. 54). Die aus dieser Deutung entstehende 
Nichteuklidische Geometrie wird aus einem später (Nr. 71) 
zu erörternden Grunde „ h y p e r b o l i s c h e G e o m e t r i e " 
genannt. Abkürzend bezeichnen wir weiterhin E u k l i d i s c h 
mi t e., h y p e r b o l i s c h mi t h. 

40. Nach Nr. 38 führen die Axiome der e. Geometrie zur 
gewöhnlichen analytischen Geometrie mit rechtwinkligen 
Koordinaten. Deren Elemente setzen wir im folgenden als 
bekannt voraus, desgleichen die Elemente der p r o j e k t i v e n 
Geomet r ie . Dabei arbeiten wir, solange wir nicht ausdrück-
lich auf das Gegenteil aufmerksam machen, nur mit reel len 
Größen. 

Man kennt heute sehr verschiedene Wege in das Gebiet der 
Nichteuklidischen Geometrie (vgl. Nr. 116—118). So anregend und 
nützlich der Vergleich dieser verschiedenen Zugänge und das 
Studium ihrer Zusammenhänge auch wäre, wir müssen uns im 
folgenden auf einen von ihnen beschränken und wählen einen Weg, 
der, von der Euklidischen Geometrie ausgehend, über die Elemente 
der analytischen und der projektiven Geometrie zur Nichteuklidi-
schen Geometrie führt, einen Weg, der bei ihrer Erforschung eine 
besonders wichtige Rolle gespielt hat und noch spielt. 

Wir nehmen in der e. Ebene einen Kreis (K) an, dessen 
Halbmesser wir, um die späteren Rechnungen zu verein-
fachen, die Länge 1 geben, und fassen als P u n k t e u n s e r e r 
h. Geome t r i e die e. P u n k t e im I n n e r n von (K) a u f , 
als h. Gerade ( P u n k t r e i h e n ) die e. Sehnen von (K), 
d. h. die im Innern von (K) liegenden Stücke der Sekanten. 
Die P u n k t e des K r e i s u m f a n g e s werden n i ch t zu den 
h. P u n k t e n g e z ä h l t . Diesen Kreis (K) bezeichnen wir in 
naheliegender Weise als „ R a n d k r e i s " . 

Die Bez iehung „zwischen" deu ten wir in u n s e r e r 
h. Geometr ie genau so, als ob die b e t r e f f e n d e n 
h. P u n k t e e. P u n k t e wären. Damit sind dann, wie man 
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ohne weiteres sieht, die Anordnungsaxiome A 1 — 6 (Nr. 17) 
und das Dimensionsaxiom B (Nr. 19) erfüllt. Eine h. Strecke 
ist dann nichts anderes, als die zwischen denselben Endpunk-
ten liegende e. Strecke. Aber, und das ist das wesentliche Neue, 
wir fassen nicht die e. kongruenten Strecken als h. kongruente 
Strecken auf, sondern wir werden die h. Kongruenz auf dem 
aus der analytischen und vor allem aus der projektiven Geo-
metrie bekannten Begriffe des Doppel Verhältnisses aufbauen 
Das müssen wir tun; denn die h. Bewegungen werden in 
dieser Deutung — vorausgesetzt, daß sie sich als durchführ-
bar erweist — Transformationen sein, die die Punkte von 
(K) in ebensolche und die Sehnen von (K) in Sehnen über-
führen, d. h. Kollineationen, die den Kreis (K) in sich trans-
formieren oder als Ganzes „invariant" lassen. Solchen Trans-
formationen gegenüber ist aber das Doppel Verhältnis eine 
Invariante. 

Hyperbolische Streckenkongruenz. Die Axiome C 1—3. 

41*). Sind (xlt yt), (x2, y2), (x3, ya), (xit y3) die e. rechtwinkli-
gen Koordinaten von vier verschiedenen Punkten A ly Ä2, 
A4 einer Geraden, dann bezeichnet man in bekannter Weise 
a's das Doppelverhältnis ( A ^ A g A ^ der vier Punkte die Größe 

(41,1) ( A - M s A ) = = = <5 , 
z3 — x2 Xi — xl y3 — y2 yt — yl 

wobei einer dieser beiden Ausdrücke unbestimmt werden kann, 
wenn nämlich die Gerade zu einer Koordinatenachse parallel ist, 
während der andere dann bestimmt bleibt. Man bestätigt durch 
Gl. (41, 1) die Richtigkeit der folgenden bekannten Sätze: 

a) Das Doppelverhältnis ö kann die Werte 0, 1, oo nicht an-
nehmen. 

b) <5 ist unabhängig von der Wahl des Koordinatensystems. 
c) Schreibt man drei Punkte einer Geraden und eine endliche, 

von 0 und 1 verschiedene Zahl vor, dann gibt es genau einen 
Funkt der Geraden, der mit den drei vorgeschriebenen Punkten in 

*) J)er Inhalt dieser Kummer gehört zu den Elementen der projektiven 
Geometrie, ebenso der der jeweils kleingedruckten Teile der Nrn. 43, 44, 46, 
47, 50. 
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gegebener Reihenfolge ein Doppelverhältnis <5 gleich dieser Zahl 
bildet. 

d) 6 geht in den reziproken Wert 1 : <5 über, wenn man entweder 
die beiden Punkte des Paares Alt A2 oder die des Paares As, A} 
miteinander vertauscht. 

e) ö bleibt ungeändert, wenn man gleichzeitig mit A3 und At. 
mit At vertauscht. 

42. Sind nun A, B zwei h. Punkte (Fig. 25)*) und U, V die 
Endpunkte ihrer Verbindungssehne, dann ist nach 41 d 

(42,1) (BAUT) = und (ABVU) = 

Jede Strecke ist sich selbst kongruent, AB = AB (Nr. 20, 
vorletzter Absatz); nach der 3. 
Erklärung (Nr. 17) bezeichnen 
BA und AB dieselbe Strecke, 
demnach gilt auch AB = BA. 
Daher muß man, wenn man die 
h. Streckenkongruenz durch das 
Doppelverhältnis fassen will, 
wegen der Gin. (42, 1) folgen-
dermaßen definieren: 

Zwei h. S t r e c k e n bezeich-
n e t man dann als h. kon- F i 2 5 
gruent , wenn die Doppel- g ' 
Verhäl tn isse , die sie m i t ihren Sehnenendpunkten 
bes t immen, gleich oder rez iprok sind. 

Nun ist es wegen der Gin. (42,1) für die h. Streckenkon-
gruenz auch gleichgültig, in welcher Reihenfolge man die 
beiden Sehnenendpunkte wählt. 

Vermöge der Definition der h. Streckenkongruenz ist auch 
das Axiom C 2 (Nr. 20) erfüllt. 

43. A, B seien wieder zwei h. Punkte, U, V die zugehörigen 
Sehnenendpunkte. Das Doppelverhältnis (ABUV ) ist nach 

*) Hier und in der Folge sind In den Figuren h. kongruente Strecken und 
Winkel nicht nur als solche durch gleiche Bezeichnungsweise charakterisiert, 
sondern tatsächlich h. kongruent konstruiert. Damit geben die Figuren gleich-
zeitig eine Vorstellung davon, wie stark in dieser Deutung die h. Kongruenz 
von der e. abweichen kann. 
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Satz 41 b unabhängig vom Koordinatensystem. Legt man für 
einen Augenblick den Koordinatenanfangspunkt auf U, die 
positive X-Achse auf UV, dann findet man aus Gl. (41, 1) fol-
gende Sätze: 

a) Es ist immer 6 = (AHUV) > 0, und zwar <5 > 1 oder <5 < 1, 
je nachdem die Richtungen UV und AB gegeneinander laufen oder 
übereinstimmen. 

b) Ist A ein Punkt der Sehne UV und S ein e. Punkt auf einer 
der Verlängerungen der Sehne, dann ist (ASUV) < 0. 

Eine h. Strecke AB auf der Sehne UV nennen wir weiter-
hin „posi t iv g e r i c h t e t " (BA negativ gerichtet), wenn B 
zwischen A und U liegt. Dann folgt aus 43 a und 41 d ohne 
weiteres 

c) Zu positiv gerichteten h. Strecken gehören Werte <5 > 1, 
zu negativ gerichteten Werte <5 < 1. Bei der Umkehrung der 
Richtung einer Strecke geht <5 in 1 :5 über. 

Hieraus und aus der Definition der h. Streckenkongruenz 
ergibt sich nun 

d) Sind AB und A'B' zwei h. kongruente Strecken und 
sind U, V die Sehnenendpunkte der ersten Strecke, dann kann 
man die Sehnenendpunkte der zweiten Strecke immer so mit 
ü' und V bezeichnen, daß (ABUV) = (A'B'U'V') ist. Die 
beiden Strecken sind dann gleich gerichtet. 

44. Gibt man (Fig. 25) die Strecke AB vor, zu der das 
Doppelverhältnis o gehören möge, dazu auf der Sehne U'V 
den Punkt A', dann gibt es nach 41 c auf der Geraden U'V 
je einen Punkt B'^ und B'2 derart, daß (A'B'JJ'V) = <5 ist 
und ( Ä B ' J J ' V ) = 1 : 3 . Nach den Sätzen 43 a und b liegen 
B{ und B'2 zwischen U' und V, daher sind A'B^ und A'B' 
h. Strecken und zuABh.kongruent. Einer der Werte <5, 1: <5 
ist > 1, der andere < 1*), demnach liegen nach 43 a die 
Punkte Bi und B'2 auf verschiedenen Seiten von AI. Damit 
ist der Satz 22 a und das Axiom C 1 (Nr. 20) erfüllt. 

AB und BC seien gleich gerichtete h. Strecken auf der Sehne 
UV (Fig. 26), zu AB gehöre das Doppelverhältnis zu BC der 

*) Der Fall 6 = 1: <5 führt auf den nach 41 a ausgeschlossenen Wert ö = + 1, 
weiterhin auf den Wert d = — 1, d. h. auf die h a r m o n i s c h e L a g e von vier 
Funkten, die für uns wegen 43 a vorläufig noch keine Bedeutung hat. 
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Wert <52, zu AC der Wert <53. Dann liefert das Erweitern des <53 
darstellenden Bruches folgende Beziehung: 

iArrrxn A ü -CV ä ü ' B V B ü C V n R m / u R m T A 

d .h . 
(44,1) ö3 = <5, • <52. 

Sind nun die h. kongruenten Strecken des Axioms C 3 
AB = A'B' und BC = B'C', dann kann man nach Satz 43 d 
diese vier Strecken gleichrichten, und es ist dann (ABUV) 
= (A'B'Ü'V') sowie (BCUV) = (B'G'U'V) und folglich 
wegen GL (44.1) auch (AGUV) = (A'C'Ü'V). Mithin er-
füllen die h. Strecken auch das A x i o m C 3 (Nr. 20). 

Die Axiome des Messens. 

45. Während wir die noch fehlenden Kongruenzaxiome 
C4—6 erst behandeln können, nachdem wir eine Definition für 
die h. Winkelkongruenz gegeben haben, ist es uns schon jetzt 
möglich, die beiden Axiome des Messens zu betrachten. Legt 
man das Koordinatensystem wieder wie zu Beginn von Nr. 43, 
dann beweist man leicht den Satz 

a) Ist A± ein Punkt einer positiv gerichteten h. Strecke AB, 
dann ist (ABUV) > {AAJJV) > 1. 

Wählt man nun eine Reihe h. kongruenter Strecken AAlt 
A1A2,... so, wie sie das Axiom D 1 (Archimedisches Axiom) 
(Nr. 28) voraussetzt, dann kann man sie alle positiv orien-
tieren ; daher ist, wenn wieder U, V die Endpunkte der zu-
gehörigen Sehne sind, (AÄJJV) = (A^ÜV) = (Ä2A3UV) 
= • • • = ö > 1 und weiterhin nach Gl. (44,1) { AA JJV) = Ön. 
Nach Satz 45a ist (ABUV) = A > d, und D l verlangt jetzt 
nur, daß man n so groß macht, daß ön > A ist. Da dies immer 
möglich ist, erfüllen die h. Strecken auch Axiom D 1. 

Das Axiom D 2 (Cantorsches Axiom) (Nr. 30) enthält nur 
Anordnungsaussagen. Da nach Nr. 40 das h. „zwischen" zu-
gleich das e. „zwischen" ist, folgt aus der e. Erfüllung von 
D 2, daß auch die h. Geometrie dem Axiom D 2 genügt. 

Eine unmittelbare Folgerung aus Nr. 40 sowie den Sätzen 
22 b und 45 a ist der Satz 
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b) Zur h. größeren von zwei positiv gerichteten Strecken 
gehört das größere Doppelverhältnis. 

Im folgenden ist nun noch die Ubereinstimmung der h. 
Geometrie mit den Axiomen C 4—6 (Nr. 21 u. 22) und E 
(Nr. 38) zu untersuchen. Dazu bedarf es aber noch einiger 
Vorbereitungen. 

Automorphe Kollineationen des Randkreises. 

46. Ordnet man in der e. Ebene jedem Punkt (x, y) einen Punkt 
(x, y) zu (in Zeichen: ->) durch die Gleichungen 

- ai* + hy + clt- - a2x + i2y + c2 n (4b,1) x = — , y = — , . <h h c2 + 0, 
«3 1>3 c3\ + i 3 y + c 3 ' a 3 x + h y + c3' 

so hat man damit eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen 
den Punkten der Ebene hergestellt, die man als K o l l i n e a t i o n 
bezeichnet. Dieser Name erinnert daran, daß dabei Punkten einer 
Geraden stets wieder Punkte einer Geraden entsprechen. Nach 
einem der Hauptsätze der projektiven Geometrie werden die 
Doppelverhältnisse durch Kollineationen nicht geändert. 

Sind U, V, S, P vier Punkte, von denen keine drei in einer 
Geraden liegen, ebenso U, V, S,P, dann ist durch die Zuord-
nung 17 Z7, V -+V, S -+S, P P genau eine Kollineation be-
stimmt. 

47. Aus der e. Geometrie ist bekannt: Ist g eine Gerade der Ebene 
und trifft das aus dem Mittelpunkt M des Kreises (Ii) auf g gefällte 
Lot Z (K) in A und B sowie g in L, dann bezeichnet man den 
mit L zu A und B harmonisch liegenden Punkt 6 von l als Pol 
von g in bezug auf (X). Schneidet irgendeine Gerade durch 6 
den Kreis (Ii) in AL und B1 sowie g in Llt dann ist (A1B1L1G) 
= — 1; auch diese Punkte liegen daher zueinander harmonisch. 
Trifft g den Kreis nicht, dann liegt G in dessen Innerem, ist g 
Kreistangente, dann ist G deren Berührungspunkt; enthält g eine 
Kreissehne, dann ist G der Schnittpunkt der Kreistangenten iil 
den Sehnenendpunkten, g heißt die P o l a r e von G in bezug auf (K). 

Führt man nach Desargues (1693—1661) in bekannter Weise 
„unendlich ferne" oder „uneigentliche" Elemente ein, indem man 
parallelen Geraden einen gemeinsamen uneigentlichen Punkt bei-
legt, der Ebene eine uneigentliche Gerade, auf der alle uneigent-
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liehen Punkte liegen*), dann ist der Pol eines Kreisdurchmessers 
der uneigentliche Punkt der zu ihm senkrechten Geraden, die 
Polare des Kreismittelpunktes ist die uneigentliche Gerade. 

Ist P ein Punkt von g, dann geht dessen Polare p durch G. 
Daraus ergibt sich sofort, daß die Polare s des Schnittpunktes S 
zweier Geraden g und h die Verbindungslinie der Pole G und H der 
beiden Geraden ist. 

48. Um zu einer brauchbaren Definition der h. Winkel-
kongruenz zu gelangen, wollen wir Kollineationen suchen, 
die jeden Punkt des Randkreises (K) wieder in einen Punkt 
von (K) überführen, oder, was dasselbe bedeutet, „ a u t o -
m o r p h e K o l l i n e a t i o n e n des R a n d k r e i s e s (K)"-, s. den 
Schluß von Nr. 40. Es gilt nun der folgende wichtige Satz: 

a) S ind A und A zwe i g e g e b e n e P u n k t e i n n e r h a l b 
des R a n d k r e i s e s (K) , U und Ü zwe i g e g e b e n e P u n k t e 
auf d e s s e n U m f a n g , 
dann g i b t es g e n a u 

ander zugeordnete Punkte 
A -+A, U ü, daher F l g ' ^ 
entsprechen einander auch die Pole von UV und UV, S -> S, und 
weiterhin gilt entweder P -» P oder P -» P'. Durch die Annahme 
U-+TJ, V-+V, S-*S, P-+P ist nachdem Schluß von Nr. 46 genau eine 
Kollineation bestimmt, und diese führt auch A in A sowie (K) in sich 

•) Die uneigentlichen Elemente erfüllen nicht mehr alle Axiome A—D, wie 
es Ja nach dem Vollständigkeitssatze von Nr. 36 zu erwarten ist. Die Nenner 
der Gin. (46,1) liefern, gleich Null gesetzt, die Gleichung der Geraden des 
X, Y-Systems, welche in der betreffenden Kollineation der uneigentlichen Ge-
raden des X,r-8ystems entspricht. 

**) Dabei kann man auch A und A zusammenfallend annehmen, ebenso ü 
und U; tritt beides ein, dann ist eine der beiden Kollineationen die Identität. 

Hier ein einfacher Beweis 
des Satzes (Fig. 26): In den zu 
suchenden automorphen Kolli-
neationen von (K) sind ein-

z w e i a u t o m o r p h e Kol l i -
n e a t i o n e n v o n (K), 
w e l c h e A in A und 
U in U überführen**) . 

U 
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über, das letztere, weil es genau einen Kegelschnitt gibt, der zwei 
gegebene Gerade (SU und SV) in gegebenen Punkten berührt und 
durch einen weiteren Punkt P hindurchgeht, da allgemein ein 
Kegelschnitt durch fünf Punkte bestimmt ist. Da man statt P 
auch P' wählen kann, ist damit der Satz bewiesen. 

Durch die erste Kollineation sind die Strahlenbüschel U(SPA) 
und U(ßPA) projektiv aufeinander bezogen; dreht man in Fig. 26 
im ersten Büschel einen Strahl im Uhrzeigersinne, dann dreht sich 
sein projektiv entsprechender im entgegengesetzten Sinne. Bei der 
zweiten Kollineation sind die Drehsinne gleich. Daher gilt der 
Satz _ . 

b) Sind A und Ä zwei Punkte im Innern von (K), U und U 
zwei Punkte auf dessen Umfang, und bezeichnet man die durch 
die Sekante UA gebildeten Kreissegmente mit I und II, die 
durch die Sekante U Ä gebildeten mit I ' und II', d a n n 
f ü h r t e ine de r b e i d e n K o l l i n e a t i o n e n des S a t z e s 4 8 a 
p u n k t w e i s e I in I ' über und II in II' , d ie a n d e r e I in II ' 
und II in I'. 

Man erkennt ohne weiteres die Richtigkeit der Sätze 
c) Zu den automorphen Kollineationen des Randkreises 

(K) gehören die e. Drehungen der Ebene um den Kreismittel-
punkt M, speziell die e. Spiegelungen an M (Drehungen um 
zwei Rechte), weiterhin die e. Spiegelungen an den Kreis-
durchmessern. 

d) J e d e a u t o m o r p h e K o l l i n e a t i o n v o n (K) f ü h r t 
j e d e S t r e c k e in e i n e zu i h r h. k o n g r u e n t e ü b e r . 

Die Polareigenschaften bezüglich (K) bleiben, da sie auf Doppel-
verhältnissen beruhen, bei den automorphen Kollineationen von 
(K) erhalten. 

Hyperbolische Winkelkongruenz. Die Axiome C 4—6. 
49. Wir führen nun durch die 9. Erklärung, Nr. 21, auch die 

h. Winkel ein, wobei wir naturgemäß h. Punkte und h. Halb-
gerade meinen. Da nach Nr. 40 die h. ,,zwischen"-Beziehungen 
auch gelten, wenn man die betreffenden Gebilde e. auffaßt, 
folgt aus der 9. Erklärung, Nr. 21, daß die h. Punkte, die h. 
innerhalb eines Winkels liegen, mit den e. Punkten innerhalb 



Hyperbolische Winkelkongruenz. Die Axiome C 4—6 63 

(K) zusammenfallen, die im e. Innern des e. aufgefaßten Win-
kels liegen. D a h e r s ind die h. W i n k e l , w e n n m a n sie 
e. b e t r a c h t e t , h o h l e W i n k e l . 

Nach 48 a und d liegt es jetzt nahe, die Winkelkongruenz 
in der folgenden Weise zu definieren: 

Zwei h. W i n k e l s ind d a n n h. k o n g r u e n t , w e n n sie 
d u r c h e ine a u t o m o r p h e K o l l i n e a t i o n von ( ¿ ^ i n e i n -
a n d e r ü b e r g e f ü h r t w e r d e n k ö n n e n . 

Nun betrachten wir das Axiom C 4 (Nr. 21): Gegeben sind 
(Fig. 27) h, k, a', 0', ti und die eine Seite von a'. Nach Satz 48a 
gibt es genau zwei automorphe Kollineationen von (K), 
welche 0 in 0' und U in U' überführen, nach Satz 48 b legt 
genau eine davon k' auf die ge-
gebene Seite von a'. Somit ist 
C 4 erfüllt. 

50. Wir kommen zu C 5 
(Nr. 21). Daß <£ (h, k) = (h, k) 
ist, folgt unmittelbar daraus, daß 
zu den automorphen Kollineatio-
nen von (K) auch die Iden-
t i tät gehört (Anm. **) zu Nr. 48). 
Nach dem ersten Satze der 9. 
Erklärung (Nr. 21) ist noch zu 
untersuchen, ob auch <T (h, k) = Fig 27. 
<£ (k,h) is t ; mit anderen Worten: 
gibt es eine automorphe Kollineation von (K), welche 
(Fig. 27) 0 fest läßt und dabei h und k vertauscht ? 

In einem einfachen Falle kann man eine solche Transfor-
mation ohne weiteres angeben, wenn nämlich 0 der Kreis-
mittelpunkt ist. Legt man dann den Koordinatenanfangs-
punkt in 0 und die X-Achse parallel zur Sehne UV, dann 
leistet nach 48 c die Spiegelung {©} an der Y-Achse (x' = —x. 

•y' = y) das Gewünschte. Eine einfache Bemerkung wird uns 
von hier aus zum allgemeinen Fall übergehen lassen. 

Aus der Bilinearität der durch die Gin. (46,1) vermittelten 
Kollineationen erkennt man unschwer folgendes: transformiert 
man die Punkte x, y kollinear in die Punkte x', y', diese wieder 
durch eine neue Kollineation in die Punkte x", y", dann sind auch 
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die Punkte x, y auf die Punkte x", y" koliinear bezogen. Weiter-
hin ist klar, daß ( I i ) in der zuletzt genannten Kollineation in sich 
übergeht, wenn dies bei den zwei ersten Kollineationen der Fall 
ist. Das gilt nun offenbar für beliebig viele hintereinander ausge-
führte Kollineationen, mit anderen Worten: 

a) Man kann das Ergebnis einer Folge automorpher Kolli-
neationen von ( K ) auch durch eine einzige automorphe 

sehen, d. h. 0 ' , h', k' in 0 " , h", k" verwandeln. Nun trans-
formieren wir wieder vermöge der Umkehrung von { £ } 
zurück, dann geht 0 " , h " , k" in 0, k, h über (weil ja h" und 
h" nichts anderes sind als k' und h'). Durch eine Folge auto-
morpher Kollineationen von ( K ) haben wir somit 0, h, Je in 
0, k, h transformiert, dann gibt es aber nach Satz 50 a eine 
einzige automorphe Kollineation von (K ) , welche dasselbe 
leistet. Demnach ist auch C 5 erfüllt. 

51. Nun gehen wir zum Axiom C 6 (Nr. 22) über. Wenn 
wir uns des Satzes 43 d erinnern, dann sagt in der h. 
Geometrie der Vordersatz des Axioms e. folgendes aus 

Kollineation von ( K ) erreichen*). 

Fig. 28. 

Jetzt können wir Axiom C 5 
auch im allgemeinen Falle behan-
deln (Fig. 28): Wir wählen eine der 
beiden automorphen Kollineationen 
des Satzes 48 a als Transformation 
{ £ } , um 0 und h in 0' und h' zu 
transformieren, wobei wir als Punkt 
0 ' den Kreismittelpunkt wählen; 
dabei geht k in eine Halbgerade k! 
über. Wie im 2. Absätze von Nr. 50 
können wir durch eine Spiegelung 
{ © } die Radien h' und k' vertau-

(Fig. 29): 

« ) es ist ( A B S T ) = ( A ' B'S' T ' ) , 

ß) es ist ( A 0 Ü V ) = ( Ä ' C Ü ' V ' ) , 

* ) Kurz: die automorphen Kollineationen von ( K ) bilden eine G r u p p e . 
Über die Definition der Gruppe vgl. z. B. L. B a u m g a r t n e r , „Gruppen-
theorie", Slg. Göschen, 1921, 120 S., 3. Aufl. 1958, 110 S., insbes. § 5. 



Der Widerspruch mit dem Euklidischen Parallelenaxiom 65 

y) es gibt eine automorphe Kollineation {.ft} von (K), welche 
die Punkte S, A, U in die Punkte S', A!, U' transformiert. 
Der Nachsatz des Axioms fordert, daß man auch B in 
<£ B' transformieren 
kann. Durch die Trans-
formation {£} von y) 
gehen auch T und V in 
2" und V' über*) und 
daher wegen der Gleich-
heit der Doppelver-
hältnisse in «) und ß) 
auch B und C in B' 
und C'. Demnach wird 
durch {®} auch ABC 
in <£ A'B'C' überge-
führt und die Forde-
rung des Axioms C6 
ist erfüllt**). rig. ¡¡9. 

Der Widerspruch mit dem Euklidischen Parallelenaxiom. 
52. Die h. Geometrie erfül l t die Axiome A—D, das 

ist unser bisheriges Ergebnis. Wir haben noch das Ver-
halten zum Euklidischen Parallelenaxiom E (Nr. 38) zu prüfen. 
Würde dieses in der h. Geometrie gelten, dann würde, e. ge-
sprochen, daraus folgen: 

a) Es gäbe eine Sehne g des Kreises (K) und einen nicht auf 
g liegenden Punkt P innerhalb (Z) derart, daß es höchstens eine 
Sehne durch P gibt, welche mit g keinen inneren Punkt ge-
meinsam hat. 

Dieser Satz ist aber nicht richtig, da man sofort eine unend-
liche Menge von Sehnen durch P angeben kann, welche g nicht 
schneiden, und zwar in folgender Weise: man greift einen be-
liebigen Punkt A auf der Verlängerung von g heraus, dann 
trifft die Gerade AP den Kreis nach Satz 34 a in zwei Punkten 

*) Erster Absatz des Beweises in Nr. 48. 
»*) Da {8} die Strecke BC in die Strecke B'O' transformiert, sind auch diese 

Strecken h. kongruent, so daß hier der 1. Kongruenzsatz ohne besonderen Be-
weis als unmittelbare Folgerung aus der Figur 29 zum Axiom C (1 auftritt. 

B a l d u s , Nichteuklidische Geometrie. 5 



66 IV. Axiomatik der hyperbol. Geometrie im Einheitskreise 

und liefert damit eine Sehne, welche g zufolge Satz 18c nicht 
schneiden kann, da sich die beiden die Sehnen tragenden Ge-
raden schon außerhalb (K) in A schneiden. Daraus folgt: 

Die hyperbol ische Geometrie e r fü l l t alle Axiome 
der Eukl id i schen Geometrie mi t Ausnahme des 
Para l le lenax ioms; diesem wide r sp r i ch t sie. 

Widerspruchslosigkeit der hyperbolischen Geometrie. 
53. Die h. Geometrie beruht auf einer von der gebräuchlichen 

abweichenden Deutung der Worte „Punkt", „Punktreihe" 
(„Gerade"), „zwischen", „kongruent", „parallel" usw., die, 
wie wir nachgewiesen haben, die Axiome A—D formallogisch 
erfüllt. Diese Deutung läßt sich — eine Tatsache, die wir 
immer wieder benützt haben — in die Sprache der e. Geome-
trie übersetzen. Wäre nun das Euklidische Parallelenaxiom 
mittels der Axiome A—D beweisbar, dann würde seine Aus-
sage als Satz in jeder Geometrie gelten, welche diese Axiome 
erfüllt, demnach auch in der h. Geometrie; daher müßte in 
der e. Geometrie die oben gegebene Übersetzung 52 a dieser 
Aussage gelten. Da dies nicht der Fall ist, kann das Eukli-
dische Parallelenaxiom nicht aus A—D beweisbar sein. 
Zusammengefaßt: 

Man kann aus der Eukl id i schen Geometrie 
beweisen, daß es n ich t möglich is t , die Aussage des 
Eukl id ischen Para l l e lenax ioms aus den übrigen 
Axiomen der Eukl id ischen Geometr ie als Satz ab-
zulei ten. 

Damit ist, in gedanklichem Anschluß an Nr. 12, die Lösung 
des uralten Rätsels des Euklidischen Parallelenaxioms gegeben. 
Sie rechtfertigt Euklid, der in genialer Weise die Notwendig-
keit seines V. Postulates gefühlt hat. 

54. Der entscheidende Schluß in der vorigen Nr. war der, daß 
die Aussage 52 a in der e. Geometrie nicht bewiesen werden 
kann, weil eine ihr widersprechende Aussage beweisbar ist. We-
sentlich war dabei die stillschweigende Annahme, daß die e. 
Geometrie nicht zwei einander widersprechende Sätze liefern 
kann, daß sie widerspruchs f re i ist. Welche Gewähr hat 
man dafür? 
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Man kann nicht etwa so schließen: „Die e. Geometrie ist durch 
einen Abstraktionsprozeß, durch eine Verfeinerung aus der physi-
schen Wirklichkeit bis zu idealen Grenzen entstanden (was sich 
noch deutlich in den in Nr. 2 erwähnten Buklidischen Defn. I, II, 
IV ausspricht), und da die Wirklichkeit widerspruchslos ist, gilt 
dasselbe auch für die e. Geometrie." Denn in diesem Abstraktions-
prozeß steckt so viel Willkürliches darin, er ist in seinen Einzel-
heiten so verwickelt*), daß es unmöglich ist, darauf eine derartige 
Aussage zu stützen, selbst wenn es klar wäre, was die „logische 
Widerspruchslosigkeit der Wirklichkeit" bedeuten soll. 

Einen Weg für die Behandlung der Frage nach der Wider-
spruchslosigkeit der e. Geometrie zeigt die analytische Geome-
trie, die uns ein Mittel gibt, jeden e. Beweis, jede e. Aussage 
rechnend zu verfolgen, so daß ein Widerspruch in der e. Geo-
metrie einen Widerspruch in der Rechnung nach sich ziehen 
müßte. Das Rechnen in der analytischen Geometrie kann 
man wieder auf die Arithmetik (das Rechnen mit den posi-
tiven, ganzen Zahlen) zurückführen, so daß man aus der 
Widerspruchslosigkeit der Arithmetik auf die der e. Geome-
trie schließen kann. Und damit müssen wir uns vorläufig 
begnügen. Die Widerspruchslosigkeit der Arithmetik ist bisher 
noch nicht in allgemein anerkannter Weise bewiesen worden; 
es wird sogar bestritten, daß es überhaupt einen Sinn hat, 
dies zu versuchen**). 

Die naheliegende Frage nach der Widerspruchslosigkeit der 
h. Geometrie läßt sich nun sofort beantworten. Da sich die Aus-
sagen der h. Geometrie in e. Form kleiden lassen, wie wir es 
zuletzt beim Euklidischen Parallelenaxiom in Nr. 52 taten, sind 
alle Sätze der h. Geometrie nichts anderes als Sätze der e. Geo-
metrie***). Daher wäre ein Widerspruch in der h. Geometrie 
gleichbedeutend mit einem solchen in der e. Geometrie. Nimmt 
man die soeben besprochene Beziehung der letzteren zur Arith-
metik hinzu, dann folgt daraus: 

*) Vgl. die erste der in Anm. **) zu Nr. 16 genannten Arbeiten von 
K. Baldus. 

**) Näheres enthält z. B. die in Anm. **) zu Nr. 16 zuletzt erwähnte Schrift. 
Vgl. auch H. K n e s e r , „Notio und notatio", Jahresber. d. D. M. V. 53, 1943, 
2. Abt., S. 9—21, bes. ab S. 17, ferner H. M e s c h k o w s k i , Wandlungen des 
mathematischen Denkens, Braunschweig 1960, S. lOOff. 
***) Daß sich die Sätze der h. Geometrie in e. Form viellach nur sehr um-

ständlich aussprechen lassen, ist hier gleichgültig. 

5* 



68 IV. Axiomatik der hyperbol. Geometrie im Einheitskreise 

I s t d ie A r i t h m e t i k w i d e r s p r u c h s l o s , d a n n i s t es 
a u c h die E u k l i d i s c h e u n d die h y p e r b o l i s c h e Geo-
m e t r i e . 

Der Beweis dafür, daß man das Parallelenaxiom nicht ent-
behren kann, wurde durch die Deutung der übrigen Axiome in einer 
Geometrie geliefert, die dem Parallelenaxiom widerspricht. Mittels 
desselben grundsätzlichen Gedankenganges kann man nun auch 
die Notwendigkeit anderer Axiome nachweisen. Beispiele hierfür 
findet man in den „Grundlagen", außerdem in Enriques [4] und 
Schur [12]. Ein näheres Eingehen hierauf kann für uns im Rahmen 
dieses Büchleins nicht in Frage kommen. 

Das Nichteuklidische Parallelenaxiom E'. 
55. Aus den Axiomen A—C folgt vermöge Satz 24 c die Exi-

stenz mindestens einer Parallelen zu irgendeiner Geraden durch 
irgendeinen Punkt außerhalb der Geraden. Gibt es weiterhin 
in einer die Axiome A—D erfüllenden Geometrie durch einen 
einzigen Punkt zu einer einzigen ihn nicht enthaltenden Gera-
den mehr als eine Parallele, dann gilt dies nach Satz 37 a für alle 
Punkte und Geraden. Will man die Axiome A—D der abso-
luten Geometrie durch Hinzufügung eines Nichteuklidischen 
Parallelenaxioms zu einem Nichteuklidischen Axiomensystem 
ergänzen, dann erreicht man dies daher durch 

D a s N i c h t e u k l i d i s c h e P a r a l l e l e n a x i o m E': Es g i b t 
e ine P u n k t r e i h e g u n d e inen P u n k t P a u ß e r h a l b g 
v o n der E i g e n s c h a f t , d a ß ( m i n d e s t e n s ) zwei P u n k t -
r e i h e n d u r c h P die P u n k t r e i h e g n i c h t t r e f f e n . 

Die Aussage dieses Axioms gilt dann für alle Punkte und 
Geraden. 

56. In der h. Geometrie haben wir ein 
Beispiel einer Geometrie kennengelernt, 
welche die Axiome A—D,aber nicht das 
Axiom E erfüllt. An dessen Stelle t r i t t 
in der h. Geometrie folgende Aussage, 
die scheinbar enger ist als das Nicht-
euklidische Parallelenaxiom E' (Fig. 30): 

a) Ist g irgendeine Gerade und P 
irgendein Punkt außerhalb g, dann 

Fig. 30. gibt es zwei von P ausgehende, nicht 
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P 2 

auf einer Geraden liegende Halbgerade x, y derart, daß von 
den Geraden durch P jede, welche durch das Innere des 
(x, y) läuft, (j trifft und jede, welche nicht durch das Innere 
dieses Winkels läuft, g nicht trifft, x und y treffen g nicht*). 

Sagen wir dafür kurz „P v e r h ä l t sich zu g h y p e r b o -
l isch" , dann können wir den folgenden wichtigen Satz aus-
sprechen : 

b) Aus den A x i o m e n A—D und E' f o l g t , daß sich 
jeder P u n k t zu j e d e r ihn n i c h t e n t h a l t e n d e n Ge-
r a d e n h y p e r b o l i s c h v e r h ä l t . 

Dies beweist man in folgender Weise: P sei irgendein Punkt, 
g eine ihn nicht enthaltende Gerade, p und q seien die beiden 
Parallelen durch P zu g, die nach dem Schluß von Nr. 55 exi-
stieren (Fig. 31). Da sich p und 
g nicht schneiden, liegen alle " 
Punkte von g auf derselben Seite 
von p (Satz 18 h). Das Entspre-
chende gilt für q und g. Wir zer-
legen p in die Halbgeraden pt, 
p2**) und q in q1:q2 so,daß g und 
Pi auf derselben Seite von q 
sowie g und qt auf derselben Seite 
von p liegen, g liegt dann im 
Innern des <i (plt (9. Erklä-
rung, Nr. 2l). 

Das Lot l aus P auf g trifft g 
in einem Punkt L (23 e) und ver-
läuft deshalb im <i (p„ q¡). Jede von l verschiedene Halbgerade 
welche g trifft, liegt im <£ (pu l) oder im <£ (qu l). 

Wir betrachten zunächst nur die Halbgeraden im <£ (p1; l). 
Trifft die Halbierungslinie \ dieses Winkels g, dann tut dies nach 
21 a jede Halbgerade im <£ {hu l). In diesem Falle bezeichnen wir 
ht mit dj und p, mit bt. Schneidet dagegen hx die Gerade g nicht, 
dann gilt dies für alle Halbgeraden im (pt, ht) und wir be-
zeichnen dann Í mit ax und \ mit t^ Nun halbiert man den 

(oj, 6t) durch h2 und bezeichnet entweder (h.¿, oder <£(<!!,/**) 
als < (a2) J2), je nachdem h2 die Gerade g trifft oder nicht. So 

*) Schon S a c c h e r i hatte in seinem Lehrsätze X X X I I diesen Sachverhalt 
klargestellt. 

* * ) IQ diesem Beweise meinen wir hier und weiterhin mit einer Halbgeraden 
immer eine von Pausgehende Halbgerade. 

^ \ 

i 

r L \ 

Fig. 31. 
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fährt man nun fort und erhält eine Folge von ineinanderliegenden 
Winkeln <£ (av, bv) mit dem gemeinsamen Scheitel P von der 
Eigenschaft, daß unter den (von P ausgehenden) Halbgeraden die 
innerhalb <f_ (p„ bv) liegenden g nicht treffen, die innerhalb 

(l, av) liegenden g treffen. 
Das Verfahren bricht ab, wenn eine Halbierende hl+l die g 

treffenden Halbgeraden von den nicht treffenden im <£ (av, bv) 
trennt: dann bezeichnen wir h„+, mit x. 

Tritt dies nicht ein, dann sind die Voraussetzungen von Satz 32 a 
erfüllt, und die nach diesem existierende Halbgerade x trennt im 
<$ (Pi, l) die g schneidenden Halbgeraden von den nicht schnei-
denden. Ebenso findet man im (qlt l) eine Halbgerade y. 
x und y können nicht auf derselben Geraden liegen, weil sie beide 
im <£ (pl, <h) verlaufen oder auf dessen Schenkel fallen. 

Damit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen, bis auf seine 
letzte Aussage, daß x und y die Gerade g nicht schneiden. Würde 
etwa x die Gerade g in X treffen, dann könnte man einen Punkt 
S auf g so annehmen, daß X Punkt der Strecke LS wäre (Satz 
18 e) und erhielte dann eine Halbgerade PS, welche im <E (p,, x) 
liegend g treffen würde, was dem soeben bewiesenen Teile des 
Satzes widerspräche. 

A u ß e r d e m s ind x u n d y zum L o t l s y m m e t r i s c h ; das 
folgt ohne weiteres daraus, daß andernfalls die Spiegelung der 
einen Seite am Lot (durch kongruente Übertragung) auf der 
anderen Seite zu einem Widerspruch führen würde. 

Einzigartigkeit der hyperbolischen Geometrie. 

57. Setzt man die Axiome A—D voraus, dann gibt es zu 
irgendeiner Geraden durch irgendeinen, nicht auf ihr liegenden 
Punkt mindestens eine Parallele, und zwar, je nachdem man 
das Axiom E oder E' hinzufügt, genau eine oder mehr als eine. 
Wegen der vollständigen Disjunktion in dieser Aussage über 
die Parallelen gibt es daher keine anderen Fortsetzungen des 
Systems der Axiome A—D der absoluten Geometrie als in den 
beiden genannten Parallelenaxiomen. 

Das Axiom E liefert die Euklidische Geometrie; aus dem 
Axiom E' folgt der Satz 56 b. Bezeichnet man — nunmehr un-
abhängig von der Deutung innerhalb (K) — als h. Geometrie 
diejenige Geometrie, welche die Axiome A—D erfüllt und in 
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der sich jeder Punkt zu jeder ihn nicht enthaltenden Geraden 
h. verhält, so kann man daher den Satz aussprechen: 

D a s S y s t e m der A x i o m e A—D k a n n nur im E u k l i -
d i s c h e n P a r a l l e l e n a x i o m E oder im N i c h t e u k l i d i -
s c h e n P a r a l l e l e n a x i o m E' f o r t g e s e t z t w e r d e n ; im 
e r s t e n F a l l e r h ä l t m a n die E u k l i d i s c h e G e o m e t r i e , 
im z w e i t e n die h y p e r b o l i s c h e . Das Axiomensystem 
wird dadurch in jedem Fall abgeschlossen. 

Daß sich das System der Axiome A—E' innerhalb eines Rand-
kreises deuten läßt, haben wir im vorliegenden Abschnitt gezeigt. 
Daß diese Deutung nicht etwa als zu eng erweitert werden kann, 
das folgt aus dem Vollständigkeitssatze von Nr. 36. 

Eine w i c h t i g e g r u n d s ä t z l i c h e B e m e r k u n g über diese 
Deutung des Axiomensystems der h. Geometrie wird noch in 
Nr. 116 folgen. 

V. A b s c h n i t t . 

Die hyperbolische Geometrie als selbständige Disziplin. 

Vorbemerkungen. 

58. Ein Problem der Euklidischen Axiomatik, die Frage nach 
der Beweisbarkeit des Euklidischen Parallelenaxioms, hat zur 
Entdeckung der hyperbolischen Geometrie geführt. In den 
Überlegungen des vorhergehenden Abschnittes haben wir die h. 
Geometrie nur so weit entwickelt, als es zur Beantwortung die-
ser Frage nötig war. Dabei wurde die Erkenntnis gewonnen, 
daß nach Nr. 57 die h. Geometrie die einzige Nichteuklidische 
Geometrie ist in dem Sinne, daß sie die einzige Geometrie 
ist, die neben einem dem Euklidischen Parallelenaxiom 
widersprechenden Axiom E' alle übrigen Axiome A — D 
der Euklidischen Geometrie erfüllt. Diese Tatsache legt 
den Gedanken nahe, die der h. Geometrie eigentümlichen 
Sätze näher zu untersuchen, das sind diejenigen Sätze, 
welche wesentlich vom Nichteuklidischen Parallelenaxiom 
E' abhängen. Wir wollen dies im folgenden tun. 
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Dabei behalten wir fernerhin die bisherige Deutung der h. 
Geometrie im Randkreise (Ii) mit dem Mittelpunkt M bei und 
bezeichnen diese Deutung mit {®}.*) 

Da die absolute Geometrie der gemeinsame Unterbau der e. 
und der h. Geometrie ist, können die Sätze des II. Abschnittes 
als Sätze der h. Geometrie bei der Ableitung weiterer h. Sätze 
vorausgesetzt werden. 

Die in Nr. 48 behandelten automorphen Kollineationen von 
(K) lassen die h. Größen der Strecken und Winkel unverändert; 
es liegt demnach nahe, sie in Übereinstimmung mit dem 
in Nr. 22 Gesagten kürzer als „h. Bewegungen" zu be-
zeichnen und z. B. davon zu sprechen, daß man durch eine h. 
Bewegung einen Winkel mit seinem Scheitel auf M legt. Letzten 
Endes greift man dabei immer wieder auf die durch die Axiome 
C gewährleisteten kongruenten Übertragungen von Strecken 
und Winkeln zurück. (Vgl. den Schluß von Nr. 40, ferner die 
Nrn. 42, 44, Satz 48d und die Nrn. 49 bis 51). 

59. Im folgenden werden wir viele Tatsachen der h. Geo-
metrie mittels eines einheitlichen, einfachen Gedankens ab-
leiten, den man als „Prinzip der speziellen Lage" bezeich-
nen kann: Man denkt sich die zu untersuchende h. Figur {g} 
durch eine h. Bewegung so zu M gelegt, daß sie in der neuen 
Lage {§}' eine einfache e. Bedeutung hat und die Übersetzung 
vom Hyperbolischen ins Euklidische und umgekehrt besonders 
leicht wird. Gelingt es nun, aus bekannten e. Sätzen einen h. 
Satz für abzuleiten, der nur h. Beziehungen enthält, die 
durch h. Bewegungen nicht zerstört werden, dann gilt der so 
bewiesene h. Satz auch für die ursprüngliche Figur {g}. Der 
Anwendung dieses Prinzips wollen wir zunächst durch Ab-
leitung einiger Hilfssätze vorarbeiten. 

*) Zur Ergänzung sei hingewiesen auf die Arbeiten von M. G r o ß m a n n , 
Die fundamentalen Konstruktionen der nichteuklidischen Geometrie. Beilage 
zum Programm der thurgauischen Kantonsschule auf das Jahr 1903/04. 
Frauenfeld, Huber <fe Co., und Projektive Konstruktionen in der nicht-
euklidischen Geometrie. Math. Ann. 68 (1910), ferner auf das Buch von 
K. K o m m e r e i l , Vorlesungen über analytische Geometrie der Ebene, 2. Aufl. 
Leipzig 1949, S. 189ff, sowie auf K l e i n [7] und L i n g e n b e r g [9J. 
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Hyperbolische Gebilde in spezieller Lage zum Randkreise. 
60. d sei ein Durchmesser von (K), Cj und c2 seien die beiden 

Hälften einer zu d e. senkrechten Sehne, Fig. 32*) Nr. 62. Die 
Spiegelung der Ebene an d zeigt vermöge Satz 48 c, daß 

(cj, d) und <C (c2, d) auch h. kongruent und folglich nach 
der 11. Erklärung (Nr. 23) rechte "Winkel sind. D. h. 

a) Geht der eine Schenkel eines h. (e.) rechten Winkels durch 
M, dann ist der Winkel auch e. (h.) ein rechter**). 

Wir bezeichnen weiterhin solche rechte Winkel als „ a b s o l u t 
r e c h t e W i n k e l " , in naheliegender Analogie zur Bezeichnung 
des den beiden Geometrien gemeinsamen Teiles als absoluter 
Geometrie. 

Trägt man auf den beiden Halbsehnen cx und c2 vom Sehnen-
mittelpunkt aus zwei e. gleiche Strecken ab, dann sind diese, 
wie man wieder durch die e. Spiegelung an d erkennt, auch h. 
kongruent, daher ist die e. Spiegelung an d gleichzeitig auch 
eine h. Spiegelung an d; wir können daher von einer „abso lu -
t en S p i e g e l u n g " sprechen. Und weiterhin ergibt sich ohne 
weiteres der Satz 

b) Zwei S t r e c k e n oder W i n k e l , die a b s o l u t spie-
ge lb i ld l i ch zu e inem D u r c h m e s s e r von (K) l i egen , 
s ind a b s o l u t (d. h. e. und h.) k o n g r u e n t . 

Satz a) war ein Spezialfall hiervon. Weitere Spezialfälle sind 
die Sätze 

c) h. (e.) kongruente Strecken mit dem gemeinsamen Endpunkt 
M sind auch e. (h.) kongruent. 

d) h. (e.) kongruente Winkel mit dem gemeinsamen Scheitel M 
sind auch e. (h.) kongruent. 

e) Geht die h. (e.) Halbierungslinie eines Winkels durch M, 
dann ist sie auch dessen e. (h.) Halbierungslinie. 

Ebenso erkennt man aus den e. Spiegelungen an M zufolge 
Satz 48 e den Satz 

f) L iegen zwei S t r e c k e n oder W i n k e l a b s o l u t sym-
m e t r i s c h zu M, d a n n s ind sie a b s o l u t k o n g r u e n t . 

* ) Doppelbogen in den Figuren bezeichnen auch weiterhin e. rechte Winkel. 
* * ) In den Sätzen dieser und der folgenden Nummer heißt e. immer soviel 

wie „e. und innerhalb ( K ) liegend". 
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Mittels des Prinzips der speziellen Lage erkennen wir nun 
unmittelbar die Gültigkeit des folgenden Satzes auch in 
der h. Geometrie: 

g) Die A u f e i n a n d e r f o l g e zweier Sp iege lungen an 
zue inande r s e n k r e c h t e n Achsen e rg ib t die Spiege-
lung an deren S c h n i t t p u n k t * ) . 

61. Nach Nr. 32 ist in der Winkelmetrik die Einheit beliebig. 
Als einfaches Beispiel wurde dort für den rechten Winkel die 
Größe \ gewählt. Da es in der e. Geometrie aus bekannten 
Gründen rechnerisch vorteilhaft ist, dem rechten Winkel die 
Größe \ n beizulegen, wollen wir dies weiterhin auch in der h. 
Geometrie tun (so daß alle Winkelgrößen zwischen 0 und 7t 
liegen). Dann folgt aus Satz 60 d sofort der Satz 

a) Winkel mi t dem Scheitel M haben e. und h. die-
selbe Größe. 

Aus Satz 60 c ergibt sich die Aussage 
b) Legt man durch eine h. Bewegung einen h. Kreis mit sei-

nem Mittelpunkt auf M, dann wird er ein e. Kreis mit dem 
Mittelpunkt M. 

Und aus Satz 60 b folgt 
c) Legt man durch eine h. Bewegung ein h. reguläres n-Eck 

mit dem Mittelpunkte seines Inkreises auf M, dann wird es ein 
e. reguläres w-Eck mit dem Mittelpunkt M. 

Damit haben wir die Hilfsmittel für die Anwendung des Prinzips 
der speziellen Lage bereitgestellt, das uns nicht nur in die Lage 
versetzen wird, die Deutung {®} genau kennenzulernen, sondern 
darüberhinaus die Haupttatsachen der h. Geometrie auf einfachste, 
auch dem Euklidisch Eingestellten leichtverständliche Weise abzu-
leiten. 

Orthogonalität. 

62. Die beiden h. senkrechten Geraden e1 und d der Fig. 32 
haben die Eigenschaft, daß jede von ihnen verlängert durch 

*) Die Spiegelungen spielen eine wichtige Ilolle in der absoluten Geometrie; 
auf sie lassen sich alle Bewegungen und Umlegungen zurückführen. Vgl. 
F. B a c h m a n n , Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Berlin-
Göttingen-Heidelberg 1959. 
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den zu (K) gehörenden Pol (Nr. 47) der anderen hindurch-
geht. Hat man irgend zwei andere h. 
zueinander senkrechte Gerade a und 
6, dann kann man durch eine h. Be-
wegung nach Axiom C 4 den rechten 
<£ (c3, d) auf einen der vier von den 
Geraden a, b gebildeten h. rechten 
Winkel legen, wobei die Polareigen-
schaften erhalten bleiben, d. h. 

a) Zwei h. Gerade a, 6 s t e h e n 
in der D e u t u n g d a n n auf-
e i n a n d e r h. s e n k r e c h t , w e n n , e. 
g e s p r o c h e n , j ede von i hnen ver-
l ä n g e r t d u r c h den zu (K) gehö-
r e n d e n Pol der a n d e r e n hin-
d u r c h g e h t . Dies trit t ein, wenn eine 
der beiden Geraden den Pol der 
anderen enthält. 

Auf den durch A laufenden Sekanten der Fig. 32 liegen daher 
die Sehnen, welche h. die zu a senkrechten Geraden darstellen. 
Die Richtigkeit der Sätze 23 e und f für die h. Geometrie erkennt 
man so neuerdings, hier durch unmittelbares Ablesen aus der Figur. 

Parallele Gerade. 
63. In unserer Deutung {$} der h. Geometrie schneiden sich 

zwei h. Gerade nicht, sie sind h. parallel, wenn die sie darstellen-
den e. Kreissehnen einen Punkt von (K) oder keinen Punkt ge-
meinsam haben. Wir wollen die beiden h. Geraden im ersten 
Falle „ r a n d p a r a l l e l " nennen, im zweiten Fall „ ü b e r p a r a l -
lel"*). Auch zwei h. Halbgerade, die sich auf (K) treffen, 
nennen wir randparallel**). 

•) Die Bezeichnungen liegen nahe, da man die e. Punkte des Randkreises 
(Z) auch als „Standpunkte" der h. Ebene bezeichnet, die e. Punkte außerhalb 
(K) nach L i e b m a n n [8] als „Uberpunkte". Die e. Geraden, auf denen die be-
treffenden h. Geraden liegen, haben im ersten Fall einen llandpunkt, im zweiten 
einen Überpunkt gemeinsam, der auch ein e. uneigentlicher (unendlich ferner) 
Punkt sein kann. Man sagt auch, die Punkte außerhalb von (K) und auf (£ ) 
stellen „uneigentliche" oder „ideale" Punkte der Nichteuklidischen Ebene dar, 
die Punkte auf (Ä) speziell Ihre unendlich fernen Punkte, was in Nr. 71 be-
gründet wird; entsprechendes gilt für die Geraden. 

•*) Nach H i l b e r t sagt man in diesem Fall auch: die beiden Halbgeraden 
haben ein „Ende" gemeinsam. 
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Ist nun eine h . Gerade g und ein n icht auf ihr liegender h. 
F u n k t P gegeben (Fig. 33), d a n n g ib t es durch P die zwei zu <j 

randparal le len Halbgeraden % u n d y, 
G welche nach Satz 56 a im Geraden-

büschel m i t dem Scheitel P die g 
schneidenden von den g n i ch t 
schneidenden Geraden t rennen . 

Nun ergibt sich ohne weiteres, daß 
zwei Halbgerade, welche zu einer dritten 
randparallel sind, auch untereinander 
randparallel sind. Sagen wir von jeder 
Halbgeraden, sie sei zu sich selbst rand-
parallel, so wird der Randparallelis-
mus — wie der e. Parallelismus — 
eine reflexive, symmetrische und tran-
sitive Beziehung (vgl. Nr. 20 u. 23); 
damit wird eine „Äquivalenz oder 
Gleichheit" definiert — wie in der e. 
Geometrie für den so geschaffenen Be-

griff der Richtung — hier für den Begriff des Endes: e. parallele 
Gerade „haben gleiche Richtung", h. randparallele Halbgerade 
„haben dasselbe Ende" . 

In Nr. 6 hatten wir Sätze der e. Geometrie kennengelernt, 
die, als dem e. Parallelenaxiom äquivalent, in der h. Geometrie 
nicht erfüllt sein können. Für 6 a ist das ohne weiteres klar: die 
Gerade a der Fig. 33 z. B. t r iff t h, aber nicht die zu h parallele 
Gerade g. 

Vielfach, so von Gauß und Lobatschefskij, wird die Bezeich-
nung „parallel" den randparallelen Geraden vorbehalten. Dies 
setzt voraus, daß in der absoluten Geometrie an die Stelle der 
12. Erklärung (Nr. 24) eine andere t r i t t . Die Überparallelen werden 
dann z. B. als „divergierende Gerade" eingeführt. J . Bolyai 
nennt randparallele Gerade „asymptotisch"; die Begründung 
für diese treffende Ausdrucksweise folgt später (in Nr. 73). 

In Fig. 32 (Nr. 62) gibt es, h. gesprochen, durch keinen Punkt 
von b eine Gerade, welche beide Schenkel des spitzen <£ (d, e) 
tr ifft , in erwartetem Widerspruch mit dem e. Satze 6 b. 

64. Aus Nr . 47 und dem Satze 62 a folgen n u n ohne weiteres 
die beiden Sätze 
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a) In der h. Geometr ie g ib t es zu zwei Geraden , 
die sicli schneiden oder die zue inander r andpa r -
allel s ind, kein gemeinsames Lot. 

b) In der h. Geometr ie haben zwei Übe rpa ra l l e l e 
genau ein gemeinsames Lot. 

Das gemeinsame Lot dieses Satzes b) ist in der Deutung {®} 
die Polare des außerhalb (K) liegenden, e. eigentlichen oder un-
eigentlichen Schnittpunktes der verlängerten Geraden. In der 
Fig. 32 (Nr. 62) steht c, auf d h. senkrecht, a nicht, und doch 
haben a und elt beliebig verlängert, keinen h. Schnittpunkt (vgl. 
Nr. 7, letzter Absatz). 

Eine unmittelbare Folge aus den Sätzen a) und b) ist der Satz 
c) In der h. Geometr ie sind die Lote in zwei Punk-

ten einer Geraden zue inander überpara l l e l . 
Bezeichnet man in der h. Geometrie den Mittelpunkt des 

gemeinsamen Lotes zweier Überparallelen als deren „Sym-
m e t r i e p u n k t " , dann folgen aus dem Beweise des Satzes 24a 
und aus dem Satze 64 b ohne weiteres die Sätze 

d) Werden in der h. Geometr ie zwei Gerade von 
einer d r i t t e n u n t e r gleichen Wechse lwinke ln ge-
s c h n i t t e n , dann sind die beiden e r s t en Geraden zu-
e inander übe rpa ra l l e l , und das S tück der d r i t t e n 
Geraden zwischen den beiden e r s ten wird von de-
ren S y m m e t r i e p u n k t ha lb i e r t . 

e) In der h. Geometr ie t r i f f t jede Gerade durch 
den S y m m e t r i e p u n k t zweier Überpa ra l l e l en ,we lche 
eine der beiden Überpa ra l l e l en t r i f f t , auch die an-
dere , und beide u n t e r gleichen Wechse lwinkeln . 

Aus der Definition des Symmetriepunktes und den Sätzen 
60 a und c folgt 

f) Legt man in der Deutung {3)} zwei Überparallele durch 
eine h. Bewegung mit ihrem Symmetriepunkt auf M, dann 
werden sie e. parallel, und M liegt auf ihrer e. Mittelparallelen. 

Abstandslinien. 
65. Es soll nun die Frage entschieden werden, ob die zu einer 

Geraden äquidistanten Punkte in der h. Geometrie ebenso wie 
in der e. auf zwei Geraden liegen. Wir wenden wieder das Prin-
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zip der speziellen Lage an, indem wir die Gerade durch eine h. 
Bewegung mit einem ihrer Punkte auf M legen. Sie möge dabei 
die Lage d annehmen, Fig. 34. Nun suchen wir die h. Punkte, 
welche von d h. konstanten senkrechten Abstand haben. Die 
h. Lote zu d stehen nach Satz 60a auch e. auf d senkrecht. Wach 

Satz 60 b liefert jeder Punkt 
des vorgeschriebenen h. Ab-
standes von d einen bezüg-
lich d absolut symmetrischen 
Punkt der gleichen Eigen-
schaft. Pu P2 seien diese 
beiden Punkte auf dem zu 
d senkrechten Kreisdurch-
messer. Sollen nun die h. 
Strecken MP1 und NQ1 

kongruent sein, dann müssen 
die zugehörigen Doppelver-
hältnisse gleich sein. Deren 
Werte berechnet man, wenn 
a, s, / d i e e. L ä n g e n v o n M P X , 
NU, NQi sind, leicht nach 

Gl. (41,1), und man erhält, da (K) den Radius 1 hat, 

( 6 5 , 1 ) { M P ß T ) = ( 1 + a ) : ( 1 - a) 
= (XQJJV) = (s + l ) : ( s - l). 

Zwischen den e. Koordinaten x und y von Qi besteht dem-
nach die Gleichung 

(1 - a) + y) = (1 + a) _ „) 

oder x2 + ~ — 1 = 0. 
a2 

Das ist eine e. El l ipse (G) mit der großen Achse d und der 
kleinen Achse P ^ . Die Punkte, welche von d denselben h. 
Abstand wie Pt haben und auf der Seite dieses Punktes liegen, 
bilden die obere Halbellipse, die Punkte auf der anderen Seite 
von d die untere Halbellipse*). In der h. Geometrie liegen dem-

*) Die Endpunkte der großen Eüipsenachse treten unter diesen Punkten 
nicht auf. 



Abstandslinien 79 

nach die auf einer Seite einer Geraden von dieser gleich weit 
entfernten Punkte n i c h t s e l b s t w i e d e r a u f einer Geraden, 
im Gegensatz zu der Aussage 6c in der e. Geometrie*). 

Jede der beiden durch d getrennten Hälften von (G) bezeich-
net man in der h. Geometrie, da alle ihre Punkte gleiche senk-
rechte Abstände von d haben, als eine zu d gehörende „Ab-
s t a n d s l i n i e " . d heißt ihre Mittellinie oder Achse, der kon-
stante Abstand ihr Halbmesser. 

Ist g eine h. Gerade, (E) die Kurve der Punkte, welche 
von g einen gegebenen senkrechten Abstand haben, dann den-
ken wir uns zunächst wieder g samt (E) so bewegt, daß in 
Fig. 34 g auf d, (E) auf (C) fällt. Legt man nun nach Satz 48 a 
durch eine neue h. Bewegung M auf N, während R fest bleibt, 
dann fällt dabei jeder Punkt von d wieder auf einen Punkt von 
d und jeder Punkt von (G) nach der Definition dieser Kurve 
wieder auf einen Punkt von (G), z. B. I\ oder P2 auf Qlt folglich 
auch die Tangente in einem der beiden ersten Punkte auf die 
Tangente in *). Da nun die Tangenten in P1 und P2 auf 
PiMP2 (absolut) senkrecht stehen, folgt daraus 

a) I s t in der h. Geometr ie (E) eine zu einer Gera-
den g gehörende Abs t ands l in i e , dann s t eh t die Tan-
gente in i rgende inem P u n k t e P von (E) auf dem 
Lote s e n k r e c h t , das man aus P auf g f ä l l en kann. 

Da (C) durch (absolute) Spiegelung an P±M in sich übergeht, 
folgt daraus weiterhin 

b ) I n der h. Geometr ie geh t eine zu einer Geraden 
gehörende Abs tands l in i e durch Spiegelung an ir-
gende inem Lote dieser Geraden in sich über. 

Auf die Abstandslinien waren schon Saccheri und Lambert ge-
stoßen, auch J. Bolyai ging bereits bei seinen ersten Versuchen von 
ihnen aus. Gauß schlug für sie die Bezeichnung „Hypercykel" vor. 

*) Ist UV eine beliebige Sehne von (K), dann liegen die zu dieser Geraden 
I). iquidist-anten Punkte aui einer e. Ellipse, welche (K) in den Punkten U und 
V berührt. Das kann man daraus erkennen, daß die automorphen Kollinea-
tlonen von ( £ ) Ellipsen innerhalb (K) wieder in Ellipsen verwandeln. 

•*) Als einzige Gerade durch Qi, welche zu d nicht randparallel ist und (C) in 
keinem zweiten Punkte trifft 
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Fig. 35. 

Kreise. 
66. Aus Satz 61b folgt, daß man die Gleichung eines beliebi-

gen h. Kreises (G) in e. Koordinaten erhält, wenn man auf 
einen e. Kreis (C) mit dem Mittel-
punkt M eine automorphe Kolli-
neation von (K ) anwendet, wobei M 
in den h. Mittelpunkt M von (C) 
übergeht (Fig. 35). Durch die For-
derungen M M, U U, segm 
(UPV) segm (UPV) ist nach den 
Sätzen 48 a und b genau eine solche 
Koüineation bestimmt; ihre Glei-
chungen sind, wovon man sich leicht 
durch rechnerische Nachprüfung 
überzeugt, wenn Y durch M geht, 

(66, 1) x = äij/l — m2 : ( 1 — my), y = (y — m) : (1 — my)*)-
Nun transformieren wir, wie gesagt, einen Kreis 

& + y2 — r2 — 0, r < 1 

durch die Gin. (66,1) und erhalten als e. Gleichung eines allge-
meinen h. Kreises mit Mittelpunkt auf Y die Ellipsengleichung 
(66, 2) ä?(l — m2) + y\ 1 — m2r2) — 2ym(l — r2) = r2 — m2-
Das heißt 
_ a ) In der Deutung {®} ist ein h. Kreis mit dem Mittelpunkt 
M eine e. Ellipse, deren kleine Achse auf dem Durchmesser von 
(K ) liegt, der M enthält. 

Wie man eine solche Ellipse (E) bestimmt, wenn der Mittelpunkt 
M und ein Punkt P des durch sie dargestellten h. Kreises gegeben 
ist, das zeigt Fig. 36: U, V seien die Endpunkte der Sehne MP 
und S, T die Endpunkte des Durchmessers MM von (K). Man 
bringt US mit VT in C zum Schnitt und schneidet den Durch-
messer mit CP in A. Dann ist wegen der Pcrspektivität der Punkt-

*) Ersetzt man hierin y durch — y, dann hat man die Kollinealion, welche 
O , V V entsprechen läßt und die im übrigen dasselbe wie (66 ,1 ) bewirkt. 
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reihen ( M P U V ) = (MAßT), daher sind die Strecken MP und 
MA h. kongruent; folglich ist A der eine Endpunkt der kleinen 
Achse der gesuchten Ellipse (E). Entsprechend findet man aus 
dem Schnittpunkt D von VS und UT den anderen Endpunkt B 
dieser Ellipsenachse und kennt 
Achse AB und einen Punkt P, 
ihre große Achse und beliebig 
viele ihrer Punkte angeben 
kann*). 

In Fig. 36 ist gleichzeitig die 
Aufgabe gelöst, in der Deutung 
{®} eine be l i eb ig gegebene 
h. S t r ecke AM übe r ih ren 
E n d p u n k t M h i n a u s zu 
ve rdoppe ln . Wir denken uns zu 
diesem Zwecke den hier unwe-
sentlichen Punkt M aus der 
Figur weg, wählen U auf (K) 
beliebig, übertragen AM h. 
kongruent nach PM und dieses 
wieder h. kongruent nach BM. 

Fig. 36. 

Grenzkreise. 

67. In der h. Geometrie sei C der Mittelpunkt eines Kreises, 
P ein Punkt des Kreises. Man läßt nun C auf der Halbgeraden 
PC gegen den Rand rücken und betrachtet die unendliche 
Folge der Kreise, welche alle durch den festen Punkt P gehen 
und die Lagen des bewegten Punktes C zu Mittelpunkten ha-
ben. Diese Kreise streben, wie wir sogleich erkennen werden, 
einer Grenzkurve zu, und diese bezeichnet man als einen 
„Grenzkreis". Man kann einen Grenzkreis nach dieser De-
finition kurz als „h. Kreis m i t u n e n d l i c h g r o ß e m H a l b -
messer" ansprechen; die Begründung für diese Sprechweise 
folgt in Kr. 71. 

*) Liegt der gegebene Punkt des h. Kreises zufällig aui MM, d. h. ist A 
gegeben, dann findet man durch die in Fig. 36 angegebene Konstruktion den 
Punkt P auf einer beliebigen Sehne durch M und bestimmt daraus wie oben 
den Punkt B. 

Hierzu beachte man den Literaturhinweis in der Fußnote zu Nr. 58. 

von der Ellipse nun die kleine 
so daß man in bekannter Weise 

B a l d u s , Nicht cuklidischc Geometrie. C 
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Um den soeben angegebenen Grenzübergang analytisch ver-
folgen zu können, denken wir uns, wieder in Anwendung des 
Prinzips der speziellen Lage, in der Deutung {SD} den Ausgangs-
kreis durch eine h. Bewegung so gelegt, daß sein Punkt P auf M 
fällt. M wählen wir als Anfangspunkt eines rechtwinkligen e. 
X, Y-Koordinatensystems, dessen Y-Achse wir durch den 
Punkt M legen, auf den der Mittelpunkt C des Kreises fällt, 
Fig. 35, (Nr.66). Schreiben wir in Gl. (66,2) x und y statt äund y, 
dann haben wir die Gleichung dieses Kreises, wenn wir außer-
dem noch berücksichtigen, daß sie für x = y — 0 erfüllt sein 
muß. Die letzte Bedingung liefert r2—m2 = 0 und daher als e. 
Gleichung des h. Kreises 
x2(l — m2) + ?/2(l — m4) — 2ym(l—m2) = 0, 1 -m2=f=0, d. h. 
(67,1) x2 + y\ 1 + m2) — 2ym = 0. 
Nun erhalten wir die in der Definition des Grenzkreises auf-
tretende Schar von Kreisen, wenn wir M gegen U laufen lassen 
oder, was dasselbe ist, m in den Wert - f -1 übergehen lassen. 
Dann tritt an Stelle von (67,1) die Gleichung 

Dies ist demnach die e. G l e i c h u n g e i n e s Grenzkreises . 
Sie stellt, e. gesprochen, eine Ellipse mit der kleinen Achse Mü 
dar, deren Halbachsen a— und b = | sind. Der Krüm-

(67, 2) x2 + 2 y2 — 2y = 0. 

Fig. 37. 

X 

mungskreis dieser Ellipse im 
Endpunkt U ihrer kleinen 
Achse hat den Halbmesser 
a2:l = 1 , fällt daher mit(X) 
zusammen, vgl. (G) in Fig. 
37. Aus bekannten Eigen-
schaften der Scheitelkrüm-
mungskreise einer Ellipse 
oder durch unmittelbare 
Berechnung der Schnitt-
punkte der Ellipse (67,2) 
mit (K) erkennt man, daß 
diese vier Schnittpunkte in 
U zusammenfallen. 
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Führt man, um aus der speziellen wieder in die allgemeine 
Lage zurückzukommen, eine automorphe Kollineation von 
(K) durch, dann bleibt die Ellipse als Kegelschnitt, der ganz 
innerhalb (K) liegt und (K) in einem Punkte vierpunktig 
trifft, eine Ellipse, die (K) zum Scheitelkrümmungskreise 
hat*). Das gibt den Satz, für den Fig. 37 drei Beispiele zeigt: 

In der D e u t u n g {®} sind die Grenzkreise e. El-
l ipsen, welche den R a n d k r e i s (K) zum Schei te l -
k r ü m m u n g s k r e i s haben**). 

Man kann den Grenzkreis ebensogut auch als Grenzlage 
einer Folge von Abstandslinien (Nr. 65) erhalten, deren 
Mittelgerade d man gegen eine Randtangente rücken läßt***), 
während man einen ihrer Punkte P festhält. 

Liegt ein beliebiger Grenzkreis vor und legt man ihn 
durch eine h. Bewegung mit irgendeinem seiner Punkte auf M 
und die 7-Ach sc durch seinen Randpunkt, dann tritt wieder 
der Fall der Gl. (67, 2) und damit der Ellipse (0) ein. Daraus 
folgen unmittelbar drei Sätze. Zunächst die Tatsache 

a) Alle Grenzkreise sind h. kongruen t . 
Da die X-Achse Tangente an (G) in M ist und auf MU ab-

solut senkrecht steht, ergibt sich weiterhin 
b) In der h. Geometr ie s t e h t die Tangente in ei-

nem bel iebigen P u n k t eines Grenzkreises s e n k r e c h t 
auf der Verb indungs l in ie dieses P u n k t e s mi t dem 
R a n d p u n k t e des Grenzkreises . 

(G) geht durch (absolute) Spiegelung an MU in sich über. 
Daraus schließt man 

c) In der h. Geometr ie geht ein Grenzkreis in sich 
über , wenn man ihn an i rgende iner nach seinem 
R a n d p u n k t e l a u f e n d e n Geraden spiegel t . 

*) Dabei geht der Mittelpunkt der alten Ellipse im allgemeinen nicht in den 
Mittelpunkt der neuen Ellipse über. 

**) Zeichnet man zu einer Ellipse die ScheitelkrQmmungskrelse, dann ver-
laufen die zu den Endpunkten der großen Achse gehörenden Innerhalb der 
Ellipse, die zu den Endpunkten der kleinen Achse gehörenden außerhalb der 
Ellipse. Daher haben alle diese Ellipsen auf (K) einen Endpunkt Ihrer k le inen 
Achse. Jede solche Ellipse stellt einen Qrenzkreis dar. 
*•*) Die beiden Berührungspunkte mit dem Hand (E) rücken dabei zu-

sammen und ergeben dadurch eine vierpunktige Berührung. 

6» 
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Zu den Grenzkreisen war J. Bolyai schon 1820 gelangt, sie 
waren (1er Ausgangspunkt seiner Entdeckungen. Gauß schlug für 
sie den Kamen „Paracykel" vor, benutzte gelegentlich auch die 
Bezeichnung „Trope". Bei Lobatschefskij treten die Grenzkreise 
als „Oricyclen" (Horocyklen) auf und führen bei ihm wie auch bei 
J. Bolyai zur Aufstellung der h. trigonometrischen Formeln. 
Vgl. hierzu auch Liebmann [8], S. 59ff. 

Winkelmessung. 
68. ot und « i n Fig. 38 seien h. kongruent. Der nicht 

auf der X-Achse liegende Schenkel von <£ « treffe e. die 
positive Y-Achse (innerhalb oder außerhalb (K)) in B; 
dann sind nach den Sätzen 60 a und 61a die beiden 
Winkel h. spitz. Die h. Bewegung, welche <% in <X « über-
führt — d. h. A, U und die obere Kreishälfte in A, U und die 
obere Kreishälfte (Satz 48b) —, hat, wie man wieder leicht 
nachprüft, die Gleichungen 
(68,1) x = (x — a): (1 — ax), y = y | / l — a2 : (1 — ax). 

Den Punkten M (0; 0) und B (0; b) entsprechen vermöge 
Gl. (68,1) die Punkte M (— a; 0) und B (— a; h f l — d1). 
Bezeichnet man mit <xe das e. Maß von ot, mit txh dessen h. 
Maß usw., dann ist 

tgtxe = l:a, t g« e = | / l — a2b :a = | / l — a2 tg<xe. 
Daraus folgt <xe < oce, während cüh = a h ist. D. h. 

a) Legt man einen h. spitzen 
Winkel, dessen einer Schenkel 
M enthält, durch eine h. Be-
wegung mit dem Scheitel auf 
M, dann wird der Winkel dabei 
e. kleiner. 

Nimmt man noch den Satz 
i i—i 61a hinzu, d. h. = 
u x dann ist damit folgender Satz 

bewiesen: 
b) I s t « ein h. s p i t z e r 

W i n k e l , dessen e iner Schen-
kel d u r c h M l ä u f t , w ä h r e n d 
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sein Sche i t e l von M die e. E n t f e r n u n g a h a t , d a n n 
b e s t e h t zwischen der h. und der e. Größe des 
W i n k e l s die B e z i e h u n g 
(68,2) tga A = / l - a 2 tg*e. 

Daraus ergibt sich speziell 
c) Läuft genau ein Schenkel eines h. spitzen Winkels durch 

M, dann ist der Winkel h. 
gemessen kleiner als bei e. 
Messung. 

Liegen zwei h. kongruente 
spitze Winkel so, daß je einer 
ihrer Schenkel durch M geht, 
dann ist nach dem Satze b) 
derjenige von ihnen e. größer, 
dessen Scheitel weiter von M 
entfernt ist. Liegt M im Innern 
eines h. spitzen Winkels, dann 
verbindet man seinen Scheitel mit M und erkennt, daß auch 
dieser Winkel h. gemessen kleiner ist als in e. Maß. Fig. 39 zeigt 
eine aus Gl. (68, 2) folgende einfache Konstruktion des <£ ß, 
dessen e. Größe gleich der h. Größe des spitzen <£ a ist. 

Aus Satz b) folgert man ohne weiteres 
d) Läßt man einen e. unveränderlichen spitzen Winkel inner-

halb (K), dessen einer Schenkel beständig durch M läuft, mit 
dem Scheitel an (K) heranrücken, dann konvergiert die h. 
Größe des Winkels gegen 0. 

Winkelsumme im Dreieck. 

69. ABC sei irgendein h. Dreieck. Dann gilt dafür der Satz 
26f, und man kann durch eine h. Bewegung das Dreieck mit 
dem Schnittpunkt seiner Winkelhalbierenden auf M legen. 
In der neuen Lage ist M nach Satz 60 e auch Schnittpunkt der 
e. Winkelhalbierenden und zufolge Satz 60 a sind die 6 Teil-
winkel h. spitz*). Wendet man auf sie den Satz 68c an, dann 
folgt daraus: 

*) Das könnte man auch aus dem Satze 33 a schließen. 
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a) In der Ii. Geometrie ist die Winkelsumme im 
Dreieck < n . 

Ist Q ein Punkt auf dem h. Halbkreis über einer Strecke PR 
und ist 0 der Mittelpunkt des Kreises, dann sind die Dreiecke 
POQ und QOR h. gleichschenklig und daher nach Satz 23 d 

OPQ und <£ PQO h. kongruent, ebenso <£ OQR und <£ QRO. 
Daher ergibt sich aus a) sofort der Satz 

b) In der h. Geometrie ist der Winkel im Halb-
kreis < l-jr. 

Diese beiden letzten Sätze waren nach dem letzten Absatz 
von Nr. 7 zu erwarten. 

Indem man ein Viereck durch eine Diagonale in zwei Drei-
ecke zerlegt, erkennt man ohne weiteres als Folge des Satzes a) 
den Satz 

c) In der h. Geometrie ist die Winkelsumme im 
Viereck < 2n. 

70. Angenommen, es gäbe in der h. Geometrie zwei nicht 
kongruente Dreiecke ABC und A'B'C' mit paarweise kon-
gruenten Winkeln. Dann könnte man nach Satz 26c von zwei 
entsprechenden Ecken aus, etwa B und B', in den Dreiecken 
verlaufende Höhen BH und B'H' angeben. Dabei könnte nicht 
AH kongruent A'H' sein, da sonst nach dem 2. Kongruenz-

satze die betreffenden beiden 
Teildreiecke und anschließend 
auch die beiden anderen Teil-
dreiecke kongruent wären und 
damit auch die ursprünglichen 
Dreiecke. 

Würde man nun durch h. 
Bewegungen die beiden Dreiecke 
mit den Höhenfußpunkten H 
und H' auf M legen und mit den 
beiden Höhen auf den gleichen 
Halbmesser von (K), dann ent-
stünde, wenn etwa h. A'H' > 
AH wäre, die Fig. 40, wobei 

ah = och' wäre. Nach Satz 68 b wäre demnach txe' > txe und folg-
lich ß,' < ße sowie e. MB' > MB, demnach, wieder nach Satz 
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68 b, ßh < ßh- Weiterhin müßte e. auch MC' > MG sein, da 
sich sonst nicht aus den linken Teildreiecken ebenfalls e. 
MB' > MB ergeben würde, und im Dreieck A'B'C' wären 
daher die beiden Teilwinkel h. kleiner als die entsprechenden 
Teilwinkel in ABC, folglich wäre h. <X A'B'C < <£ ABC, im 
Widerspruche mit der ursprünglichen Voraussetzung. D. h. 

a) In der h. G e o m e t r i e s ind z w e i D r e i e c k e k o n -
g r u e n t , w e n n sie in den drei W i n k e l n ü b e r e i n s t i m -
men. 

Dies ist ein 5. Kongruenzsatz, er ist für die h. Geometrie cha-
rakteristisch. Da es d e m n a c h in der h. Geomet r i e ke ine 
zwei ähn l i chen , n i c h t k o n g r u e n t e n F igu ren geben 
k a n n , fällt damit die ganze, in der e. Geometrie so bedeutungs-
volle Lehre von der Ähnlichkeit weg. Die Sätze 69 a und 70 a 
stellen den erwarteten Widerspruch zu den e. Sätzen 6 e und 
6 f fest. 

Streckenmessung; Hyperbelfunktionen. 

71. Die Streckenmessung der absoluten und folglich auch der 
h. Geometrie wurde in den Nrn. 29 und 31 behandelt. Damit ist 
jeder h. Strecke eine positive Zahl als Länge zugeordnet, und es 
drängt sich naturgemäß die Frage auf, ob und wie sich in der 
Deutung {®} die h. Länge einer Strecke e. oder, besser, 
projektiv ausdrücken läßt. 

Bei der Beantwortung dieser Frage wollen wir uns zunächst auf 
h. Strecken beschränken, die nach Nr. 43 positiv orientiert sind. 
Dann gehören zu h. kongruenten Strecken gleiche endliche 
Doppelverhältnisse ¿ > 1 ; man wird daher zufolge der Forde-
rung 29 a für die e. Deutung der h. Streckenmessung eine die 
Streckenlänge b ausdrückende Funktion von <5 suchen, die die in 
29b ausgesprochene Forderung erfüllt, daß die L ä n g e e iner 
S t r e c k e gleich der S u m m e der L ä n g e n i h r e r T e i l s t r e c k e n 
sein soll; da nach Gleichung (44, 1) die entsprechenden Doppel-
verhältnisse sich multiplizieren, ist der Logarithmus zu einer 
beliebigen Basis eine solche Funktion: 

(71, 1) b = c • In ö, 
wo c eine beliebige, von Null verschiedene Konstante bedeutet. 
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Man kann sich fragen, ob dies die einzigen Funktionen sind, 
die das Gewünschte leisten*); diese Frage läßt sich folgender-
maßen beantworten: Jede Funktion von 6 ist eine Funktion von 
b; sie sei mit / (b) bezeichnet. Um 29 b zu erfüllen, muß / der Funk-
tionalgleichung genügen 

(71.2) / ( E + t 1 ) = / ( S ) + / 0 5 ) . 
Sie wurde von Cauchy auf einfache Art unter der Voraussetzung 
gelöst, daß / ( j ) eine stetige Funktion sein soll**); die Forderung 
der Stetigkeit läßt sich durch die der Monotonie ersetzen, was 
unserem geometrischen Problem angemessener ist. Als Lösung er-
gibt sich 
(71.3) / ( 5 ) = C - S , 
wo C eine willkürliche Konstante ist. Das führt auf den oben schon 
gemachten Ansatz zurück, der sich damit als der allgemeinste, 
der möglich ist, herausstellt. 

Damit ist in c • In d die gesuchte projektive Deutung der 
h. Länge orientierter Strecken gefunden. Die Verfügung über 
die Konstante c entspricht der nach Nr. 29 willkürlichen 
Annahme der Streckeneinheit in der h. Geometrie. Wir 
wollen aus einem Grunde, den wir in Nr. 74 angeben werden, 
c = | annehmen und haben damit den Satz gefunden: 

a) Die h. Länge a einer or i en t i er t en Strecke AB 
auf der Sehne UV ha t in der D e u t u n g {®} den Wert 
a = | • In (ABUV). Bei Umkehrung des S trecken-
s innes geht 0 in — a über***). 

Aus diesem Satz und dem Satz 45 a ergibt sich nun sofort 
die Tatsache 

b) Liegt eine h. positive Strecke AB auf einer Geraden g und 
rückt B auf g von A weg unbegrenzt auf (K) zu, dann wächst 
die h. Länge der Strecke über alle Grenzen. 

*) Für den weiteren Ausbau der Theorie würde es genügen, in dem den 
logarithmus naturalis enthaltenden Ergebnis c • In ö e i n e Möglichkeit zu 
besitzen, um die „ a d d i t i v e E i g e n s c h a f t " der L ä n g e n m e s s u n g zu 
erreichen. 

**) A. L. C a u c h y , Analyse algöbrique, Paris 1821, Chap. V. — Daß die 
Oauchysclie Lösung hier nicht wiedergegeben wird, ist durch das in der vorigen 
i'ußnote Gesagte gerechtfertigt. 
***) Wir bezeichnen weiterhin die e. Längen von Strecken in der üblichen 
Weise durch kursive Buchstaben a, b, c die h. Längen von Strecken 
durch Buchstaben in Fraktur a, b, c 
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Die Punkte von (K) haben demnach für die h. Geometrie die-
selbe Bedeutung wie die Punkte der in Nr. 47 erwähnten uneigcnt-
lichen Geraden für die e. Geometrie. In der e. Geometrie hat die 
Hyperbel zwei unendlich ferne Punkte; im Hinblicke darauf ist 
die Bezeichnung „hyperbol ische Geometr ie" gewählt worden, 
weil in dieser Geometrie jede Gerade zwei unendlich ferne Punkte 
hat. 

Das zu der hier durchgeführten Betrachtung im Sinn der pro-
jektiven Geometrie duale Vorgehen führt zu Ausdrücken für Win-
kelgrößen und für Abstände von Geradenpaaren (s. Nr. 73) durch 
Doppelverhältnisse*). 

72. Aus dem Satz 71a und der zweiten der Gin. (65,1) folgt 
a ) L i e g t in der D e u t u n g {®} die p o s i t i v o r i e n t i e r t e 

h. S t r e c k e AB m i t dem einen E n d p u n k t auf dem 
H a l b i e r u n g s p u n k t i h r e r Sehne u n d s ind 6 u n d s die 
e. (pos i t i ven ) L ä n g e n der S t r e c k e u n d der H a l b -
s e h n e , d a n n b e s t e h e n zwischen d i e sen u n d d e r h. 
L ä n g e b der S t r e c k e die B e z i e h u n g e n 

(72 1) B = i - l n ( ( s + 6 ) : ( s - 5 ) ) , 
6 = s • (e26 — 1): (e2b + 1) = s • b. 

Hieraus folgt speziell für eine von M ausgehende positive h. 
Strecke von der h. Länge a und der e. Länge a 

(72 2) ö = 2 - l n ( ( l + a ) : ( l — «)), 
a = (e2« — 1): (e2« + 1) = 2g o. 

Wir stoßen hier auf die bekannten Hyperbe l funk t ionen**) 
Hyperbelsinus von a: ©in a = (ea — e -<*), 
Hyperbelkosinus von a: Eof a = J (ea -f e ~x), 
Hyperbeltangens von a: !Eg a = (ea — e : (ea + e 
Hyperbelkotangens von a: Eotg a = (ea e -a): (ex — e ~a). 

Für positive Werte a sind alle Hyperbelfunktionen positiv; durch-
läuft a alle reellen Zahlen, so tut das auch ©in a, während stets 
©of a ^ 1 und — 1 < 2g a < 1 gilt. 

•) Ein solcher projektiver Maßausdruck wurde zum ersten Male für die 
Winkel in der Buklidischen Ebene von E. L a g u e r r e 1853 gefunden. 

**) Die Ableitung der Hyperbelfunktionen aus der gleichseitigen Hyperbel 
ist z. B. in L i e b m a n n [8] S. 56/57 angegeben. 
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Aus den bekannten Zusammenhängen der trigonometrischen 
Funktionen mit der Exponentialfunktion, die in der E u l e r s c h e n 
F o r m e l 
(72,3) e ' » = c o s a + i s i n a 
erschöpfend zum Ausdruck kommen*), wo i in der üblichen Weise 
durch die Beziehung i2 = — 1 eingeführt ist, ergibt sich ohne 
weiteres 
C72 41 s*n (l' ") = i ©in a, cos (i a) = ©of a, 

' > tg (i a) = i 2g a , cotg (i a) = — i ©otg a. 
Hieraus oder aus den vorhergehenden Exponentialgleichungen 

findet man leicht 
(72,5) ©of2 a — ©in2 a = 1, 1 — Sg2 a = 1: ©of2 a, 
(72, 6) ©o| (a±ß) = ©of a ©of ß ± ©in a ©in ß, 
(72, 7) ©tn (a ± ß) = ©in a ©of ß ± ©of a ©in ß, 
(72, 8) ©o[ 2 et = ©of2 a + ©in2 a, 

(72, 9) ©in 2 a = 2 ©in a ©of a ; 
(72, 6 u. 7) sind die „Additionstheoreme". 

73. Es seien zwei Randparallele gegeben. Mittels einer h. Be-
wegung bringt man sie in die Lagen g und h derart, daß g durch 
M geht. Aus Fig. 41a folgt 

b = — x), s = j/l — x* 

*) Winkel sind hier in Bogenmaß zu messen (Kr. 61). 
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und aus Gl. (72,1) 
b = i In ( ( J /TT® + p J / I - x) : (j/1 + z - V ] / l - X ) ) . 
Aus dieser Gleichung erkennt man ohne weiteres in Über-

einstimmung mit dem letzten Absatz von Nr. 7 den Satz 
a) Sind in der h. Geometr ie zwei R a n d p a r a l l e l e 

gegeben und f ä l l t man von den P u n k t e n A, der 
e rs ten die Lo te auf die zwei te , dann konverg ie ren 
die Längen dieser Lo te b e s t ä n d i g abnehmend ge-
gen 0 oder wachsen b e s t ä n d i g und über alle Gren-
zen, je nachdem die Ar auf den gemeinsamen End-
p u n k t der Pa ra l l e l en zu- oder von ihm weglaufen. 

Damit ist es gerechtfertigt, Randparallele als asympto-
tische Halbgerade zu bezeichnen. 

Es seien zwei Überparallele q, r gegeben. Mittels einer h. Be-
wegung bringen wir sie in die Lage qlt rr derart, daß der eine 
Endpunkt ihres gemeinsamen Lotes (Satz 64b) auf M fällt. 
Dann werden sie nach Satz 60a e. parallel, Fig. 41b, und a ist 
ihr gemeinsames Lot. Nun ist nach den Gin. (72,1) und (72, 2) 

B = i In {{^T^tf + a): (]/i^~2 - «)), 
also i> > | In ((1 + a): (1 - et)) = a, 

und aus dieser letzten Gleichung liest man folgenden Satz ab: 
b )Es seien in der h. Geometr ie q, r zwei Üb e rp a r -

allele und Q der auf q l iegende E n d p u n k t ihres ge-
meinsamen Lotes. Unte r al len Lo ten , die man von 
den P u n k t e n von r aus auf q fä l len kann , is t das 
gemeinsame Lot das kürzes te , und die Längen 
dieser Lote wachsen bes t änd ig und über alle Grenzen, 
wenn sich ihre F u ß p u n k t e von Q nach der einen 
oder ande ren Seite en t fe rnen . 

Ist AB eine q mit r verbindende, vom gemeinsamen Lote ver-
schiedene Strecke, dann fällt man das Lot ABt auf r. Dieses 
ist nach dem soeben ausgesprochenen Satze mindestens so groß 
wie das gemeinsame Lot, und aus dem rechtwinkligen Dreieck 
AB-Ji ergibt sich wegen des Satzes 26 g der Satz 
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c) Das gemeinsame Lot zweier Überparal lelen ist 
die kürzeste Verbindungslinie, die zwischen den 
beiden Überparallelen möglich is t . 

Der Parallelwinkel. 

74. In der h. Geometrie sei eine Gerade und ein nicht auf ihr 
liegender Punkt gegeben, der von der Geraden den senkrechten 
Abstand I hat. Es soll der Winkel A bestimmt werden, den nach 
dem Schlüsse von Nr. 56 jede der Randparallelen durch den 

Punkt zu der Geraden mit dem Lot ein-
schließt, das man aus dem Punkt auf 
die Gerade fällen kann. Wir denken 
uns zu diesem Zwecke die Gerade und 
den Punkt durch eine h. Bewegung so 
gelegt, daß der Punkt auf M fällt, g sei 
dann die Lage der Geraden, Fig. 42. 
Dann hat das (nach Satz 60 a absolute) 
Lot aus M auf g die e. Länge cos X 

Fig. 42. und daher nach Gl. (72, 2) die h. Länge 

1 = | In ((1 + cos 2) : (1 — cos X ) ) = In cotg \ X , 
während X nach Satz 61a auch die h. Größe des zu bestimmen-
den Winkels ist. 1 nennt man seit Lobatschefskij den zu dem 
Abstand I gehörenden „Parallelwinkel" und bezeichnet ihn 
mit /7(t). Im vorstehenden ist folgender Satz bewiesen: 

a) In der h. Geometrie besteht zwischen der Lot-
länge I und dem zugehörigen Parallelwinkel/7(I) = A 
die Gleichung 
(74,1) e- i = t g i l 

Der Parallelwinkel konvergiert nach Gl. (74, l)gegen^77, wenn 
1 gegen 0 konvergiert, und er konvergiert gegen 0, wenn 1 über 
alle Grenzen wächst. Um der Formel (74,1) in Übereinstimmung 
mit Lobatschefskij, für dessen Aufbau der Nichteuklidischen 
Geometrie sie grundlegend ist, diese einfache Form geben zu 
können, haben wir in Nr. 71 den Wert c = J gewählt. Damit 
decken sich dann auch unsere übrigen Formeln mit denen Loba-
tschefskijs. 
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Aus Fig. 42 und Gl. (72, 2) liest man ohne weiteres ab 
cos X = l = i£g I, folglich 1 — eos2 X = 1 — £g21, 

also nach (72,5) sin2 X = l: Sof2 I. D. ü. 
b) Zwischen einer h. S t r ecke l und dem zugehör i -

gen P a r a l l e l w i n k e l 11(1) b e s t e h e n die Bez iehungen 
m cos/7(l) = 2g i, sin/7(I) = 1 :£oi 1, 
1 ' ' tg/7(I) = 1 : ©in I, cotg77(t) = ©in I. *) 

Parallelogramme und Trapeze. 
75. Es liegt nahe, in der h. Geometrie, in Anlehnung an die e. 

Geometrie, ein nicht überschlagenes Viereck ABGD, in dem je 
zwei Gegenseiten einander gleich sind, als „ P a r a l l e l o g r a m m " 
zu bezeichnen. Ist ABGD, Fig. 43, ein solches Parallelogramm, 
dann sind nach dem 3. Kongruenzsatze die Dreiecke ABC und 
CDA kongruent, und es ist daher BGA = <C DAG. Legt man 
den h. Mittelpunkt von AG durch eine h. Bewegung auf M, dann 
erkennt man sofort aus den Sätzen 60 c und 60f, daß in der 
neuen Lage das h. Parallelogramm 
zugleich ein e. Parallelogramm 
ist. Damit ergeben sich aus be-
kannten Eigenschaften der e. 
Parallelogramme unmittelbar fol- ^ 
gende Sätze für h. Parallelo- Fig. 4:l. 
gramme**): 

a) In der h. Geometrie sind je zwei Gegenseiten eines Paralle-
logramms überparallel. Diese beiden Paare von Überparallelen 
haben den gleichen Symmetriepunkt. In ihm halbieren die 
beiden Diagonalen des Parallelogramms einander. Je zwei 
Gegenwinkel im Parallelogramm sind gleich. 

b) Stehen in der h. Geometrie die beiden Diagonalen eines 
Parallelogramms aufeinander senkrecht, dann sind die vier 
Seiten des Parallelogramms gleich. Diese vier Seiten haben 

*) Man hätte, wenn auch nicht so rasch, die Gin. (74, 2) auch aus der Gl. (74,1) 
und den trigonometrischen Darstellungen von sin A, cos tg cotg / durch 
tg A/a gewinnen können, deren drei erste bekanntlich für tg A/a = t lauten: 
sin A = 2 i : ( 1 + t c o s A = (1— f*) : ( 1 + tgA = 21 :(1—1 !). 

**) Man könnte die hier folgenden Sätze a)—d) auch mit weiterer Benutzung 
der Kongruenzsätze unabhängig von der hier verwendeten Deutung {5)} der 
Ii. Geometrie einfach beweisen. 
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vom Diagonalenschnittpunkte gleiche senkrechte Abstände 
(h. Eaute; sie besitzt einen Inkreis). 

c) Sind die Diagonalen eines Parallelogramms gleich, dann 
sind dessen vier "Winkel gleich (h. Analogon zum Rechteck). 

d) Sind die Diagonalen eines Parallelogramms gleich und zu-
einander senkrecht, dann hat das Parallelogramm vier gleiche 
Seiten und vier gleiche Winkel (h. Analogon des Quadrats). 

76. Ein h. r e c h t w i n k l i g - g l e i c h s c h e n k l i g e s T r a p e z 
ABCD erhält man, indem man, wie in Fig. 44, <£ DAB = 
<£ GBA = \ 7i macht und AD = BC. Man erkennt sofort aus 
der Kongruenz der Dreiecke ABC und BAD die Kongruenzen 
AG = BD sowie <C GAB = <£ DBA und hieraus weiterhin 
SA s= SB sowie SC = SD. Daher ist nach Satz 23 d die ge-
meinsame Halbierende der beiden Scheitelwinkel ASB und 
<£ CSD Mittelsenkrechte zu AB und CD. Weiterhin sind die 
Dreiecke DCA und CDB kongruent. Da in dieser Überlegung 
das Nichteuklidische Parallelenaxiom nicht verwendet wurde, 
gilt damit für die a b s o l u t e G e o m e t r i e der Satz 

fi) Im rechtwinklig-gleichschenkli-
r, c gen Trapez ABCD mit den rechten 

Winkeln bei A und B steht die Ver-
bindungslinie der Mittelpunkte der 
Seiten AB und CD auf diesen Seiten 

i B senkrecht; sie ist Symmetrieachse der 
44 Figur. Die Trapezwinkel bei C und D 

8 ' ' sind gleich*). 

Die Hjelmslevsche Mittellinie. 

77. P und Q seien die Mittelpunkte der Seiten AB und AG 
eines Dreiecks, Fig. 67,Nr. 106**), D, E, F die Fußpunkte der 
Lote aus A, B, C auf die Gerade PQ. Dann sind die Dreiecke 

*) Von der letzten Tatsache war schon zu Beginn von Nr. 7 die Rede. Hier 
und im folgenden leiten wir gelegentlich Sätze der absoluten Geometrie ab, 
die demnach eigentlich im II . Abschnitte hätten gebracht werden sollen. Da sie 
aber entweder nicht zum allgemein bekannten Bestände der Euklidischen Geo-
metrie gehören und bei der Behandlung der h. Geometrie entdeckt wurden, oder 
da die dafür üblichen Beweise (axiomatisch überflüssiger Weise) das Euklidische 
Parallelenaxiom verwenden, haben wir sie dem V. Abschnitt eingereiht. 

*•) Es kommen hier noch nicht alle in der Figur eingetragenen Linien in Frage. 
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ADQ und CFQ nach dem 2. Kongruenzsatze kongruent, ebenso 
die Dreiecke ADP und BEP, folglich ist BE = AD = GF, und 
das Trapez BCFE ist rechtwinklig-gleichschenklig. Daher 
folgt aus dem Satze 76a der wichtige Satz der abso lu t en 
Geometr ie : 

a) Die Mi t t e l s enk rech t e einer Dre iecksse i te s t e h t 
auf der Ve rb indungsge raden der M i t t e l p u n k t e der 
beiden anderen Dre iecksse i t en senkrech t . 

Wir beschränken uns nun 
wieder auf die h. Geometrie 
und betrachten die Fig. 45, in 
der P, Q, R die h. Mittelpunkte 
der Strecken SA, SB, SG seien. 
Dann ist nach dem soeben be- 9 
wiesenen Satze die Mittel-
senkrechte von AB das gemein-
same Lot der Geraden g und PQ, die Mittelsenkrechte 
von BG das gemeinsame Lot von g und QR. Da nach den 
Sätzen 64a und 64b in der h. Geometrie zwei Gerade höch-
stens ein gemeinsames Lot haben können, liegen demnach 
P, Q, R sicher nicht in einer Geraden. D. h. 

b) Sind in der h. Geometr ie A, B, C drei P u n k t e 
einer Geraden und i s t S ein P u n k t a u ß e r h a l b der 
Geraden, dann l iegen die M i t t e l p u n k t e der drei 
S t recken SA, SB, SC n i ch t in e i n e r G e r a d e n . 

Daraus ergibt sich das folgende, dem e. Parallelenaxiom äqui-
valente einfache Axiom: Es gibt drei Punkte A, B, C auf einer 
Geraden und einen Punkt S außerhalb der Geraden derart, daß 
die Mittelpunkte der drei Strecken AS, BS, CS auf einer Geraden 
liegen. 

78. Es sei in der h. Geometrie eine Gerade g mit den Punkten 
A, B,C,D,... und eine Gerade g1 mit dem Punkt Ax gegeben. 
Dann kann man auf gx nach Satz 22 a zwei Punkte B1 so be-
stimmen, daß A1B1 s AB wird; nach Wahl eines dieser Punkte 
B1 ist dann ein Punkt Gx so bestimmt, daß AXCX = AG und 
BXCX == BG wird, ein Punkt D1 so, daß A1D1 = AD und 
G1D1 = CD wird usf. Man erhält so auf gx zwei zu der Punkt-



96 V. Die hyperbolische Geometrie als selbständige Disziplin 

reihe auf g kong ruen t e P u n k t r e i h e n ; sie sind dadurch 
charakterisiert, daß irgendeiner Strecke der einen Geraden 
eine kongruente Strecke in der anderen Geraden entspricht. 
Man kann nun zu jedem Punkte von g, indem man ihn in die 
Punktreihe von g eingebettet denkt, in jeder der kongruenten 
Punktreihen auf gi genau einen entsprechenden Punkt be-
stimmen*). 

Wir betrachten jetzt die Mittelpunkte der Strecken AAV 
BBV CGV . . . der kongruenten Punkt re ihen g (A, B,C,...) und 
& (Üi, -Bl5 Clt...) und wollen annehmen, daß die Mittelpunkte 
von AA1 und BBt in einem Punkte P zusammenfallen, Fig. 46. 
Dann müssen die Punkte B und B1 auf verschiedenen Seiten 
der Geraden AAX liegen. Nach dem 1. Kongruenzsatze sind die 

Dreiecke APB und A1PBl 
c F A 8— kongruent und1 daher <C BAP 

punkt der Strecke CC1 ist und überhaupt Mittelpunkt jeder 
Verbindungsstrecke zweier entsprechender Punkte der Punkt-
reihen. 

Sind F und die Fußpunkte des (P enthaltenden) gemein-
samen Lotes von g und gv dann folgt aus dem 2. Kongruenz-
satze die Kongruenz der Dreiecke AlPF1 und APF und dem-
nach AiF1 =s AF, d. h. die Punkte F und F1 sind einander ent-
sprechende Punkte der beiden kongruenten Punktreihen. 

Bezeichnet man nun zwei kongruente Punktreihen auf Über-
parallelen als „gleichsinnig", wenn je zwei entsprechende 
Punkte B und BltG und Cv . . . immer auf derselben Seite der 

*) Projektiv gesprochen erhält man die kongruenten Punktreihen auf g und 
ffi dadurch, daß man die Geraden so projektiv aufeinander bezieht, daß die 
Punkte A und ^ einander zugeordnet sind und den Schnittpunkten von g mit 
(K ) die Schnittpunkte von g, mit (K) entsprechen, was auf zweierlei Weise 
möglich ist. 

= <£ B^AJP. Folglich sind nach 
dem Satze 64d die Geraden 
überparallel mit dem Sym-
metriepunkte P. Aus der nun 
leicht zu erkennenden Kon-
gruenz der Dreiecke CPA und 
G1PA1 folgt, daß P auch Mittel-

Fig. 46. 
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Geraden AA1 liegen, im anderen Fall als „gegensinnig" (z.B. 
in Fig. 46), dann ist damit der Satz bewiesen: 

a) Sind in der h. Geometr ie g{A,B,G,...) und 
g1(A1,B1,G1,...) kong ruen t e P u n k t r e i h e n , so h a b e n 
zwei — und dann sofor t alle — St recken AABBX, 
CG^ . . . dense lben M i t t e l p u n k t immer und nur d a n n , 
wenn tx) g und gy übe rpa ra l l e l , ß) die P u n k t r e i h e n 
gegens innig sind und y) die F u ß p u n k t e des gemein-
samen Lotes von g und gx e inander en t sp rechen . 
Der gemeinsame M i t t e l p u n k t a l ler S t recken is t 
dann der S y m m e t r i e p u n k t von g und gv 

79. Es gilt nun der folgende schöne Satz von J. Hjelmslev*): 
a) Sind in der h. Geometr ie g (A, B, G,...) und 

g1(AJ, Bv Glt...) kong ruen t e P u n k t r e i h e n und sind 
n ich t alle dre i Bed ingungen «), ß),y) des Satzes 78a 
e r f ü l l t , dann l iegen die M i t t e l p u n k t e der S t recken 
AAV BBV CCV . . . auf einer Geraden. 

Zum Beweise betrachte man die Fig. 47: P und Q seien die 
Mittelpunkte der Strecken AAX und BBV Man macht auf der 

*) J. H j e l m s l e v , „Neue Begründung der ebenen Geometrie", Math. 
Ann. 64, 1907, S. 449—474, speziell S. 458—459. H. L i e b m a n n fand bald 
danach, daß der Satz auch für windschiefe kongruente Punktreihen im Raum 
gilt; siehe [8], S. 21f . Ein einfacherer Beweis steht bei F. Löbell, Der Hjelms-
levsche Mittelliniensatz und verwandte Sätze. Monatshefte f. Math. 65 (1961), 
S. 250. Siehe auch F. B a c h m a n n , Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungs-
begriff. Berlin-Göttingen-Heidelberg 1959, S. 54. Die Sätze 78 a und 79 a lassen 
sich leicht als S ä t z e der a b s o l u t e n G e o m e t r i e aussprechen. In der e. 
Geometrie tritt der Fall des Satzes 78 a, wie man Bofort erkennt, bei gegen-
läufig kongruenten Punktreihen auf parallelen Geraden ein. 

B a l d u s , Nichteuklidische Geometrie. 7 
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Geraden PB die Strecke PB2 = PB, dann sind die Dreiecke 
APB und A1PB.¿ nach dem 1. Kongruenzsatze kongruent, 
folglich ist A1B2 = A1B1, und die Halbierende des <f, B2A1B1 
ist die Mittelsenkrechte zu BXB2. Auf dieser muß nach Satz 77 a 
die Gerade PQ senkrecht stehen. Verfährt man nun mit G wie 
soeben mit B, dann erhält man C2 auf der Halbgeraden A1B2 
und demnach die gleiche Winkelhalbierende, auf der die Ge-
rade PB senkrecht steht, daher fallen die Geraden PQ und PR 
zusammen. Das gilt nun für jeden weiteren Streckenmittel-
punkt und damit ist der Satz bewiesen *). Den Ort der Strecken-
mitten P,Q,R,... bezeichnen wir weiterhin als die „Hje lms-
levsche Mit te l l in ie" . 

80. Auf zwei Überparallelen seien zwei g le ichs inn ig kon-
gruente Punktreihen gegeben. Man legt sie durch eine h. Be-

wegung mit dem Symmetrie-
punkte der Trägergeraden auf M 
und erhält dabei nach Satz 64f 
die e. parallelen Lagen g und glt 
Fig. 48. Den Endpunkten S und 
T1 ihres gemeinsamen Lotes ent-
sprechen die Punkte S1 und T. Da 
die Strecken 8S1 und TT1 und 
damit auch ihre h. Mittelpunkte 
P und Q (absolut) spiegelbildlich 
zu M liegen, läuft die Hjelms-

Fig. 48. levsche Mittellinie PQ. durch M. 
Das ist der Beweis des Satzes 

a) Sind in der h. Geometr ie auf zwei Ü b e r p a r a l -
lelen die k o n g r u e n t e n g le ichs innigen P u n k t r e i h e n 
<7(̂ 4, B,C,...) und gx (Av Bv Cv...) gegeben, dann l ä u f t 
deren Hje lms levsche Mi t te l l in ie durch den Sym-
m e t r i e p u n k t von g und gy 

Man erkennt sofort, daß in den kongruenten Punktreihen die h. 
Mittelpunkte H und H1 der Strecken ST und <S'12,

1 einander ent-
sprechen und daß M der Mittelpunkt der Strecke HH1 ist. Auf 

*) Der Beweis gilt, wie man sich leicht aberzeugt, unverändert auch dann, 
wenn die Geraden g und gt sich schneiden und die Funkte A, B, C, Au J3¡, C, 
irgendwie zum Schnittpunkte liegen. 
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den soeben abgeleiteten Satz hätte man auch aus dieser Tatsache 
schließen können. 

X sei ein von und Tl verschiedener Punkt von g1 (Fig. 48) 
und Y der h. Mittelpunkt der Strecke SX. Da M und P die h. 
Mittelpunkte von S u n d SSĵ  sind, folgt aus Satz 77 b, daß 
MP und MY auf verschiedenen Geraden liegen. D. h. in der 
hyperbolischen Geometrie gilt der Satz: 

b) H a t man auf g1 zwei versch iedene P u n k t r e i h e n 
g1 Bv C l 5 . . . ) und g1 (A*, B2, C2,...), die beide der 
P u n k t r e i h e g (J., B,G,...) auf der zu g1 übe rpa ra l l e l en 
Geraden g g l e i chs inn ig k o n g r u e n t s ind , dann k ö n -
nen die b e i d e n zugehör igen H j e l m s l e v s c h e n M i t t e l -
l in ien n i c h t z u s a m m e n f a l l e n . 

81. Auf zwei Überparallelen seien zwei gegens innig kon-
gruente Punktreihen gegeben. Entsprechen in diesen die End-
punkte des gemeinsamen Lotes 
der Trägergeraden einander, dann 
gilt der Satz 78 a; entsprechen ein-
ander diese Endpunkte nicht, und 
das sei jetzt vorausgesetzt, dann 
existiert nach Satz 79 a eine 
Hjelmslevsche Mittellinie. Wir 
legen wieder, wie in Nr. 80, die 
Trägergeraden durch eine h. Be-
wegung so, daß ihr Symmetrie-
punkt auf M fällt (Fig. 49). Die 
h. Mittelpunkte P und Q der 
Strecken SS1 und TT1 können 
nicht im Schnittpunkte der beiden Strahlen zusammenfallen, 
da sonst Satz 78 a gelten würde. SS1 und TTlt damit auch 
P und Q liegen (absolut) symmetrisch zur e. Mittelparallelen 
von g und qlt demnach ist die Hjelmslevsche Mittellinie 
PQ e. parallel zu STV Dem h. Mittelpunkte H von ST ent-
spricht der h. Mittelpunkt H1 von SlTv und da die Strecke 
HHy ebenfalls e. parallel zu Sl\ ist, kann deren h. Mittelpunkt 
nur dann auf der Geraden PQ liegen, wenn diese Gerade die 
Punkte H und H1 enthält. D. h. 

Fig . 49. 
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a) Sind in der h. Geometrie zwei gegensinnig kon-
gruente P u n k t r e i h e n g(A,B,G,...) und (.4.1, Blt G l t...) 
auf zwei Überpara l le len gegeben und en tsprechen 
einander n icht die E n d p u n k t e S und Tx des ge-
meinsamen Lotes der beiden Geraden, dann . t r i f f t 
die Hje lmslevsche Mit te l l inie die beiden Geraden 
in den Mi t t e lpunk ten der Strecken ST und S^. 
Diese Mit te l l in ie e n t h ä l t den Symmet r i epunk t der 
beiden Geraden nicht . E r r i c h t e t man zum gemein-
samen Lote der beiden Geraden im Symmetr ie -
punk te die Senkrechte , dann s teh t auf dieser die 
Mit te l l in ie senkrecht . 

Da eine Strecke S2 auf g1 einen anderen Mittelpunkt als 
T1S1 hat (wenn und S2 voneinander verschieden sind), folgt 
aus dem soeben abgeleiteten Satze sofort der Satz 

b) Hat man auf g1 zwei verschiedene Punktreihen gx {AVBV 
G\ , . . . ) und gx (A2, B2, C2,...), die beide der Punktreihe g(A, 
B, G,...) kongruent sind, und sind in beiden Fällen die Vor-
aussetzungen des Satzes 79a erfüllt, dann können die beiden 
Hjelmslevschen Mittellinien nicht zusammenfallen. 

Fundamentalkonstruktionen. 
82. Zahlreiche bekannte Konstruktionen der e. Geometrie 

gelten auch in der h. Geometrie, da sie nur Sätze der absoluten 
Geometrie verwenden, z. B. die Sätze von Nr. 34. Im folgenden 
sollen drei fundamentale, für die h. Geometrie charakteristi-
sche Konstruktionen behandelt werden, nämlich die Konstruk-
tion des gemeinsamen Lotes zweier Überparallelen, die Kon-
struktion von U(a) bei gegebenem cfund die von b bei gegebe-
nem II(b). 

Aus den Sätzen 80a und 80b ergibt sich ohne weiteres fol-
gende Kons t ruk t i on des gemeinsamen Lotes zweier 
Überpara l le len : 

a) Man findet in der Ii. Geometrie den Symmetriepunkt zu 
zwei gegebenen Überparallelen g und gx dadurch, daß man zu-
nächst eine Strecke AB auf g und eine ihr gleichsinnig kon-
gruente Strecke A ^ auf gx annimmt und die Verbindungs-
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gerade der Mittelpunkte der Strecken AA1 und BB1 zeichnet; 
dasselbe wiederholt man mit der Strecke AB und einer zweiten 
ihr gleichsinnig kongruenten Strecke auf gv Der Schnittpunkt 
der beiden erhaltenen, sicher nicht zusammenfallenden Ver-
bindungsgeraden ist der Symmetriepunkt von g und gv Das 
aus dem Symmetriepunkt auf g (oder gt) gefällte Lot ist das 
gemeinsame Lot von g und gv 

83. Zur Konstruktion des Parallelwinkels bei gegebenem 
Abstände gelangt man auf folgende Weise: 

Ist in der h. Geometrie ein Punkt außerhalb einer Geraden 
gegeben und sucht man durch 
den Punkt die Randparallelen 
zur Geraden, dann denkt man 
sich, wieder das Prinzip der spe-
ziellen Lage anwendend, Punkt 
und Gerade durch eine h. Be-
wegung so gelegt, daß der 
Punkt auf M fällt, g sei dann 
in Fig. 50 die Lage der Geraden. 
Aus der unmittelbar ersicht-
lichen Gleichheit der Doppel-
verhältnisse (MAUV) = ( M J A J 
Z77j) folgt die h. Kongruenz der 
Strecken MA und M ^ . Die in der Figur angegebenen 
(absolut) rechten Winkel liefern nun folgende K o n s t r u k t i o n 
von 77(a) bei gegebenem a: 

a) Sind in der h. Geometrie ein Punkt P und eine Gerade g 
gegeben, so findet man die zu g randparallelen Geraden 
durch P folgendermaßen: man fällt von P auf g das Lot 
PMV dann von einem von M1 verschiedenen Punkt A1 von g 
aus das Lot AXB auf die Senkrechte in P zu i l / jP; nun be-
schreibt man um P als Mittelpunkt den Kreis, dessen Radius 
gleich M1A1 ist; er trifft die Gerade ArB in zwei Punkten A, 
die zusammen mit P die gesuchten Randparallelen zu g 
bestimmen. Zugleich ist damit, wenn a die h. Länge des 
Lotes PM1 bezeichnet, der Parallelwinkel 17(a) = a kon-
struiert. 

Fig. 50. 
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Fig.51. 

84. Der dritten der gesuchten Konstruktionen, welche in 
Umkehrung der soeben gelösten Aufgabe die Angabe von i> zu 
gegebenem /7(b) verlangt, müssen wir den Beweis eines Hilfs-

satzes vorausschicken. ABC 
iD 

ß 
sei ein h., bei G recht-
winkliges Dreieck, Fig. 51, 
und ß=IJ(b) der zur 
Strecke 6 = AC gehörende 
Parallelwinkel. Man kann 
nun sofort ein Viereck 
DEFG mit der Seite DE = 

AB konstruieren, in welchem D = ß ist, während die 
übrigen drei Winkel rechte Winkel sind *), indem man in D 
und E die Winkel anträgt und zu deren freien Schenkeln nach 
82a das gemeinsame Lot FO konstruiert**). Für dieses 
Viereck gilt der Satz 

a) Sind in der h. Geometrie o, b, c die beiden Katheten und 
die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, und konstruiert 
man ein Viereck DEFG so, daß es bei E,F, G rechtwinklig ist, 
daß ferner <£ D = /7(b) und DE = c ist, dann ist FG = a***). 

Den Beweis führen wir 
wieder mittels des Prin-
zips der speziellen Lage: 
In Fig. 52 sei das Dreieck 
ABC mit seiner Ecke B 
auf M gelegt. UV sei die 
Gerade, die zur Halbge-
raden BA randparallel 
und zu dem auf BC in 
B errichteten Lot senk-
recht ist; ihr Schnitt-
punkt mit diesem (23 e) 

Fig. 52. sei E. Sie schneidet auch 
*) Ein h. Viereck mi t drei rechten Winke ln he iß t nach L i e b m a n n [81 

, , S p i t z e c k " . Schon L a m b e r t s ing bei seinen Un te r suchungen (vgl. unsere 
Kr . 8) von solchen Vierecken aus . 

**) Die freien bchenkel sind überparallel , weil Satz 26 g zufolge c > b und 
dabe r nach Gl. (74,1) n (c) < II (b) ist. 
***) L o b a t s c h e f s k i j sprach in diesem Fal l von „zugeordne ten F i g u r e n " . 
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die Gerade CA innerhalb von (K)\ der Schnittpunkt sei 
D. So entstellt ein dreirechtwinkliges Viereck DEFG 
mit dem h. spitzen Winkel ß bei D, das die Seite BC = 
FG = q und einen rechten Winkel mit dem Dreieck 
gemein hat. Nach (83a) sind AB = c und DE kongruent. 
Nun werde h. senkrecht zu CD die Gerade UW gezogen; 
ihr Schnittpunkt mit QCDR (23 e) sei E. Weil sie rand-
parallel zu DE ist, muß ß = IT (DE ) sein. Da V', der Spiegel-
punkt von V an B — M, und W h. symmetrisch zu U be-
züglich der zueinander lotrechten Achsen BC und CD, somit 
nach (60g) auch h. spiegelbildlich in bezug auf deren Schnitt-
punkt C liegen, sind V', C und W Punkte einer Geraden. 
Daraus folgt aber, weil die Strahlbüschel U (QVWR) und 
V' (QVWR) projektiv sind*), die Gleichheit der Doppel-
verhältnisse (QDER) und (QACR); d. h. DE und AC = b 
sind h. kongruent. Folglich gilt ß =17 (b). 

Damit ist der Satz bewiesen. 
85. Es sei nun in der h. Geometrie ein <£ ß gegeben. Dann 

kann man immer eine Strecke c so angeben, daß /7(c) < ß ist; 
denn nimmt man eine Strecke Cj an, dann ist der zugehörige 
Parallelwinkel yt nach Gl. (74,1) durch cotg|y1 = eci bestimmt, 
zur Strecke c» = n • cx gehört der Parallelwinkel yn, für den 
cotg | yn = (cotg iy1)n ist, wobei | y1 < \ n; da es nun nach 
dem Archimedischen Axiom immer ein n derart gibt, daß 
n • In cotg J y{> In cotg \ ß und daher cotg ^y„ = (cotg -¿y^" 
> cotg\ß, also \yn<\ß ist, so ist c„ = c = w• cx eine 
Strecke der gesuchten Art. 

Sind nun in der h. Geometrie zwei Halbgerade glt g2 mit ge-
meinsamem Endpunkt P gegeben und kennt man den Wert £>, 
für welchen ß = U ( b ) die Hälfte des <C (</,, g2) ist, dann findet 
man die zu gt und g2 randparallele Gerade, indem man zur 
Halbierenden des (glt g2) im Abstände b von P das Lot er-
richtet. Daher brauchen wir zur Ausführung der dritten der 
geforderten Fundamentalkonstruktionen nur noch zu ß die 
Strecke b zu konstruieren. Daraus folgt nun nach dem Satze 

* ) Das ergibt sich aus einem bekannten Satz der projektiven Geometrie; 
hier sind die Büschel nach dem Satz vom Peripheriewinkel im e. Kreis sogar 
e . kongruent. 
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84a und dem 1. Absätze der vorliegenden Nr. folgende Kon-
s t r u k t i o n des Abs t andes b bei gegebenem Pa ra l l e l -
winkel ß=Il(b): 

a) Man konstruiert zu einem gegebenen Winkel ß mit dem 
Seheitel D die vermöge ß =77(6) zugehörige Strecke b, indem 
man zunächst auf dem einen Schenkel von ß eine Strecke 
DE — c so annimmt, daß die Senkrechte zu diesem Schenkel 
in E und der andere Schenkel überparallel sind. Das gemein-
same Lot dieser Überparallelen (Konstruktion 82a) habe die 
Länge a. Nun konstruiert man ein rechtwinkliges Dreieck mit 
der einen Kathete BC = a und der Hypotenuse AB = c*); 
die zweite Kathete AG dieses Dreiecks ist die gesuchte Strecke b. 

Der bemerkenswerte Satz 84 a stammt von Lobatschefskij, 
während 83 a im Anschluß an Lobatschefskij von H. Liebmann ge-
funden wurde. Von 83 a und 85 a verschiedene Lösungen derselben 
Aufgaben stammen von J. Bolyai. In Liebmann [8] findet man 
S. 36/37 auch die, nicht ganz einfache, Konstruktion eines h. 
Dreiecks aus seinen drei Winkeln, nach der man im Anschluß an 
den 5. Kongruenzsatz (70 a) naturgemäß fragen wird**). 

Merkwürdige Punkte des Dreiecks. 
86. Der Mittelpunkt des Inkreises eines Dreiecks existiert 

nach Satz 27f in der h. wie in der e. Geometrie, er ist nach 

*) Indem man das in C zu BC errichtete Lot in A mit dem Kreise schneidet, 
der den Mittelpunkt B und den Halbmesser c hat (Satz 34 a). 

**) Hierzu vergleiche man auch M. G r o ß m a n n , Die Konstruktion des 
geradlinigen Dreiecks der nicbteuklidischen Geometrie aus den drei Winkeln. 
Math. Ann. 68 (1904), S. 578—582. Zu 83a vgl. S c h u r [12] S. 101. 

Fig. 63. 

Satz 27 e der Schnittpunkt 
der Halbierenden der Dreiecks-
winkel. Legt man durch eine h. 
Bewegung ein Dreieck mit dem 
Mittelpunkte seines Inkreises 
auf M, Fig. 53, dann werden 
nach Satz 60e die h. Winkel-
halbierenden gleichzeitig die e. 
Winkelhalbierenden. Aus den 
Sätzen 60a und 23 k folgt, daß 
dann auch die h. Halbierenden 
der Außenwinkel des so gelegten 
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Dreiecks gleichzeitig deren e. Halbierende sind. Schneiden 
sich zwei solche e. Halbierende innerhalb (K), dann ist deren 
Schnittpunkt der Mittelpunkt eines dem Dreieck anbeschriebe-
nen h. Kreises. Es gilt nun der Satz 

a) In der h. Geometr ie h a t jedes Dreieck einen 
Ink re i s ; die Zahl der Ankreise eines Dreiecks kann 
0, 1, 2 oder 3 be t ragen . 

Der noch fehlende Beweis des zweiten Teiles dieses Satzes 
ergibt sich ohne weiteres aus Fig. 53: wählt man zu dem ge-
zeichneten Dreieck der Reihe nach die vier konzentrischen 
Kreise als Randkreise, dann treten die vier Fälle des Satzes ein. 

87. Es ist nach Nr. 6d zu erwarten, daß es in der h. Geo-
metrie nicht zu jedem Dreieck einen Umkreis gibt. Nimmt man 
z. B. zwei überparallele Gerade 
ma und mb an, Fig. 54, fällt man 
außerdem die Lote MP und MQ 
auf sie und macht man PA und 
MP sowie QB und MQ h. gleich, 
dann sind ma und mb zwei Mittel-
senkrechte des Dreiecks AMB 
und nach Satz 23 g kann es zu 
diesem Dreieck keinen Umkreis 
geben. Dagegen gilt, wie man 
aus dem soeben herangezogenen 
Satz ohne weiteres erkennt, der 
Satz Fig. 54. 

a) Schneiden sich in der h. Geometr ie zwei Mi t t e l -
senkrech te der Sei ten eines Dre iecks , dann geh t 
auch die d r i t t e Mi t t e l s enk rech t e durch d i e s e n P u n k t 
h indurch . 

In Fig. 54 schneiden sich die h. Mittelsenkrechten der 
Strecken LM und MN h. nicht; das erreicht man dadurch, 
daß man S und T so annimmt, daß die Lote auf MS in S 
und auf MT in T sich außerhalb von (K) schneiden, durch 
S und T sind aber L und N, wie oben gezeigt, bestimmt. 
Das A LMN hat nach den Sätzen 61a und 60 a lauter h. 



1 0 6 V. Die hyperbolische Geometrie als selbständige Disziplin 

Fig. 55. 

spitze Winkel. Andererseits zeigt Fig. 55 ein h. stumpf-
winkliges Dreieck mit (e. und h.) Umkreis. D. h. 

b) E s g i b t in der h. G e o m e t r i e 
i s p i t z w i n k l i g e D r e i e c k e ohne Um-

kre is und s t u m p f w i n k l i g e m i t 
U m k r e i s * ) . 

J . Bolyais Vater, W. Bolyai, der jahr-
zehntelang vergebens um einen Beweis des 
Euklidischen Parallelenaxioms kämpfte, 
hat unter verschiedenen anderen dem 
A.\iom äquivalenten Aussagen auch die 
Aussage 6 d gefunden. 

88. ABC sei ein h. Dreieck und 
R der Schnittpunkt von zwei seiner 

Höhen. Legt man durch eine h. Bewegung das Dreieck 
so, daß H auf M fällt, dann sind nach Satz 60a in der neuen 

Lage die h. Höhen gleichzeitig die e. 
Höhen des Dreiecks, und wie diese 
schneiden sich auch die drei h. Höhen in 
einem Punkte. 

ABC sei ein h. Dreieck, dessen von B 
ausgehende Höhe außerhalb des Dreiecks 
verläuft, Fig. 56. Dann folgt aus Satz 
26 a, daß AGB stumpf ist. Daraus 
und aus dem Axiom A 6 (Nr. 17) ergibt 

sich dann sofort, daß sich auch in der h. Geometrie im 
spitzwinkligen Dreieck irgend zwei Höhen innerhalb des 
Dreiecks schneiden. Dies gibt zusammengefaßt folgenden Satz: 

a) S c h n e i d e n sich in der h. G e o m e t r i e zwei Höhen 
e ines D r e i e c k s in e inem P u n k t e , dann l ä u f t durch 
ihn auch die d r i t t e Höhe. B e i m s p i t z w i n k l i g e n 
D r e i e c k e x i s t i e r t der ' H ö h e n s c h n i t t p u n k t i m m e r , 
und zwar i n n e r h a l b des D r e i e c k s , beim r e c h t w i n k -
l igen D r e i e c k f ä l l t er in den S c h e i t e l des r e c h t e n 
W i n k e l s . E s g i b t s t u m p f w i n k l i g e D r e i e c k e m i t und 

*) Besitzt ein Dreieck der h. Ebene keinen eigentlichen "Umkreis, so liegen 
seine Ecken auf einer Abstandslinie oder einem Grenzkreis; die Mittellote 
seiner Seiten haben dann e in gemeinsames Lot oder e i n gemeinsames Ende. 
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solche ohne Höhenschnit tpunkt*); er liegt bei den 
ersteren außerhalb des Dreiecks. 

Beispiele für stumpfwinklige Dreiecke mit und ohne Höhen-
schnittpunkt kann man sich nach dem Bisherigen ohne weiteres 
bilden. 

89. In der e. Geometrie gilt der bekannte Satz, daß die Hö-
hen im spitzwinkligen Dreieck die Winkel des Höhenfuß-
punktdreiecks halbieren. Legt man ein h. spitzwinkliges Drei-
eck durch eine h. Bewegung mit seinem h. Höhenschnittpunkt 
auf M, dann sind (Nr. 88) in der neuen Lage die h. Höhen auch 
die e. Höhen des Dreiecks, und die von diesen nach dem er-
wähnten Satze halbierten Winkel werden nach Satz 60 e auch 
h. halbiert. Damit ist der Satz bewiesen: 

a) In der h. Geometrie sind die Höhen im spitz-
winkligen Dreieck gleichzeitig die Winkelhal-
bierenden des Höhenfußpunktdreiecks . 

Liegt ein h. stumpfwinkliges Dreieck vor und legt man es 
mit dem Scheitel des stumpfen Winkels auf M, dann liest man 
ebenso folgenden h. Satz aus dem gleichen Satz der e. Geo-
metrie ab: 

b) In der h. Geometrie ist die vom stumpfen Win-
kel eines stumpfwinkligen Dreiecks ausgehende 
Höhe Winkelhalbierende 
des Höhenfußpunktdre i -
ecks, während die beiden 
anderen Höhen Außenwin-
kel des Höhenfußpunkt -
dreiecks halbieren. 

90. Legt man ein h. spitz-
winkliges Dreieck mit seinem 
Höhenschnittpunkt auf M, dann 
erkennt man aus der Fig. 57, 
daß die mit Doppelbogen 
bezeichneten Winkel absolut p 
rechte Winkel sind (Satz 60a) Fig. 57. 

*) In diesem Fall besitzen die drei Höhen e i n gemeinsames Lot oder e i n 
gemeinsames Ende. 
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und daß die gleich bezeichneten Strecken absolut gleich sind 
(Satz 60 b). Dies ist der Beweis des Satzes 

a) Z e i c h n e t m a n in der h. G e o m e t r i e in den 
E c k e n e ines s p i t z w i n k l i g e n A 4-ßC die Senk-
r e c h t e n zu den H ö h e n des D r e i e c k s und b i l d e n 
d iese drei Geraden ein A PQR*), dann s ind die 
H ö h e n des A ABC die M i t t e l s e n k r e c h t e n der 
S e i t e n des A PQR, u n d daher i s t der Höhen-
s c h n i t t p u n k t v o n A ABC der M i t t e l p u n k t des 
U m k r e i s e s v o n A PQR• 

Fig. 57 ist die Figur des bekannten, sehr einfachen Gaußschen 
Beweises für den e. Höhenschnittpunktsatz, der diesen auf den 
Satz vom Schnittpunkt der Mittelsenkrechten zurückführt. Dabei 
wird das Euklidische Parallelenaxiom verwendet. Es gibt aber 
einen schönen Beweis von Ch. Gudermann für den Höhenschnitt-
punktsatz**), der sich unschwer so fassen läßt, daß er unabhängig 
vom Parallelenaxiom den ersten Satz von 88a liefert, der in der 
absoluten Geometrie gilt. Der Satz vom Höhenschnittpunkt 
findet sich bei Euklid noch nicht, er stammt wahrscheinlich von 
Archimedes***). 

91. Aus der projektiven Geometrie ist die Figur des vollstän-
digen Vierseits bekannt, Fig. 58, mit der harmonischen Haupt-
eicronarlinft (A R T ) — 1 

Fig. 58. Fig. 69. 

*) Dies braucht nicht der Fall zu sein, da die Punkte P, Q, R nicht inner-
halb (K) zu liegen brauchen. 
**) Vgl. R. B a l t z e r , „Elemente der Mathematik", 2. Bd., 6. Aufl., 1883. 

887 S., insbes. S. 41. 
*•*) Näheres hierüber bei T r o p f k e [14], S. 221. 
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Unendliche rückt, dan/i wird, c. gesprochen, D Mittelpunkt 
der Strecke AB, und P[> p<V<illel zu AB. Daraus folgt der in 
der e. Geometrie geltende Satz 

a) F ä l l t man von einem P u n k t e P der Sei te AG 
eines A-4-BC das Lot a u * die Mi t t e l s enk rech t e der 
Seite AB, dann schne ide t dieses Lot die Sei te BC 
in einem P u n k t e Q, und die S t recken AQ und BP 
schneiden sich in einem P u n k t e der S t recke , welche 
G mi t dem M i t t e l p u n k t e von AB ve rb inde t . 

Legt man nun ein h. Dreieck durch eine h. Bewegung so, daß 
der h. Mittelpunkt der Seite AB auf M fällt, dann ist, Fig. 59, 
M absoluter Mittelpunkt von AB (Satz 60c), GM absolute 
Mittellinie des Dreiecks, MU absolute Mittelsenkrechte und 
PQ absolutes Lot zu MU. Daher fo lg t aus der e. Gül t ig-
kei t des Sa tzes a) dessen Gül t igke i t in der h. und 
folgl ich auch in der abso lu t en Geometrie . 

Ist nun P der h. Mittelpunkt von AG, dann ist nach Satz 77 a 
auch Q der Mittelpunkt von BC, und es ergibt sich aus dem 
soeben bewiesenen h. Satz a) als Spezialfall der, wieder in der 
absoluten Geometrie geltende Satz 

b) In jedem Dreieck schneiden sich die Verb in-
dungs l in ien der Ecken mi t den M i t t e l p u n k t e n der 
Gegensei ten in einem Punk te . 

Der Satz der e. Geometrie, daß der Schnittpunkt der Mittel-
linien eines Dreiecks diese im Verhältnis 1 : 2 teilt, gilt in der h. 
Geometrie nicht, ebensowenig der Eulersche Satz der e. Geometrie, 
nach dem Höhenschnittpunkt, Mittelpunkt des Umkreises und 
Schnittpunkt der Mittellinien in einer Geraden liegen*). 

Hat ein h. Dreieck einen Umkreis, dann legt man dessen Mittel-
punkt durch eine h. Bewegung auf M, und in der neuen Lage sind 
die e. Mittellinien des Dreiecks zugleich dessen h. Mittellinien, 
so daß sich hier der Satz b) vom Schnittpunkte der Mittellinien 
unmittelbar aus der e. in die h. Geometrie übertragen läßt. Bei 
Dreiecken ohne Umkreis versagt dieser einfache Beweis. 

*) R. B a l d u s , „Über Eulers Dreieckssatz in der absoluten Geometrie", 
Sitzungsber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss., Math.-naturw. Kl. 1929, 11. 
Abhdlg. 
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Auch der Satz vom Schnittpunkt der Mittellinien findet sich bei 
Euklid noch nicht und geht gleichfalls auf Archimedes zurück*). 

Trigonometrie. 
92. Für die nun folgenden Betrachtungen vergegenwärtigen 

wir uns drei Tatsachen, s. Fig. 60: 
a) Zwischen der e. Länge a einer von M ausgehenden 

Strecke und ihrer h. Länge a besteht nach Gl. (72, 2) die 
Beziehung 
(92,1) a = £ g a . 

b) Liegt auf einer Sehne von (K) eine Strecke mit der 
e. Länge h so, daß ihr einer Endpunkt auf den Sehnenmittel-
punkt fällt, und ist a deren e. senkrechte Entfernung von M, 
dann ist Satz 72 a zufolge, wenn b die h. Länge von b ist, 
l = l / r ^ ä 5 £ g b, und nach den Gin. (92 ,1) und (72,5) gilt 
(92, 2) 6 = £g b : (Eof a. 

c) Läuft der eine Schenkel eines spitzen Winkels <x durch 
M und hat der Scheitel von M die h. Entfernung c, dann 
besteht nach Satz 68 b und den Gin. (92, 1) und (72, 5) 
zwischen der e. und der h. Größe des Winkels, » e und = oc, 
der Zusammenhang 
(92 ,3) t g a e = tga&of c. 

93. Die soeben angegebenen 
drei Beziehungen gestatten nun 
vermittels des Prinzips der spezi-
ellen Lage in einfachster Weise 
die Ableitung der h. t r i g o n o -
m e t r i s c h e n F o r m e l n , zu-
nächst für das r e c h t w i n k l i g e 
D r e i e c k . 

Ein h. rechtwinkliges Dreieck 
können wir uns immer durch eine 
h. Bewegung mit dem Scheitel 

Tig- 6o. eines seiner spitzen Winkel auf 
M gelegt denken, Fig. 60. 

*) Vgl. hierzu Tropfke [14], S. 219. 
Einen planimetrischen Beweis, der das e. Parallelenaxiom nicht voraus-

setzt, bringt u. a. das in der 3. Fußnote zu Nr. 60 zitierte Buch von F. B a c h -
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Aus dem Pythagoreischen Lehrsatz a2 + i 2 = c2 folgt 
vermöge Gl. (92,1) , die auch für c und c gilt, und (92, 2) 
2g 2 a + 2g 2 b : (Sof2 a = 2g 2 c oder wegen (72, 5), 2. Gl., 
1 — l : © o f 2 a + 1 : Kof2 a — 1 : gof2 6 Goj» a = 1 — 1 : (Sof2 c; 
da nach Nr. 72 alle hier auftretenden Hyperbelfunktionen 
positive Werte haben, gilt also 

(93 ,1 ) Kof a • Kof 6 = Kof c. (H„ K „ K.)*) 

An Hand der Figur findet man ohne weiteres nach 
( 9 2 , 1 u. 2) tg/8 = (2g b : gof et): 2 g a oder 

(93, 2) ©in a • tg ß = 2 g B. ( K „ K., W.) 

Ferner liest man, wenn man wieder (92,1) auch auf c und c 
anwendet, aus der Figur ab: sin/S = (2g £> :©of a ) : 2 g c; 
hieraus folgt wegen (93, 1) sin/9 ©in c = S i n b. Da die 
Katheten a und b zugleich mit den Winkeln « und ß ver-
tauschbar sind, hat man auch 

(93, 3) sin <% • ©in c = ©in a. (H„ K., g. W.) 

Ohne weiteres läßt sich nach (92, 1) anschreiben: 
cos ß 2 g c = 2 g a; gleichermaßen gilt 

(93, 4) cos oc • 2 g c = 2 g 6. (H., K., a. W.) 

Berücksichtigt man auf der linken Seite der wegen 
txe = \n — ß geltenden Beziehung tg oce = cotg ß die Gl. 
(92, 3), so erhält man 

(93, 5) t g « • 6of c = cotgß. (H„ W., W.) 

Aus Gl. (93, 2) folgt So j b = (©in f>: tg ß): ©in a, somit 
bekommt man bei zweimaliger Anwendung von (93, 3) 
ßof i) = (©in c sin ß : tg ß): ©in c sin oc, d. h. 
(93, 6) sin « • gof b = cos ß. (K„ W „ W.) 

Sind von den 5 Stücken eines h. rechtwinkligen Drei-
ecks— Hypotenuse, 2 Katheten, 2 spitze Winkel—irgend zwei 

m a n n , S. 74; vgl. auch die Notiz über einige Dreieckssätze der absoluten 
Geometrie in den Monatsheften f. Math. 67 (1968), S. 101—103. 

*) Bedeutung der Abkürzungen: H. = Hypotenuse, K. = Kathete, 
W. - Winkel, a. = anliegend, g. = gegenüberliegend. 
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gegeben, dann kann man mittels der soeben abgeleiteten 
6 Gleichungen*) jedes weitere Stück berechnen**). 

94. Es sei nun ein beliebiges h. Dreieck mit den Seiten a, 
b, c gegeben, Fig. 61. Man zeichnet in ihm die Höhe i) und 
findet durch zweimalige Anwendung von Gl. (93,1) 

Eof i) = Gof b : 6o[ q = (Sof a : (Eof c2 

und folglich wegen c2 = c T cl5 wobei sich das Minuszeichen 
auf die linke Teilfigur bezieht, das Pluszeichen auf die rechte, 
mit Verwendung von Gl. (72, 6) Eof a = 
(Kof b : gof q) • (Sof (c =F q) = 6o] b • (6of c T ©inc • £g c^. 

Die Beziehung (93,4) liefert***) !£g q = ± cos <x £g b und 
damit den Kos inussa tz der h. Tr igonometr ie 
(94,1) ßof a = ßof b Eof c — ©in b ©tri c cos oc. 
Durch gleichzeitige zyklische Vertauschung der Größen 
a, i>, c und«, ß, y erhält man zwei entsprechende Gleichungen. 

*) Um sich diese Formeln leichter merken zu können, kann man sich wie 
in der sphärischen Trigonometrie einer Gedächtnisstütze bedienen, der N e p e r -
sehen Regel, die von E n g e l für die Zwecke der Nichteuklidischen Geometrie 
geeignet gemacht wurde; vgl. G. H e s s e n b e r g - H . K n e s e r , Ebene und sphä-
rische Trigonometrie, Berlin 1957, S. 121 f. (Sammlung Göschen Bd. 99), und 
H. L i e b m a n n [8], S. 36. 

Jede derartige Gedächtnisregel wird überflüssig, wenn man das rechtwink-
lige Dreieck als Sonderfall einer alle Fälle umfassenden, allerdings räumlichen 
Figur, nämlich des i. allg. windschiefen rechtwinkligen Fünfseits auffaßt; 
vgl. F . Löbell, Eine Verallgemeinerung des Pentagramma Mirificum. Math. 
Zcitschr. 53 (1950), S. 236—243. 

*•) Beim Vergleich mit L i e b m a n n [8], S. CO—Gl beachte man unsere 
Gin. (74,2). 
* * * ) Hier beachte man im Falle des stumpfwinkligen Droiecks, daß 

cos (7i — a) = — cos a ist, wahrend man einige Zeilen weiter unten bedenke, 
daß sin (jt — a) = sin a ist. 
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Nach (93,3) ist ©in a sin ß = ©in tj — ©in b sin«; daraus 
folgt, wenn man noch eine zyklische Vertauschung vor-
nimmt, der S inussatz der h. Tr igonometr ie 
(94, 2) ©in a : ©in 6 : ©in c = sin tx : sin ß : sin y. 

95. Aus der sphärischen Trigonometrie ist folgendes be-
kannt: Sind a, b, c, tx, ß, y die Seiten und Winkel eines 
Eulerschen*) sphärischen Dreiecks, dann gilt der sphärische 
Kosinussatz 
(95,1) cos a = cos b cos c + sin b sin c cos <x, 
und aus dieser Gleichung und den ihr für die beiden anderen 
Seiten des Dreiecks nachgebildeten Gleichungen kann man, 
wie schon Lagrange 1798 zeigte, durch rein rechnerische 
Umformungen sämtliche Formeln der sphärischen Trigono-
metrie ableiten**), z. B. den Sinussatz 
(95, 2) sin a : sin 6 : sin c = sin tx : sin ß : sin y 
und den Kotangentensatz 
(95, 3) cotg a sin c = cotg tx sin ß + cos c cos ß, 
aber auch den zu (95, 1) polaren, zweiten Kosinussatz 
(95, 4) cos tx = — cos ß cos y + sin ß sin y cos a. 

<x, ß,y sind die Flächenwinkel, a, b, c die Kantenwinkel des 
vom Kugelmittelpunkt 0 aus das sphärische Dreieck pro-
jizierenden Dreikants; beim Kugelradius 1 sind a, b, c zu-
gleich die Längen der auf der Kugel ausgeschnittenen 
Großkreisbogen. Beschreibt man um 0 eine imaginäre Kugel 
mit dem Halbmesser i = ]/— 1, dann führt dasselbe pro-
jizierende Dreikant auf ein imaginäres sphärisches Dreieck 
mit den gleichen Winkeln tx, ß, y, während man für dessen 
Seiten rein formal ia, ib, ic setzen muß. Dann tritt an Stelle 
von (95, 1) die Gleichung 

cos (in) = cos (ib) • cos (ic) -| - sin (ib) • sin (ic) • cos oc, 

*) D. h. eines Dreiecks, dessen Seiten zwischen 0 und n liegen, a, b, c haben 
liier — das ist wohl zu beachten — eine andere Bedeutung als in den Nrn. 02 
und 93. 
••) Siehe G. H e s s e n b e r g , a. a. O. S. 126ff. 

B a l d u s , Kiehtcuklidische Geometrie. 8 
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das ist aber nach den Gin. (72, 4) nichts anderes als die Gl. 
(94, 1), wenn man a, b, c durch a, b, c ersetzt. Da nun, wie 
oben gesagt, aus (95, 1) die ganze sphärische Trigonometrie 
folgt, ergibt sich aus (94,1) durch dieselben rechnerischen 
Prozesse die ganze h. Trigonometrie, d. h. es muß jede 
Formel der sphärischen Trigonometrie in eine richtige 
Formel der h. Trigonometrie übergehen, wenn man alle 
sphärischen Seitenlängen mit dem Faktor i versieht. Das 
bedeutet aber: 

a) Die h. Tr igonometr ie is t formal n ichts anderes 
als die e lementare sphärische Tr igonometr ie auf 
einer Kugel f läche vom Radius i. 

Beispielsweise folgen aus (95, 3) und (95, 4), indem man 
a, i, c durch ia, ib, ic ersetzt, bei Berücksichtigung von (72, 4) 
für die h. Trigonometrie die Gleichungen 
(95, 5) ©tg a • ©in c = cotg a • sin ß + ßof c • cos ß, 
(95, 6) cos oc = — cos ß cos y + sin ß sin y Kof a. 

Wir wollen dieses einfache Verfahren anwenden, um zu 
sehen, wie man auch die in der h. Geometrie vorkommenden 
Dreiecke mit uneigent l i chen E c k e n behandeln kann. 

Es liege etwa die Ecke C außerhalb von (K); die beiden nach 
C führenden Seiten haben dann ein gemeinsames Lot, dessen 
Länge c° als Maß des Geradenpaares AG, BG an die Stelle 
des Winkels y tritt, Fig. 62 a. Bezeichnen wir mit a und b 
jetzt die h. Längen der von B bzw. A zu den Fußpunkten 
des gemeinsamen Lotes führenden Strecken, so sehen wir: 
C ist durch a, b, c° bestimmt, wie, kann man (was schon 

b 
Fig . 62 a. 

Q 

F i g . 62b . 
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Lobatschefskij getan hat) leicht aus den oben bewiesenen 
Beziehungen ableiten (mit einer Diagonalen als Hilfslinie); 
wir kommen aber schneller zum Ziel, wenn wir die zu unserer 
Figur analoge sphärische Figur betrachten, Fig. 62 b: sie läßt 
sich durch ein Dreieck ABG° mit den Seiten In — a, \n — b 
und dem eingeschlossenen Winkel c° ergänzen, und wir er-
halten aus dem in Frage kommenden sphärischen Kosinus-
satz (95,1), ohne ihn erst anzuschreiben, unmittelbar 
(95, 7) gof c = — ©in a ©in 6 + ßof a gof 6 <£of c°. 
Wollen wir jedoch a durch b, c und a ausdrücken, so finden 
wir, ebenfalls an Hand von (95, 1), 
(95, 8) ©in a = ©in b Eof c — ßof b ©in c cos <x. 

Auf die Fälle von Dreiecken mit zwei oder drei uneigent-
lichen Ecken, speziell auch mit unendlich fernen Ecken, die 
durch verschwindendes Maß gekennzeichnet sind, sei nur 
hingewiesen. 

Nur eine besondere Figur, auf die wir später zurückgreifen 
wollen, möge noch behandelt werden, das zweirechtwinklige 
Viereck der Fig. 63a, in dem a, i>, y gegeben, ö gesucht sei, 
wobei statt des Winkels ö sich auch ein kürzester Abstand b 
ergeben kann. Das sphärische Analogon dazu, Fig. 63 b, ist 
durch ein Dreieck mit den Winkeln \n — a, \n — i, d und 
der Seite 7t — y zu vervollständigen, auf das der zweite 
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Kosinussatz (95, 4) anwendbar ist; für die Ii. Figur gibt das*) 

(95, 9) cos fi oder (£of b — ©tu a S i n I) — (£of a Kof b cos y. 
Kurz angemerkt sei, daß man die für eigentliche Ecken 

abgeleiteten Beziehungen auch unmittelbar auf uneigentliche 
Ecken anwenden kann. Dabei ist nur zu berücksichtigen, 
daß der Abstand zweier konjugierter Punkte — deren jeder 
auf der Polaren des andern liegt — sich nach (71,1) zu i \rt 
ergibt, so daß in den Formeln Argumente der Form reelle 
Zahl + i \JI auftreten. Das Imaginäre tritt uns hier aber aus 
einer ganz anderen Quelle entgegen als oben. 

Lobatschefskij hat, worauf wir in Nr. 116 noch einmal zurück-
kommen werden, gezeigt, daß aus den Axiomen der h. Geometrie 
e indeu t ig die hier entwickelte Trigonometrie folgt. Auf den Be-
weis dieser Tatsache können wir der Kürze halber nicht ein-
gehen. 

Der hier aufgedeckte Zusammenhang zwischen der sphärischen 
und der h. Trigonometrie durch das Imaginäre veranlaßte Loba-
tschefskij zur Wahl der Bezeichnung „Imaginäre Geometrie". 
Auch J. Bolyai war dieser Zusammenhang bekannt. Nach Nr. 8 
hatte schon Lambert den soeben bewiesenen Satz a) vermutet; 
die merkwürdige Stelle in §82 seiner Abhandlung lautet: „Ich 
sollte daraus fast den Schluß machen, die dritte Hypothese komme 
bey einer imaginären Kugelfläche vor." Gauß hat zwischen 1805 
und 1817 die Formeln der h. („transzendenten") Trigonometrie 
gefunden. Über die bedeutenden Leistungen des Juristen Tau-
rinus (1794—1874), des Neffen Schweikarts, in der h. Trigo-
nometrie findet man Näheres in Engel-Stäckel [3], Vom Über-
gang von den hier abgeleiteten h. trigonometrischen Formeln zu 
denen Lobatschefskijs wird noch am Schluß von Nr. 104 die 
Rede sein. 

*) Die vielen hier auftretenden Beziehungen, deren formale Verwandtschaft 
in die Augen springt, wurden von F. S c h i l l i n g (Göttinger Nachr. 1891,188 ff.) 
unter einen Hut gebracht: für das rechtwinklige Sechsseit im h. Raum, das u. a. 
alle möglichen Dreiecksformen umfaßt, gilt eine Formel, die sämtliche Sonder-
fälle einschließt; das wird dadurch möglich, daß Winkel und kürzester Abstand 
zweier windschiefer Geraden zu einer komplexen Maßzahl vereinigt werden. 
Erst von hier aus wird es auch verständlich, daß z. B. nach (95, 9), (Icf b einen 
Wert < — 1 annimmt, falls die beiden Geraden mit dem Maß b gegensinnig 
orientiert sind: b ist dann eine komplexe Zahl mit dem Imaginärteil i n. 
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Heguläre «-Ecke. 
96. Auch bei den Ii. regulären w-Ecken ist wegen des Satzes 

61 c das Prinzip der speziellen Lage anwendbar. Damit kann 
man aus bekannten Eigenschaften e. regulärer «-Ecke auf 
solche h. regulärer n-Ecke schließen. 

Ist AB in Fig. 64 die halbe 
Seite eines dem Kreise (C) 
umschriebenen regulären n-
Ecks, dann muß wegen«; = n/„ 
die e. Länge AM —r: cos "/„ 
< 1 sein. Hat nun BM die h. 
Länge r, dann folgt daraus 
vermöge Gl. (72, 2) nach ein-
facher trigonometrischer Um-
formung die Bedingung 

r < In cotg "12„. 
Das ist der Beweis des Satzes Kg- 64. 

a) In der h. Geometr ie kann man einem Kreise 
vom Halbmesser r immer und nur dann ein regu-
jä res »»-Eck umschre iben , wenn r < In cotg "/2B i s t . 

97. Nun sei dem Kreise (C) mit dem Mittelpunkt M, Fig. 64, 
ein i r r egu lä res w-Eck [fi] mit der Ecke A und dem zuge-
hörigen Zentriwinkel 2 « umschrieben. Dann ist AM = r :cos x. 
Da [E\ irregulär sein soll, sind nicht alle seine Zentriwinkel 
gleich 2'"y„ und mindestens einer, etwa 2 oc > 271 jn, weil sonst 
ihre Summe < 2 T E wäre. Nun ist AM > r: cos "¡n, und die 
Ecke A ist e. und folglich wegen Gl. (72, 2) auch h. weiter von 
M entfernt als die Ecken des {G) umschriebenen regulären 
n-Ecks. Daher gilt auch in der h. Geometrie der Satz der 
e. Geometrie: 

a) Mindes tens eine Ecke eines einem Kreis 
u m s c h r i e b e n e n i r r egu lä ren w-Ecks i s t vom Kreis-
m i t t e l p u n k t e wei ter e n t f e r n t als die Ecken 
des d e m s e l b e n Kreise umschr i ebenen r egu lä ren 
w-Ecks. 



1 1 8 V. Die hyperbolische Oeomctrie als selbständige Disziplin 

Hieraus und aus dem Satze 96 a ergibt sich ohne weiteres 

b) In der h . G e o m e t r i e k a n n m a n e i n e m K r e i s e 
vom H a l b m e s s e r rSg In cotg " l 2 n k e i n r e g u l ä r e s o d e r 
i r r e g u l ä r e s « - E c k u m s c h r e i b e n . 

Selbst bei einem Kreise mit einem Halbmesser r < In cotg n ; 2 n 

ist man wesentlich eingeschränkter in der Wahl der Stücke als 
in der e. Geometrie. Man kann ihm zwar immer reguläre n-Ecke 
umschreiben, aber z. B. dem Kreise (C) der Fig. 64 kein Viereck 
mit den beiden Ecken A und D, während er andere umschriebene 
reguläre und irreguläre Vierecke zuläßt. 

98. Ist in Fig. 64 wieder A die Ecke eines (G) umschriebenen 
regulären w-Ecks, dann hat AMB die (e. und h.) Größe 
* l n , ist ferner u die h. Länge von A B , dann kann man die erste 
der Gin. (72 ,1 ) in der folgenden Weise anwenden: statt b 
ist u zu setzen, an die Stelle von s tritt der aus Satz 92 a und 
Gl. (72 ,5) folgende Wert j / f ^ r 2 = j / l — £g 2 r = 1 : Eof r, 
b ist hier r • tg = £ g r • tg */„. Dies führt unmittelbar auf 
den Satz 

a) In der h. Geometrie ist die Seitenlänge 2u des einem 
Kreise vom Halbmesser r umschriebenen regulären w-Ecks 

In ((1 + ©in r • tg »/„) : (1 - ©in r • tg */„)) . 

Wendet man weiterhin auf r die Gl. (93, 6) an, dann ergibt 
sich der Satz 

b) In der h. Geometrie ist die Winkelsumme 2nßdes einem 
Kreise vom Halbmesser r umschriebenen regulären n-Ecks 

2n • arc cos (sin */„ Sof r). 

Ferner folgt aus Gl. (93, 4) der Satz 

c) In der h. Geometrie besteht zwischen dem Halbmesser r< 
des Inkreises und dem Halbmesser ru des Umkreises*) eines 
regulären n-Ecks die Beziehung 

Xa, n = £ g ru • cos »/„. 

•) Falls ein solcher existiert, vgl. Satz 96a. 
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Umfang des Kreises. Bogenlänge der Abstandslinie. 

99. Um den Umfang eines h. Kreises einfach berechnen 
zu können, legen wir ihn wieder mit seinem Mittelpunkt auf 
M und machen ihn dadurch zu einem e. Kreis (Satz 61 b). 
In der e. Geometrie berechnet man den Kreisumfang bekannt-
lich in der Weise, daß man ihn als gemeinsamen Grenzwert 
der Umfänge der dem Kreis einbeschriebenen und der ihm 
umschriebenen regulären w-Ecke für n-KX> definiert. Wir 
gehen hier genau so vor und setzen dabei die einfachsten Re-
geln über das Rechnen mit Grenzwerten voraus, daß nämlich 
der Grenzwert einer Summe, eines Produktes, eines Quoti-
enten mit nicht verschwindendem Nenner gleich ist der 
Summe, dem Produkt, dem Quotienten der Grenzwerte; 
weiterhin setzen wir die Kenntnis der folgenden bekannten 
Grenzwerte voraus: 
(99,1) lim sin« :a = 1 und lim t g a : oc = 1 *). (99, 2) 

tx—»0 a—M) 
Aus der Definition der Hyperbelfunktionen durch Expo-
nentialfunktionen, Nr. 72, findet man mittels der bekannten 
Exponentialreihe die ebenfalls im folgenden vorausgesetzten 
Grenzwerte 
(99,3) l imStna :« = 1 und l i m 2 £ a : a = l . (99,4) 

100. Für die halbe Seite e eines e inbeschr iebenen 
regulären w-Ecks, Fig. 64 (Nr. 96), gilt nach Gl. (93, 3) 
©in e = sin */„ ©in r; der h. Umfang dieses Polygons ist 
also"1*) 2 n e = 2 n sin */„ ©in r • e : ©in e, der Grenzübergang 
n -*• oo führt wegen (99,1 u. 3) auf den Wert 2 n ©in r. 

Der h. Umfang eines umschriebenen regulären n-Ecks ist, 
da nach (93,2) 2g u = tg "¡n ©in r ist, 2 wu = 2 n tg "¡n 
©mr-u:2git ; dies konvergiert für n-^ oo wegen (99,2 u. 4) 
ebenfalls gegen 2 7t ©in r. 

Die Folgen der h. Umfänge der ein- bzw. der umbeschrie-
benen regulären Vielecke sind, wie auch geometrisch un-
mittelbar zu erkennen, monoton zu- bzw. abnehmend und 

*) Für n—> oo gilt also z. B. n sin njn = n • sin njn : - > 
**) Nach dem Schema ä = ©in s • (3 : ©in 5) usw. 
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haben denselben Grenzwert. Daher kann man auch in der 
h. Geometrie den Kreisumfang aus den regulären um- und 
einbeschriebenen w-Ecken definieren, und es gilt der Satz 

a) I n d e r h. G e o m e t r i e h a t e in K r e i s v o m H a l b -
m e s s e r r d e n U m f a n g * ) 2TZ-<BW.I. 

Da in Fig. 64 die Zentriwinkel von (C) e. und h. dasselbe 
Maß haben (Satz 61 a), folgt nun ohne weiteres 

b) I n d e r h. G e o m e t r i e h a t d e r z u m Z e n t r i w i n k e l 
tx g e h ö r e n d e B o g e n des K r e i s e s v o m H a l b m e s s e r r 
d ie L ä n g e a - < S m r . 

Aus Gl. (94,2) und dem Satze 100 a folgert man unmittel-
bar einen schönen Satz, der, wie schon J . Bolyai betonte, der 
e. und der h. Geometrie gemeinsam ist und übrigens auch in 
der sphärischen Geometrie gilt : 

c) D ie U m f a n g e d e r K r e i s e , d e r e n H a l b m e s s e r 
d e n S e i t e n e i n e s D r e i e c k s g l e i c h s i n d , v e r h a l t e n 
s i ch wie d i e S i n u s d e r d e n S e i t e n g e g e n ü b e r l i e g e n -
d e n W i n k e l . 

d) Durch einen ähnlichen Gedankengang f indet man die 
Länge § des B o g e n s e i n e r A b s t a n d s l i n i e (Nr. 65) mit 
dem Halbmesser q, der zur Grundlinie von der Länge g 
gehört. Man teilt g in n gleiche Teile, errichtet in den Teil-
punkten die Lote zur Achse und verbindet je zwei benach-
barte ihrer auf der Abstandslinie liegenden P u n k t e mit-
einander durch Sehnen, deren Länge mit § n bezeichnet sei. 
Die entstandenen Trapeze werden durch ihre Symmetrie-
achsen halbier t ; f ü r die so gebildeten Spitzecke**) gilt nach 
(95, 8) (mit | §n, g/2n, q s ta t t a, 6, c und mit <x = J j r ) 

(Sin | §„ = ©in g/2re gof q. 
Wie beim Kreis f indet man aus der Gesamtlänge n des 
einbeschriebenen Sehnenzuges durch einen Grenzübergang 

*) Nach Nr. 72 ist 2 (gilt a = e a — e a. Da e r mit zunehmendem r sehr 
rasch gegen 0 konvergiert, sieht man, daß der Kreisumfang mit dem Radius 
wesentlich exponentiell, also sehr stark wächst: "Während z. B. ein Kreis vom 
Radius 1 den Umfang 7,38 hat, besitzen Kreise mit den Iladien 10 und 20 
Umfange der Größenordnungen 7 • 104 und 1,5 • 10®. 

**) Siehe Nr. 84, erste Fußnote. 
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Das gleiche Ergebnis kann man mit Hilfe eines umschriebenen 
Polygonzuges erhalten. Die Annäherung erfolgt das eine Mal 
von kleineren, das andere Mal von größeren Zahlen her. 

Die Gesamtlänge einer Abstandslinie ist, wie man sieht, 
wie die ihrer Achse unendlich groß. 

e) Schließlich kann man das Verhältnis von Grenzkre is -
bögen (Nr. 67), die zwischen zwei gemeinsamen Radien 
liegen, in seiner Abhängigkeit von ihrem Abstand b durch 
einen Grenzübergang berechnen, der von zwei Bögen kon-
zentrischer Kreise ausgeht; wegen lim ©otg p = 1 (Nr. 72) 

p-J-CO 
gilt für p-» co «©in (p -f b): <% ©in p = Eof b + gotg p ©in b 
-> Eof b + ©in b = eb. 

Analytische Geometrie. 

101. In Nr. 35 haben wir rechtwinklige Koordinaten für 
die absolute Geometrie kennengelernt. Wir wollen diese erst 
später verwenden, uns nur vorweg daran erinnern, daß mit 
ihrer Einführung der Ebene eine Orientierung aufgeprägt 
wurde, die es erlaubt, einen 
bestimmten Drehsinn als Y 
positiv festzulegen, näm-
lich denjenigen, der die 
positive X-Achse zu Be-
ginn der Drehung um 0 in 
ihre positive Halbebene 
eindringen läßt. 

Zunächst wollen wir h. 
P o l a r k o o r d i n a t e n be-
nützen. Fig. 65. Um solche 
für einen P u n k t P zu ge-
winnen, drehen wir die 
X-Achse um 0, bis sie, 
irgendwann, durch Pgeht; 
der auf der orientierten Geraden gemessene Abstand OP, 
der „Radiusvektor" r, und der von der Achse durchlaufene, 
unter Berücksichtigung des Drehsinns gemessene Winkel, 

Fig. 65. 
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die „Amplitude" 9?, bestimmen, wenn sie gegeben sind, die 
Lage von P eindeutig; das Umgekehrte gilt hier jedoch nicht: 
zu einem und demselben Punkt P gehören — wie in der 
e. Ebene —, wenn er nicht auf 0 fällt, die unendlich vielen 
Paare von Polarkoordinaten (r, <p + 2nn) und (—r, 
<p + (2 n + 1) 7t), wo n alle ganzen Zahlen durchläuft, wenn 
er aber mit 0 zusammenfällt, der Wert r = 0 und jeder 
beliebige Wert von <p. 

Eine Gerade g legen wir auf folgende Weise durch Zahlen-
angaben fest, und zwar als or ientiertes Gebi lde, kurz 
nach Study „Speer" genannt: Das Lot durch 0 auf g schneide 

Fig. 66 a. Fig. 66 b. Fig. 66 c. 

g in N; die Gerade ON werde so orientiert, daß aus dem 
Speer g durch eine positive Drehung um N durch \ n die 
orientierte „Normale" durch 0 hervorgeht. Radiusvektor n 
und Amplitude v von N bestimmen die Lage des Speeres g 
eindeutig; jedoch gilt das auch hier nicht umgekehrt: 
zu g gehören die unendlich vielen Polarkoordinatenpaare 
(n, v + 2 nn), wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 

Als erstes mögen die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen aufgestellt werden 

a) dafür, daß der Punkt (r, <p) von dem Punkt (ttt, ¡j) 
den Abstand p hat, Fig. 66a: nach (94,1) gilt 

(101,1) Sof m Eof r — ©in m ©in r cos (9? — ¡j) = ©of p; 

b) dafür, daß der Punkt (r, 9?) von der orientierten 
Geraden (n, v) die Ent fernung q hat, Fig. 66b: nach 
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(95, 8) ist — mit anderen Vorzeichen, weil hier n und q 
gegenseitig anders orientiert sind als a und t) dort — 
(101, 2) — ©in n ©of r + Kof n ©in t cos (99 — v) = ©in q; 
dabei ist q 3g 0, je nachdem der Punkt auf der positiven 
oder auf der negativen Seite des Speeres (n, v) liegt. 

Speziell ist die I n z i d e n z b e d i n g u n g f ü r den P u n k t 
(r, <p) und die Gerade (n, v) 
(101, 3) ©in n ßof t — ßof n ©in r cos (<p — v) = 0. 

c) Die charakteristische Bedingung dafür, daß der Speer 
(n, v) mit dem Speer (n0, v0) den Winke l Ö bildet oder von 
ihm den k ü r z e s t e n A b s t a n d b hat, Fig. 66c, ist nach 
(95, 9) — wieder wegen verschiedener Orientierung der 
Geraden hier und dort mit anderem Vorzeichen — 
(101, 4) cos (5 bzw. gof b = 

— ©in n ©in rt0 + £0] n £of n0 cos (v — v0), 
je nachdem der Ausdruck rechts einen Betrag < 1 oder > 1 
hat; hat er den Wert ± 1, so ist 6 = 0 oder jt, die Speere 
sind gleich- oder gegensinnig asymptotisch. 

Als O r t h o g o n a l i t ä t s b e d i n g u n g f ü r die be iden 
Geraden (n, v) und (n0, v0) ergibt sich demnach 
(101, 5) ©in n ©irt n0 — ßof n Eof n0 cos (v — v0) = 0. 

In (101,1) haben wir, wenn wir r und q> als Veränderliche 
ansehen, die Gle ichung des eigentlichen Kre ises mit dem 
Mittelpunkt (m, fi) und dem Radius p, in (101, 2) die der 
A b s t a n d s l i n i e mit der Mittelachse (n, v) und dem Halb-
messer q, in (101, 3) die der Ge raden (n, v) vor uns; damit 
(101, 2) die Abstandslinien auf beiden Seiten der Achse, mit 
andern Worten den ganzen H y p e r k r e i s darstellt, ist rechts 
©in q durch ± ©in q zu ersetzen. 

Die Gleichung des Grenzkre i se s gewinnen wir dadurch, 
daß wir den Mittelpunkt eines Kreises auf der als fest an-
genommenen Geraden, die ihn mit O verbindet, ins Unend-
liche rücken und zugleich den Radius unendlich groß werden 
lassen, und zwar so, daß m — p = g konstant bleibt. Da 
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alsdann ©in m : ßof m = 2g m 1 und Kof p : ©of m = 
Kof (m — g): &of m = ßof g — ©in g £g m -> ©of g — ©in g 
= e~8 gilt, wird die gesuchte Gleichung 
(101,6) ©of r — ©inr cos (q> — /u) = e-ß; 
g ist der Abstand des Grenzkreises von 0, ¡JL die Amplitude 
seines unendlich fernen Mittelpunktes. Das gleiche Ergebnis 
würden wir finden, wenn wir die Achse einer Abstandslinie 
in geeigneter Weise ins Unendliche rücken und den Halb-
messer unendlich groß werden ließen (Vgl. Nr. 67.). 

Hält man in der Inzidenzbedingung (101, 3) r und (p fest 
und sieht n und v als veränderlich an, so stellt sie ein Bü-
schel von Geraden dar, sie ist aber auch als „Glei-
chung des P u n k t e s (r, <p) in polaren Linienkoordinaten 
(n, j>)" zu deuten; in gleichem Sinn ist (101, 4) bei fest-
gehaltener Geraden (n0, v0) als Gleichung einer Schar 
von Geraden (n, v) k o n s t a n t e n Maßes gegen eine 
fes te Gerade (n0, v0) aufzufassen, speziell, wenn cos d = 0, 
als die des Büschels ihrer Lote. 

102. Unseren weiteren Betrachtungen mögen nun die in 
Nr. 35 eingeführten Achsenkoord ina ten zugrunde gelegt 
werden, die mit j und ty bezeichnet seien, so daß in Fig. 20 
dort wie in Fig. 65, h. gemessen, OPx = £, PXP = t) wird. 

Der Übergang von den Koordinaten r, <p zu den Koordi-
naten t) geschieht nach (93, 1) und (93, 2) mit Hilfe der 
T r a n s f o r m a t i o n s f o r m e l n 
(102,1) gof r = ©of £ (Eof t) und tg tp = 2g t) : ©in j. 
Wir stellen sogleich ihre Umkehrungen auf; nach (93, 4) 
und (93, 3) ist 
(102, 2) 2g j = 2g r cos cp und ©in t) = ©in r sin tp. 
Es ist oft angenehm, neben ihnen noch die sich aus ihnen 
ergebenden Beziehungen 
(102, 3) 2g r sin (p = 2g t): ßof j , ©in r cos <p = ©in £ ©of t) 
zur Verfügung zu haben. 

Wendet man auf cos (90—/n) in (101,1) bzw. auf cos (<p — v) 
in (101, 2) das Additionstheorem an, so findet man als 
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G l e i c h u n g des K r e i s e s * ) mit dem Mittelpunkt (a, 6) und 
dem Radius p, weil nach (102, 1) Eof m = Eof a Sof b, nach 
(102, 3) ©in nt cos ¡1 = ©in a Eof b und nach (102, 2) 
©in m sin ¡x = ©in i> ist, nach (101,1) 
(102, 4) (Sof a gof b (Sof 5 ©of t) — ©in a Gof b ©in $ gof t) 

— ©in b ©in tj = ©of p 
und als G l e i c h u n g d e r A b s t a n d s l i n i e n mit der Achse 
(n, v) und dem Halbmesser q nach (101, 2) 
(102, 5) ©in n Eof j Eoj t) — Eof n cos v ©in % i) 

— ßof n sin v ©in t) = ± ©in q, 
die für den Fall q = 0 die G l e i c h u n g d e r G e r a d e n (n, v) 
umfaßt . 

Die G l e i c h u n g des G r e n z k r e i s e s , dessen unendlich 
ferner Mittelpunkt die Amplitude p ha t und der im Abstand g 
an 0 vorüberzieht, wird nach (101, 6) 
(102, 6) ßof j©of t) — cos [ä ©in 5 Eof t) — sin fx ©in t) = e~e. 

Wir sehen, daß man — wie mit Hilfe der H e s s e s c h e n 
N o r m a l f o r m d e r G e r a d e n g l e i c h u n g in d e r e. G e o -
m e t r i e — den Abstand I eines Punktes (5, tj) von der 
orientierten Geraden (n, v), genauer die Funkt ion ©in l, 
dadurch erhält, daß man die Koordinaten dieses Punktes in 
die linke Seite der Gleichung (102, 5) einsetzt. In ähnlicher 
Weise lassen sich hier aber auch die Gleichungen des Kreises 
und der Abstandslinie verwenden, wobei nur zu beachten ist, 
daß man zunächst die Entfernungen vom Mittelpunkt bzw. 
von der Mittelachse bekommt. — Das gleiche gilt übrigens 
auch für die entsprechenden Gleichungen in Polarkoordi-
naten. 

Als Beispiel möge noch die Gleichung einer N i c h t -
e u k l i d i s c h e n P a r a l l e l e n g zur positiven X-Achse auf-
gestellt werden; man braucht zu dem Zweck nur in (102, 5) 

*) Diese kann man mit Lobatschefskij an Hand einer passenden Figur 
mich unmittelbar aus (95, 7) in der Form 

eof p = — Sin 5 ©in t) + l£of b Go[ t) Eo| ( j — a) 
gewinnen; das Additionstheorem für die (Snf-Funktion (72, 6) vermittelt den 
Zusammenhangen (102, 4). (Hierbei beachte man nur das am Schluß von 
Nr. 104 Gesagte.) 
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v = I I (n), also nach (74, 2) sin v = 1 : ©of n und cos v — 2 g tt 
zu setzen: man erhält , da q = 0, 

(102, 7) ©in n Eof % gof t) — ©in n ©in j gof tj — ©in t) = 0 
oder t) = ©in n • e~E. 

Dies bestätigt das früher schon festgestellte asympto-
tische Verhalten paralleler Halbgeraden, wenn man sich auf 
ihnen ins Unendliche entfernt, d. h. hier £ über alle Maßen 
wachsen läßt (s. Nr. 73); wir sehen jetzt aber noch etwas 
mehr: die gegenseitige Entfernung ihrer Punkte strebt mit £ 
wegen 99,4 exponentiell, also außerordentlich stark gegen 0. 

Hier wird auch ersichtlich, daß es bei einer Geraden, 
anders als in der e. Geometrie, nicht zu jedem Wert von £ 
ein reelles fy gibt; wegen | 2g t) | < 1 (Nr. 72) tritt das nur 
für £ > In ©in | n | ein. £ = In ©in | n | ist die Gleichung 
des Lotes zur X-Achse, das zur Geraden g in der anderen 
Kichtung asymptotisch ist als die X-Achse selbst. 

103. Auch zu den bis jetzt eingeführten Koordinaten 
wollen wir uns das Ana logon auf der K u g e l f l ä c h e vor 
Augen führen: Wenn wir den Äquator als Achse und seinen 
Schnittpunkt mit dem Nullmeridian als Anfangspunkt 
wählen, so entsprechen den j die geographischen Längen A, 
den i) die geographischen Breiten ß. Polarkoordinaten auf 
der Kugel aber sind z. B. Poldistanz und Länge. Auf der 
Kugel besteht kein wesentlicher Unterschied zwischen diesen 
beiden Arten von Koordinaten, weil Breite und Poldistanz 
zueinander komplementär sind. In der Nichteuklidischen 
Ebene verhält es sich anders; wesentlich ist vor allem der 
Unterschied, daß die Zuordnung der Punkte P zu den 
Zahlenpaaren (£, t)) umkehrbar eindeutig ist (Nr. 35), 
während das für die Polarkoordinaten (r, <p) nicht gilt 
(Nr. 101). Und doch ist eine formale Verwandtschaft zwischen 
beiden Koordinatenarten unverkennbar, wenn man etwa die 
Beziehung (101, 4) mit der in der Fußnote zu Nr. 102 an-
gegebenen vergleicht. In der Tat ist die Kluft mit Hilfe der 
uneigentlichen Elemente überbrückbar, was wir aber nicht 
weiter verfolgen wollen. 
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Es fällt uns jedoch noch etwas anderes auf: Die Gleichun-
gen (102, 4 bis 7) enthalten die Koordinaten £ und 1) durch-
weg nur in den Verbindungen 
( 1 0 3 . 1 ) X = <£of j g o f l j , r = @ i n s M 9 . 2 = S i n 
und sind in diesen Größen linear, die Geradengleichung ist 
zudem homogen: 
( 1 0 3 . 2 ) A X + B Y + C Z = D . 
Das wird man ganz natürlich finden, sobald man bemerkt, 
daß dies die gleichen Kombinationen sind wie diejenigen der 
goniometrisehen Funktionen von X und ß , durch die in einem 
geeigneten räumlichen Koordinatensystem £ - r] - f die 
Fläche der Einheitskugel im e. Raum dargestellt wird: 
(103, 3) | = cos X cos ß , rj = sin X cos ß , f = sin ß . 
Wie diese Koordinaten die Kugelgleichung | 2 + yf + £2 = 1 
erfüllen, so genügen X , Y , Z einer N e b e n b e d i n g u n g 
( 1 0 3 , 4 ) X 2 — Y 2 — Z 2 = l ; 
das ist nötig, weil eine der drei Koordinaten, die j a die 
Punkte einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit festlegen 
sollen, überzählig ist. Nun werden aus der Kugelfläche die 
Kreise, die dort zugleich Abstandslinien sind, durch Ebenen 
A £ + B i] + C £ = D ausgeschnitten, speziell die den nicht-
euklidischen Geraden entsprechenden Großkreise von Durch-
messerebenen D — 0 ; durch diese Analogie wird der lineare 
Charakter der in Nr. 102 aufgestellten Gleichungen in X , Y , Z 
verständlich. 

Die wegen der genannten Eigenschaften besonders wich-
tigen Koordinaten X , Y , Z heißen W e i e r s t r a ß s c h e 
K o o r d i n a t e n der Nichteuklidischen Ebene*). Mit ihrer 
Hilfe lassen sich z. B . die Bewegungen der Nichteuklidischen 
Ebene in ähnlicher Weise darstellen wie die Drehungen des 
e. Raumes. 

104 . Wie sehen nun die G l e i c h u n g e n der G r u n d g e -
b i l d e (102, 4 bis 6) in der D e u t u n g { $ } (Nr. 58) aus? 

«) W i r bemerken, daß nach (102, 1), (102, 3) und (102, 2) auch gilt 
•T = go[ r, Y — S i n r cos <p, Z = S t t t r sin <p. 
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Es soll wieder das Prinzip der speziellen Lage angewandt 
werden, in der Weise, daß wir uns das Koordinatensystem 
(Nr. 35) samt den darauf bezogenen h. Gebilden mit 
dem Anfangspunkt 0 auf den Mittelpunkt M des Kreises 
(K) gelegt denken; die X-Achse wird dann ein Durch-
messer. Das so gelegte System ist nach Satz 60 a auche. ein 
rechtwinkliges, und zwar ein kartesisches Koordinaten-
system; irgendein h. Lot PPX auf der X-Achse steht auch e. 
auf ihr senkrecht. 

Die Beziehungen zwischen den h. Koordinaten £, t) eines 
Punktes P und dessen e. Koordinaten x, y erhält man im 
Anschluß an die Sätze 92a und 92b sofort in der Form: 
(104,1) x = 2 g s, y = 2 g t): Eof 
Während die Koordinaten j und nicht gleichartig sind*), 
gilt dies von x und y. 

Die weitere Untersuchung gestaltet sich besonders einfach, 
wenn wir x und y durch die Weierstraßschen Koordinaten 
ausdrücken: Aus (103,1) und (104,1) folgt unmittelbar 
(104, 2) x=7:X, y = Z : X. 
Mit Hilfe von (103, 4) finden wir daraus die Umkehrungen: 

X = 1 : ] / l — z2 — y2, 

(104, 3) 7 = x: ]/\ — x2 — y2, 

Z = y: ¡/I - x 2 - y 2 , 

wo die Wurzel im Innern von (K) positiv zu nehmen ist, 
weil dort nach (103,1) in Verbindung mit dem in Nr. 72 
über die Werte der Hyperbelfunktionen Gesagten X Sä 1 > 0 
ist. 

Die G l e i c h u n g e n d e r v e r s c h i e d e n e n K r e i s a r t e n 
m i t E i n s c h l u ß de r G e r a d e n bekommen nun in der 

*) Dies könnte man dadurch vermeiden, daß man statt der Abszisse 
E = OPx neben der Ordinate K) = PXP die h. Länge von PyP als erste 
Koordinate j ' einführt; j ' und t) sind wie £ und 1) unbeschränkt veränderlich, 
was von OPx und OPy als Koordinaten nicht gelten würde. Es zeigt sich, 
daß ©in l' — r neben ©in t) = Z gilt. Hierzu siehe Fig. 65, Nr. 101. 
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Deutung wenn man die Irrationalität durch Quadrieren 
beseitigt, nach (103, 2) alle die gemeinsame Gestalt: 
(104, 4) (A + Bx + Cyf — D2 (1 — x2 — y2) = 0. 
Sie stellen Kegelschnitte dar, und zwar offensichtlich die-
jenigen, die den Kreis (K), der die Gleichung x2 + y2 — 1 = 0 
hat, in den Schnittpunkten mit der Geraden A + Bx + Cy = 0 
berühren. Je nachdem diese Punkte reell (A2 — B2 — C2 < 0) 
oder imaginär (A2 — B2 — C2 > 0) sind, im besonderen 
zusammenfallen (A2 = B2 + C2), handelt es sich um das 
Bild eines Hyperkreises bzw. einer Geraden (D = 0), eines 
eigentlichen Kreises oder speziell eines Grenzkreises; jeder 
Grenzkreis berührt hiernach (K) vierpunktig (vgl. Nr. 67). 
Bei der Kealitätsdiskussion ist zu berücksichtigen, daß im 
Fall des Kreises (etwa nach [102, 4]) D2 > A2 — B2 — C2 

sein muß, ferner in den Fällen von Kreisen und Grenzkreisen 
(nach [102, 4 und 6]) A und D gleiches Vorzeichen haben 
müssen (A • D > 0). A, B, C, D sind reelle Zahlen. 

Nach (102, 5) könnte man die Größen 
(104, 5) A = ©in n, B = — (Sof n cos v, C = — ©of n sin v, 
die, wenn (Sin q = D = 0 ist, eine Gerade festlegen, als 
Koordinaten für diese verwenden; sie erfüllen die Neben-
bedingung 
(104, 6) A2 — B2 - C2 + 1 = 0, 
deren Ähnlichkeit mit (103, 4) auffällt und darauf hinweist, 
daß man auch W e i e r s t r a ß s c h e L i n i e n k o o r d i n a t e n 
einführen kann. Sie erweisen sich im wesentlichen als Weier-
straßsche Punktkoordinaten des Poles der Geraden bezüg-
lich (K). Hier eröffnen sich interessante Ausblicke, doch 
müssen wir es bei diesem Hinweis bewenden lassen. 

Dem Leser bleibe es überlassen, nach den in den Nrn. 101 
und 102 bewiesenen Formeln Ausdrücke für Abstands- und 
Winkelgrößen sowie Inzidenz- und Orthogonalitätsbe-
dingungen in Weierstraßschen Punkt- und Linienkoordi-
naten aufzustellen. 

Die h. analytische Geometrie mit den hier benützten Koordi-
naten j und t) ist von Lobatschefskij ausgebildet worden, doch 
benützte er nicht die Funktionen ©in, Sof, sondern die tri-

B a l d u s , Nichteuklidische Geometrie. 9 
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gonometrischen Funktionen des Parallelwinkels. Der Zusammen-
hang zwischen den von ihm hergeleiteten Formeln der h. Trigono-
metrie und analytischen Geometrie und den oben aufgestellten 
wird durch die Gin. (74, 2) hergestellt. 

Der Dreiecksinhalt. 

105. Bei der Streckenmessung in der absoluten Geometrie 
waren wir in Nr. 29 von zwei Forderungen ausgegangen, die 
in naheliegender Analogie zu folgenden Festsetzungen für 
die — positiven — Maßzahlen der Dreiecksinhalte in der h. 
Geometrie führen: 

a) K o n g r u e n t e D r e i e c k e h a b e n g l e i c h e n I n h a l t ; 

b) i s t BD e ine T r a n s v e r s a l e des l\ABG, d a n n i s t 
der I n h a l t d e s / \ A B C g l e i c h der S u m m e der I n h a l t e 
der D r e i e c k e ABD u n d BDC. 

Ist W die h. Winkelsumme eines Dreiecks, dann ist nach 
Satz 69 a immer n — W = <3 > 0, und diese positive Größe 
d bezeichnet man als den „ D e f e k t " des betreffenden Drei-
ecks. Kongruente Dreiecke haben paarweise kongruente Win-
kel und daher auch denselben Defekt. Weiterhin erkennt man 
sofort, daß der Defekt des Dreiecks ABC gleich ist der Summe 
der Defekte der Dreiecke ABD und BDC, wenn D ein Punkt 
der Strecke AC ist. Demnach erfüllt der Defekt eines Dreiecks 
die an die Maßzahl des Dreiecksinhaltes gestellten Forderun-
gen a) und b) und man kann daher den wichtigen Satz aus-
sprechen: 

c) In der h. G e o m e t r i e kann der I n h a l t e ines Drei-
e c k s dem D e f e k t des D r e i e c k s g l e i c h gesetzt werden. 

Man hätte den Flächeninhalt auch mit Lambert (Nr. 8) dem 
Defekt proportional annehmen können*); durch die Gleichsetzung 
wurde über die h. Flächeneinheit verfügt. Die Winkel und damit 
der Dreiecksinhalt bleiben bei h. Bewegungen unverändert. 

Wie groß man in der h. Geometrie auch die Seiten eines Drei-
ecks annimmt, sein Inhalt ist nach Satz c) immer kleiner als n. 

*) Daß dies die einzige Möglichkeit für die Festsetzung eines Inhaltsmaßes 
ist, folgt aus der Lösung von (71,2). 
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Gauß hatte erkannt, daß die Annahme, es gäbe Dreiecke be-
liebig großen Inhaltes, dem Euklidischen Parallelenaxiom äqui-
valent ist. 

106. Während bei der Streckenmessung gleich lange Strecken 
kongruent sind, brauchen flächengleiche Dreiecke nicht kon-
gruent zu sein. Trotzdem besteht auch hier eine Kongruenz-

R A R A 

"beziehung zwischen flächengleichen Dreiecken: bezeichnet 
man nämlich zwei Figuren als „zer legungsgle ich", wenn 
man jede von ihnen derart in endlich viele Dreiecke zerlegen 
kann, daß die beiderseitigen Teildreiecke paarweise kongruent 
sind, dann gilt der Satz 

a) In der h. Geometr ie s ind i n h a l t s g l e i c h e Drei-
ecke zer legungsg le ich . 

Zum Beweise greifen wir zunächst mit Fig. 67 auf Nr. 77 zu-
rück. Die Mittelpunkte P und Q der Dreiecksseiten lieferten dort 
das rechtwinklig-gleichschenklige Trapez BCFE. Hieraus er-
gibt sich nun ohne weiteres die Kongruenz der in den Fign. 67 
mit gleichen Ziffern bezeichneten Dreiecke*) und die Zerlegungs-
gleichheit von Trapez und Dreieck. 

Nicht ganz so einfach ist die Zerlegungsgleichheit des Trapezes 
und des Dreiecks nachzuweisen, wenn, wie in Fig. 68, die beiden 
Punkte P und Q außerhalb der Strecke EF liegen. Hier erhält 
man die Zerlegung immer in folgender Weise: Es ist wegen der 
Kongruenz der Dreiecke BPE und APG (2. Kongruenzsatz) 
PO PE, d. h. spiegelt man E an P, dann erhält man 0. Ebenso 
leicht erkennt man, daß die Spiegelung von 0 an Q den Punkt F 

*) Die weiter nnten benötigten punktierten Linien der Fig. 67 kommen hier 
nicht In Betracht. 

B C B 
Fig. 67. 

C 

9 * 



132 V. Die hyperbolische Geometrie als selbständige Disziplin 

liefert, und nun spiegelt man weiter, F an P und erhält Dx, an Q 
und erhält Z>2, an P und erhält D3 usf. Diese abwechselnden 
Spiegelungen an P und Q setzt man so lange fort, bis eines der 

Spiegelbilder in die Strecke PQ oder auf einen ihrer Endpunkte 
fällt. Das tr i t t , wie man ohne weiteres aus dem Archimedischen 
Axiom erkennt, nach endlich vielen Spiegelungen ein*). Nun 
zieht man von den Punkten D,, mit ungeradem v Teilungslinien 
nach oben, von den übrigen Punkten Dv nach unten. Damit hat 
man den nicht zu BGFE gehörenden Teil des A ABC in Teile 
zerlegt, die man in der Reihenfolge, in der sie durch die Teilungs-
linien DtTv abgeschnitten werden, mit 1, 2, 3, . . . bezeichnet. 
Nun ist, wie man sofort erkennt, das Viereck GD^A = EFSlB, 
so daß man von dem letzteren das Dreieck 1 abteilen kann, das 
dem entsprechenden Dreieck im erstgenannten Viereck kon-

*) Hat nämlich FP die Länge / und PQ die Länge q, dann gibt die Division 
von 1 durch q (neben einem Rest 0 * r < q) einen Quotienten, der entweder 
ungerade oder gerade ist, / = 2aq 4- r oder / = (2b— 1) q + r. Im ersten 
Fall ist der Punkt D^a + l d e r letzte, im zweiten Falle der Punkt Kgj. Das hier 
angegebene Verfahren zum Nachweise der Zerlegungsgleichheit des Trapezes 
und des Dreiecks stammt inhaltlich von A. F inze l , „Die Lehre vom Flächen-
Inhalt in der allgemeinen Geometrie", Math. Ann. 72, 1912, S. 262—284, insbe-
sondere S. 279—280. Es gilt für die absolute Geometrie. 

A 

Fig. 68. 
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gruent ist. Jetzt ist FD2T2C = GD&A = EFS2B, daher kann 
man das Gebiet 2 davon abtrennen usw. So erkennt man in jedem 
Falle die Zerlegungsgleichheit des Trapezes BCFE und des 
A ABC. Daher gilt der Hilfssatz 

a ) E i n Dre i eck ABC m i t den S e i t e n m i t t e n P u n d Q 
auf AB u n d AC i s t z e r l egungsg le i ch dem g le i chschenk-
l i g - r e c h t w i n k l i g e n T r a p e z BCFE, das bei E u n d F 
r e c h t w i n k l i g i s t u n d dessen Se i te EF auf der G e r a d e n 
PQ l iegt . 

Aus den Fign. 67 und 68 ergibt sich ohne weiteres, daß im 
Trapez BCFE wegen <£ B = 4 C (Satz 76 a) die Größe jedes 
dieser Winkel \W ist, wenn W die Winkelsumme des A ABC be-
zeichnet. Daraus folgt der Hilfssatz 

ß) H a b e n zwei D r e i e c k e g le iche D e f e k t e u n d s t i m m e n 
sie in e ine r Se i te ü b e r e i n , d a n n h a b e n sie k o n g r u e n t e 
zu dieser Se i te gehörende Trapeze . 

Nach a ) ist jedes dieser Dreiecke seinem Trapez zerlegungs-
gleich. Sind die Trapeze mit ihren Zerlegungslinien gezeichnet und 
fügt man nun noch in jedem Trapez die Zerlegungslinien des 
anderen Trapezes hinzu, dann enthalten die beiden Trapeze 
die gleichen Liniensysteme und sind dadurch in paarweise kon-
gruente Teile zerlegt. Indem man nun alle hinzugekommenen 
Linien jedes Trapezes in die entsprechenden Gebiete der Dreiecks-
zerlegung einträgt, ist damit eine Zerlegung der beiden Dreiecke 
gewonnen, die aus paarweise kongruenten Gebieten besteht*). 
Daher gilt der weitere Hilfssatz 

y) H a b e n zwei Dre i ecke g le iche D e f e k t e u n d s t i m -
men sie in e ine r Se i te ü b e r e i n , d a n n s ind sie zerle-
gungsg le ich . 

Der Schluß, den wir unmittelbar vor y) verwendeten, liefert 
den Hilfssatz 

(5) Sind zwei F i g u r e n e ine r d r i t t e n z e r l e g u n g s g l e i c h , 
d a n n s ind sie u n t e r e i n a n d e r ze r l egungsg le i ch . 

Wenn man in Fig. 67 BE über E hinaus um sich selbst bis R 
verlängert, dann liegt die Mitte der Seite RC des A RBC auf EF, 
wie man durch Anwendung des Satzes 77 a auf die Dreiecke ABC 
und RBC erkennt. Folglich gehört das Trapez BCFE zu beiden 
Dreiecken; nach a) sind sie beide dem Trapeze zerlegungsgleich und 
daher nach <5) untereinander zerlegungsgleich. Da außerdem, wie 

*) Es ist lehrreich, sich dies an einem Beispiel klarzumachen, etwa an der 
Fig. 67. 
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vor ß) erwähnt wurde, EBC = ¡W ist, so folgt daraus der 
Hilfssatz 

e) H a t ein A ABC die Winkelsumme W, dann kann 
man es in ein ihm zerlegungsgleiches Dreieck ver-
wandeln , dessen einer Winkel die Größe J W hat . 

Haben nun zwei Dreiecke denselben Inhalt, d. h. denselben De-
fekt und folglich dieselbe Winkelsumme W, dann verwandelt man 
beide nach e) und erhält somit zwei ihnen zerlegungsgleiche Drei-
ecke mit dem gemeinsamen Winkel \W. Legt man diese letzten 
beiden Dreiecke mit ihren Winkeln j W aufeinander, dann folgt 
daraus der Fall der Fig. 69. Fällt dabei C auf Cl5 dann muß auch 

da, wie man leicht erkennt, die Dreiecke AC^ und ACfi 
defektgleich und folglich nach y) zerlegungsgleich sind, ist damit 
der Satz 106 a bewiesen. 

Flächeninhalt des Kreises. Sektor der Abstandslinie. 

107. Um den Flächeninhalt des Kreises in der h. Geometrie 
zu berechnen, legen wir den Kreis, wie in den Nrn.99 und 100, 
an die wir uns auch sonst anschließen, mit dem Mittelpunkt 
auf M, Fig. 64, Nr. 96. Das Teildreieck \BCM des (G) ein-
b e s c h r i e b e n e n regulären n-Ecks hat" den Flächeninhalt 
\n — yh — */„, und es gilt nachT G I J (93, 5) tg »/„ ©of r 
= cotg yh = tg (frc — yh). Nun is t ' nach dem Additions-
theorem der Tangensfunktion tg (J n — yh — "In) = 
(tg (i n - yh) - tg »/„) : (1 + tg ( i — yh) tg »/„). 
Für/die Inhalte der e i n b e s c h r i e b e n e n regulären w-Ecke 
2 n G n — y h - " U ) = 2 « t g » / , ( g o f i - 1 ) ( i w - y * — » / „ ) 
: tg (iTT — yh — nln) (1 + cotg yh tg nln) erhält man also, 
wenn man n -> oo werden läßt, was yh -> \n nach sicli 
zieht, den Grenzwert 2 n (Kof r — 1). 

Ebenso findet man für die Inhalte der u m s c h r i e b e n e n 
regulären w-Ecke, da nach (93, 6) sin *ln Eof r = cos ßh ist, 

rig. ab. 

A auf fallen, da sonst eines der Drei-
ecke Teil des anderen und daher nach 
105 b kleiner als dieses wäre. Tritt dies 
nicht ein, dann kann aus dem gleichen 
Grunde nicht eines der beiden Dreiecke, 
etwa ABC, innerhalb des anderen, 
AiBCu liegen. Daher zerlegt die Linie 
ACX jedes der beiden Dreiecke, und 
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wegen sin — ßh — nl„) = cos (ßh + njn) = cos ßh cos a/n 
— sin ßh sin "ln die Werte 2 n(\n — ßh — "/„) = 2 n sin "/„ 
(gof r cos "ln — sin ßh) (|?r —ßh — »/„): sin {\n—ßh —KU), 
also für n oo, was zur Folge hat, den Grenzwert 
2re((Eoft —1). 

Dieser Wert wird auch hier von den monotonen Folgen der 
Inhalte der ein- bzw. der umbeschriebenen regulären Vielecke 
von unten bzw. von oben eingeschlossen. Bezeichnet man ihn 
als den Flächeninhalt des Kreises, so erhält man den Satz: 

a) In der h. Geometrie ha t ein Kreis vom Halb-
messer r den Inhalt*) 27r(gof t — 1) = 4tt ©in2 (|). 

Sucht man in der h. Geometrie eine Konstruktion, welche aus 
dem Halbmesser eines Kreises die Seite eines dem Kreis inhalts-
gleichen Quadrates liefert, dann erkennt man sofort, daß man 
dieses Ziel nicht bei jedem Kreis erreichen kann, da, wie erwähnt, 
der Inhalt eines Kreises mit seinem Radius über alle Grenzen 
wächst, während aus der Zerlegung eines Quadrates durch eine 
Diagonale in zwei Dreiecke folgt, daß dessen Inhalt immer unter 
2 7i liegt. J. Bolyai hat aber für einen speziellen Fall die Möglich-
keit der Quadratur e ines Kreises in der h. Geometr ie 
nachgewiesen, indem er gezeigt hat, daß es hier, im Gegensatze 
zur e. Geometrie, einen Kreis gibt, nämlich den mit dem Inhalte n, 
den man mit Zirkel und Lineal mit einer endlichen Anzahl von 
Konstruktionsschritten in ein inhaltsgleiches Quadrat verwandeln 
kann; vgl. hierzu Bonola-Liebmann [1], S. 102. 

Der Flächeninhalt eines Kreissektors mit dem Zentri-
winkel oc ergibt sich zu « (ßof r — 1). 

b) Um den Inhalt der Fläche G zu finden, die von einem 
Bogen einer Abstands l in ie vom Halbmesser q, der zu-
gehörigen Basis von der Länge g und den Loten in deren 
Endpunkten begrenzt wird, teilt man g in n gleiche Teile, 
errichtet in den Teilpunkten die Lote auf der Achse und 
zieht in ihren Schnittpunkten mit der Linie die Tangenten 
an diese; je zwei benachbarte von ihnen schneiden sich, 
wenn n groß genug ist. Die entstandenen Trapeze werden 

*) Auch hier haben wir wesentlich exponentielles Wachstum des Inhalts 
mit wachsendem Radius. 
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durch ihre Symmetrieachsen in Spitzecke*) zerlegt, deren 
spitze Winkel die Größe 8 haben mögen. Der Inhalt eines 
solchen ist 2 n — \ n — <5 = — d. Nun folgt aus (95, 9) 
(mit y — \ri) sin ( J, n — 6) = ©in g/2re ©in q. Von der 
Gesamtfläche zwischen Grundlinie und umschriebenem 
Polygonzug, die den Inhalt 2 n (l n — d) hat, führt der 
Grenzübergang für n oo zu 

C? = g ©in q. 
Man könnte ebensogut von einem einbeschriebenen Sehnen-
zug ausgehen. Um- und einbeschriebener Polygonzug schlie-
ßen zusammen mit den übrigen begrenzenden Strecken die 
Größe G ein, nähern sie also von oben und unten her an. 

Nach dem gefundenen Ergebnis ist die Gesamtfläche 
zwischen einer Abstandslinie und ihrer Achse unendlich groß. 

c) Die Fläche, die von zwei im gegenseitigen Abstand b 
zwischen denselben Radien liegenden G r e n z k r e i s b o g e n , 
deren kleinerer die Länge a habe, und Stücken der Radien 
umrandet wird, kann man ausgehend von der Differenz 
zweier Kreissektorenflächen (Nr. 107a) berechnen; ihr Inhalt 
wird wegen'lim« ©in t = a (Nr. 100b) für r -> oo (Nr. 72) 

a (®of (r + b) — 1) — a (Gof r - 1) = 
a ©in r (Sotg r Eof b + ©in b — Kotg r) 

a (®of b + ©in b — 1) = a (eb — 1). 
108.Wächst der Halbmesser eines h. Kreises über alle Gren-

zen, dann wächst, wie man aus Satz 107 a sofort erkennt, 
auch der h. Kreisinhalt über alle Grenzen. Wendet man dies 
auf die konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkt M an, 
dann ergibt sich, daß der h. Inhalt von (K) unendlich ist. 
Daraus folgt, analog dem e. Fall, 

a) In der h. Geometr ie h a t die ganze Ebene u n : 
endl ichen Inha l t . 

UV sei nun irgendeine Sehne von (K), vgl. Fig. 64, Nr. 96. 
Nach Satz 48 a kann man durch eine h. Bewegung P auf 
M legen und damit das schraffierte Kreissegment auf die 
halbe Fläche von (K). D. h. 

*) Siehe Nr. 84, erste Fußnote. 
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b) In der Deutung {®} der h. Geometrie ha t jedes 
Kreissegment von (K) unendlichen h. Inhalt . 

Fig. 70. 

Flächen zwischen parallelen Geraden. 

109. Hat man zwei h. überparallele Gerade, dann 
schneiden sie in der Deutung {®} auf jeder Seite ein Stück 
des Kreises (K) aus. Man kann demnach in dem von ihnen 
begrenzten Bereiche Segmente von 
(K) angeben, daher folgt aus dem 
Satze 108 b der Satz 

a) Sind in der h. Geometrie 
AAV B B1 zwei überparal-
lele Halbgerade, Fig. 70, dann 
hat die von diesen Halb-
geraden und der Strecke AB 
begrenzte Fläche unendlichen Inhal t . 

110. Liegenzwei randpara l le le Halbgerade vor, dann kann 
man durch eine h. Bewegung den Endpunkt der einen auf 
M legen. Sie mögen dann in Fig. 71 die Lagen p und q an-
nehmen. Wir betrachten nun das e. I\MUQ und bezeichnen 
als seinen h. Inhalt den 
Grenzwert der h. Inhalte 
(d. h. der Defekte) der e. 
ähnlichen Dreiecke MUjQ^ 
MU2Q2,..., MÜVQV,... 
Nach Satz 68 b konver-
gieren die h. Größen der 
<K MQ„U, gegen einen von 
0 verschiedenen Grenz-
wert während nach 
Satz 68 d die Folge der <£ 
MUrQv den Grenzwert 
0 hat. D. h. Vig. 71. 

a) Sind in der h. Geometrie P R und QS zwei 
randparal le le Halbgerade, Fig. 72, dann hat die 
von ihnen und der Strecke PQ begrenzte Fläche 
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den I n h a l t 71 —<p —%, wobei <p u n d x die W i n k e l RPQ 
und PQS s ind. 

Hier weicht wieder die h. Geometrie wesentlich von der e. ab, 
da die e. aufgefaßte Fig. 72 für das betreffende Flächenstück un-
endlichen Inhalt liefern würde. Zu beachten ist die in den Sätzen 
109 a und 110 a zutage tretende Verschiedenheit zwischen den 

Aus den Sätzen 108 b und 110 a leitet man sofort den 
Satz ab, daß der h. Inha l t eines Teilgebietes von (X), 
dessen Rand, soweit er aus eigent l ichen Punk ten bes teh t , 
außerha lb eines gewissen, wenn auch noch so großen 
Kreises aus einer endl ichen Anzahl geradl iniger Stücke 
bes teh t , endlich oder unendl ich i s t , je nachdem die 
Berandung nur endlich viele Punk te von (K) oder min-
destens einen Bogen von (K) e n t h ä l t . Die Sätze 109a und 
110 a sind Beispiele dafür. 

Aus 107 c ergibt sich für b ^ — 0 0 : 
b) Der Inhalt der Fläche, die von einem Grenzkreisbogen 

der Länge a und den in seine beiden Endpunkte münden-
den Radien eingeschlossen wird, hat den Betrag a. 

111. In der Geschichte der Nichteuklidischen Geometrie 
ist außer den Grenzkreisen noch eine Art von Grenzgebilden 
zu Bedeutung gelangt, die wir bisher noch nicht behandelt 
haben; es sind das die „ a s y m p t o t i s c h e n D r e i e c k e " , 
die wir jetzt betrachten wollen. Indem man einen, zwei oder 
alle drei Eckpunkte eines Dreiecks je auf einer Geraden ins 
Unendliche rücken läßt, erhält man drei Typen von Figuren: 

a) Zwei Punkte, ihre Verbindungsstrecke und zwei von 
ihnen ausgehende randparallele Halbgerade (Fig. 72 oder 

Q 
Fig. 72. 

8 

überparallelen und den rand parallelen 
Geraden. In Fig. 71 hat das von den 
Strecken VR, RS,8W und dem Bogen 
VW begrenzte Ebenenstück unend-
lichen h. Inhalt. Dabei wird der Inhalt 
des Flächenstückes dadurch unend-
lich, daß zu dem endlichen h. Inhalt 
des Vierecks VRSW der unendliche h. 
Inhalt des von der Sehne VW ab-
geschnittenen Segments hinzukommt. 

Asymptotische Dreiecke. 
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/ \ M Q Ü in Fig. 71). Ein solches „Dreieck" heißt „einfach 
asymptot i sches Dreieck". 

b) Zwei nicht auf einer Geraden liegende Halbgerade mit 
gemeinsamem Endpunkt und die zu beiden randparallele 
Gerade, A M A B in Fig. 71, „zweifach asympto t i sches 
Dreieck". 

c) Drei Gerade von folgender Eigenschaft: zerlegt man 
irgendeine von ihnen durch einen Punkt in zwei Halbgerade, 
dann ist jede dieser Halbgeraden zu genau einer der beiden 
anderen Geraden randparallel, { _ \ A B U in Fig. 71, „drei-
fach asymptot i sches Dreieck". 

Da die Randpunkte. nach dem Vollständigkeitssatze, Nr. 36, 
nicht alle Axiome der h. Geometrie erfüllen können, gehören die 
asymptotischen Dreiecke nicht zu den eigentlichen Dreiecken. 
Ihr Name erinnert an eine Erweiterung der h. Ebene durch un-
endlich ferne Randpunkte, die der in Nr. 47 erwähnten Erweite-
rung der e. Ebene durch die Punkte der unendlich fernen Geraden 
entspricht. (Vgl. auch Nr. 63.) 

112. Indem man einen Punkt der jeweils zu untersuchenden 
Seite eines asymptotischen Dreiecks durch eine h. Bewegung 
auf M legt und Satz 71 b berücksichtigt, erkennt man sofort 
die Tatsache 

a) Im einfach (zweifach, dreifach) asymptot i schen 
Dreieck sind zwei (drei) Seiten h. unendlich groß. 

Das einfach asymptotische Dreieck MQU haben wir schon 
in Nr. 110 behandelt, im zweifach asymptotischen Dreieck 
M A B der Fig. 71 kann man ganz entsprechend die Folge der 
Dreiecke M A r B „ betrachten, das dreifach asymptotische 
Dreieck kann man offenbar von irgendeinem Punkt in seinem 
Innern aus in drei zweifach asymptotische Dreiecke zerlegen. 
Das führt unmittelbar zu dem Satze 

b) In der h. Geometrie h a t ein einfach asympto-
tisches Dreieck mi t den Winkeln oc, ß den Inha l t 
n — (oc-\-ß), der Inha l t eines zweifach asympto-
t ischen Dreiecks mi t dem Winkel « i s t? r— t x , jedes 
drei fach asympto t i sche Dreieck h a t den Inha l t 71*). 

' ) Mail beweist leicht die Kongruenz aller dreifach asymptotischen 
Dreiecke, ebenso die aller Inhaltsgleichen zweifach asymptotischen Brei-
ecke. 
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Gaufi leitete aus dem von ihm als konstant erkannten Inhalt 
der dreifach asymptotischen Dreiecke die Inhaltsformel für das 
zweifach asymptotische Dreieck ab lind fand daraus dann die 
Inhaltsformel für das h. eigentliche Dreieck, indem er von dem 
dreifach asymptotischen Dreieck drei zweifach asymptotische 
Dreiecke abzog. Vgl. Gauß, Werke VIII, S. 221—223. 

Uneigentliche Elemente. 

113. Geht man in der Einführung uneigentlicher Punkte in 
der h. Geometrie noch über die in Nr. 111 herangezogenen 
Randpunkte hinaus, indem man die schon in einer Fußnote 
zu Nr. 63 erwähnten „ Ü b e r p u n k t e " einführt, das sind 
in der Deutung {®} die eigentlichen und uneigentlichen 
e. Punkte der Ebene außerhalb (K)*), dann kann man 
Dinge unter einheitlichen Gesichtspunkten zusammenfassen, 
die nach unserer bisherigen Darstellung scheinbar weit ausein-
anderliegen. Als Beispiel für diese Auffassung, die für die wei-
tere Entwicklung der Nichteuklidischen Geometrie bedeu-
tungsvoll geworden ist, seien die h. Kreise, Grenzkreise und 
Abstandslinien betrachtet. Aus Nr. 27 c, 65 a und 67 b folgt 

a) In der h. G e o m e t r i e d u r c h s e t z t ein (e igen t -
l icher ) Kre i s , ein Grenzk re i s , e ine A b s t a n d s l i n i e 
die Ge raden e ines „ B ü s c h e l s " s e n k r e c h t , u n d der 
B ü s c h e l m i t t e l p u n k t i s t im e r s t e n F a l l ein e i g e n t -
l i cher P u n k t , im zwe i t en ein R a n d p u n k t , im d r i t -
t e n ein Überpunkt**) . 

In Fig. 34 (Nr. 65) ist der zugehörige Büschelmittelpunkt, e. 
gesprochen, der uneigentliche Punkt der zu d senkrechten 
Richtung. Dieser Punkt hat von den Punkten von (C), wie 
man sofort berechnet, h. konstanten (imaginären) Abstand. 
Da weiterhin die Punkte eines Grenzkreises nach Nr. 71b von 
seinem Randpunkte h. unendliche Entfernungen haben, folgt 

*) Ist A ein eigentlicher Punkt, B ein Uberpunkt, dann hat die Entfernung 
der beiden Punkte voneinander einen imaginären Wert, wie sich aus Satz 71 a 
ergibt, da dann (ABUV) negativ wird (vgl. das nach 95, 9 Gesagte). 

Auch die Überpunkte können nach dem Vollständigkeitssatze nicht mehr 
alle Axiome der h. Geometrie erfüllen. 

**) Im letzten Fall ist der Büschelmittelpunkt In der Deutung {$} der zu 
(ff) gehörende e. Pol der Achse der Abstandslinie (Nr. 65). 
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b) In der h. Geome t r i e k a n n m a n die G r e n z k r e i s e 
als Kre i se m i t u n e n d l i c h g roßem H a l b m e s s e r a u f -
f a s s e n , die A b s t a n d s l i n i e n a ls Kre i se m i t i m a g i n ä -
rem H a l b m e s ser. Der M i t t e l p u n k t e ines Grenz-
kre i ses i s t sein E a n d p u n k t , der e iner A b s t a n d s -
l in ie ein Ü b e r p u n k t . 

Nennt man jede Gerade durch den Mittelpunkt „ D u r c h -
m e s s e r " der betreffenden Kurve und berücksichtigt man die 
Sätze 61b, 65 b und 67 c, dann ergibt sich sofort folgender 
weiterer Satz: 

c) In der h. Geomet r i e g e h t ein ( e igen t l i che r ) K r e i s , 
ein G r e n z k r e i s , eine A b s t a n d s l i n i e durch Spiege-
l u n g an i r g e n d e i n e m D u r c h m e s s e r in sich über . 

Den letzten Satz kann man auch noch in einer etwas anderen, 
für manche Betrachtungen nutzbringenden Weise fassen: S p i e -
g e l t m a n in der h. G e o m e t r i e e i n e n ( e i g e n t l i c h e n ) 
P u n k t an a l l e n Geraden e ines „Büsche l s" , dann b i l d e t 
die G e s a m t h e i t der so g e w o n n e n e n P u n k t e e inen 
( e i g e n t l i c h e n ) Kre i s , e i n e n Grenzkre i s oder e ine Ab-
s t a n d s l i n i e , je n a c h d e m der B ü s c h e l m i t t e l p u n k t e in 
e i g e n t l i c h e r P u n k t , e in R a n d p u n k t oder ein Über-
p u n k t i s t . 

Im folgenden wollen wir mit einer axiomatischen Bemerkung 
zu der ausschließlichen Betrachtung der e i g e n t l i c h e n Punkte 
zurückkehren. 

Absoluter Charakter der Strecken- und Inhaltsmessung. 

114. In den Nrn. 29, 31 und 32 wurde die Strecken- und 
Winkelmessung in der absoluten Geometrie behandelt. Diese 
beiden Messungen zerfallen in zwei Schritte: zunächst die Fest-
legung einer Einheit und anschließend die Bestimmung der 
Maßzahl, die dann ausschließlich mit Hilfe der Axiome, vor 
allem der Stetigkeitsaxiome gewonnen wird. 

Dabei besteht zwischen der Festlegung der Winkeleinheit 
und der Streckeneinheit ein grundsätzlicher Unterschied. Man 
kann nämlich die Winkeleinheit nach Nr. 32 festlegen, indem 
man dem rechten Winkel einen bestimmten Wert beilegt, etwa 
wie dort den Wert | oder, wie wir es in Nr. 61 in der üblichen 
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Weise getan haben, den Wert 17t. Da die rechten Winkel aus 
den Axiomen heraus als die Winkel definiert werden, die einem 
ihrer Nebenwinkel gleich sind, kann die Winkeleinheit durch 
eine Vorschrift erfaßt werden, welche nur durch die Axiome 
bereitgestellte Begriffe verwendet, d.h. rein axiomatisch. 
Anders bei der Wahl der Streckeneinheit nach Nr. 29: Man 
kann sie nicht rein axiomatisch definieren, sondern nur da-
durch angeben, daß man sie zeigt, eine sinnliche Wahr-
nehmung zu Hilfe nimmt. 

Daraus daß bei der Winkelmessung auch der obenerwähnte 
erste Schritt rein axiomatisch ist, folgt, daß ein Geometer 
einem anderen die Winkelmessung mit Worten so beschreiben 
kann, daß der zweite Geometer, wenn er die gleiche Deutung 
des Axiomensystems wie der erste denkt, jedem Winkel dieselbe 
Größe beilegt wie der erste, und daß der zweite auch dann ein-
deutig die Größe jedes Winkels erhält, wenn die beiden nach 
Nr. 15 mit verschiedenen Deutungen des Axiomensystems ar-
beiten. Bei der Festlegung der Einheitsstrecke aber müssen 
beide zunächst dieselbe Deutung denken und der erste muß 
überdies dem zweiten eine bestimmte, durch die Axiome allein 
in keiner Weise logisch faßbare Strecke als Einheitsstrecke 
zeigen. 

Dieser Sachverhalt wird durch den mit der Einführung des 
e. Parallelenaxioms E gewonnenen Übergang zur e. Geometrie 
nicht verändert und gilt auch für die auf der Streckenmessung 
aufgebaute e. Inhaltsmessung, d. h. 

a) Im axiomatischen Aufbau der e. Geometrie 
kann die Winkelmessung rein logisch def in ie r t , aus 
den Axiomen mit Worten beschrieben werden, sie 
ist dann in jeder beliebigen Deutung des Axiomen-
systems bes t immt; die Strecken- und die Inha l t s -
messung dagegen ist nicht rein logisch def in ierbar , 
sie kann nur in jeder einzelnen Deutung des Axi-
omensystems, und zwar durch Aufzeigen einer Ein-
heit festgelegt werden. 

Man charakterisiert den durch diesen Satz klargestellten 
Unterschied zwischen den beiden Messungen in der e. Geo-
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metrie dadurch, daß man sagt, es gibt in der e. Geometrie 
zwar eine „absolute" Winkelmessung, aber keine ab-
solute, sondern nur eine „relative" Strecken- und In-
haltsmessung*). 

115. Setzt man die absolute Geometrie nicht in der e., son-
dern durch Einführung des Nichteuklidischen Parallelenaxioms 
E' in der h. Geometrie fort, dann ändert sich an dem absoluten 
Charakter der Winkelmessung dadurch nichts, aber hier wird 
auch die Streckenmessung absolut: Ist z. B. eine h. Strecke 
gegeben, dann trägt man vom einen Endpunkte der Strecke 
aus eine zu ihr senkrechte kongruente Strecke an und erhält 
damit ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck. Ist <x die 
Größe von dessen spitzen Winkeln, dann ist wegen Gl. (93, 6) 
die Länge a der gegebenen Strecke durch Eof a = cotg tx aus 
den h. Axiomen heraus bestimmt, ohne daß eine Einheits-
strecke in sinnlich wahrnehmbarer Weise aufgezeigt werden 
müßte. Der absolute Charakter der h. Inhaltsmessung endlich 
folgt unmittelbar daraus, daß sie nach Satz 105c allein auf der 
Winkelmessung beruht. D. h. 

a) In der h. Geometrie gibt es eine absolute Win-
kelmessung und eine absolute Strecken- und In-
haltsmessung. 

Der Vergleich der Sätze 114a und 115 a liefert die Erkenntnis 
b) Die h. Geometrie ist der e. Geometrie axio-

mat isch dar in überlegen, daß man in ihr die Größen 
der Winkel , St recken, Flächen rein logisch-axio-
mat isch def inieren kann, während dies in der e. 
Geometrie nur bei den Winkeln sowie bei den Strek-
kenverhä l tn i ssen und F lächenverhä l tn i s sen mög-
lich is t . 

Mehr als dieser Satz ausspricht, kann man im axiomatischen 
Aufbau der e. Geometrie und damit auch in dem der absoluten 
Geometrie nicht erreichen. Letzten Endes handelt es sich bei 
diesem Unterschied zwischen der h. und der e. Geometrie 

*) Eine Verwechslung mit der In Nr. 60 in ganz anderem Sinn eingeführten 
Bezeichnung „absolut" Ist wohl ausgeschlossen; dort wurde sprachliche An-
lehnung an den Ausdruck ,,absolute Geometrie" erstrebt, der ebenfalls mit der 
hier eingeführten Bedeutung von „absolut" nichts zu tun hat. 
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um eine Folge des Satzes 70a, nach dem es in der h. Geometrie, 
im Gegensatz zur e., keine ähnlichen, nicht kongruenten 
Figuren gibt. 

Schon Lambert hatte erkannt, daß die Hypothese des spitzen 
Winkels wegen des Wegfallens ähnlicher Figuren zu einer abso-
luten Längeneinheit führt, und auch Gauß hat sich spätestens 1808 
mit dieser Tatsache eingehend beschäftigt. 

VI. Abschni t t . 
Schlußbetrachtungen. 

Beweiskraft der Deutung {2>}. 
116. Im vorstehenden haben wir die h. Sätze mittels der 

Deutung {®} gefunden. Dieser Weg ist für den mit der e. Geo-
metrie Vertrauten bequem, und die Ergebnisse, zu denen er 
führt, prägen sich dem Gedächtnis leicht ein, vor allem wegen 
der anschaulichen Einfachheit der Deutung {®}. Zudem wird 
dabei der unmittelbare Zusammenhang zwischen der Wider-
spruchslosigkeit der h. und der e. Geometrie klar beleuchtet. 

Und doch kann man einen sehr ernst zu nehmenden Ein-
wand gegen dieses Verfahren machen, der sich allerdings 
entkräften läßt. Der, besonders von C. Carathöodory 
gemachte Einwand ist der folgende: Wenn man h. Sätze 
in der Weise ableitet, daß man e. Aussagen vermittels der 
Deutung 13)} in h. verwandelt, dann ist es denkbar, daß dabei 
Sätze als n. gefunden werden, die gar nicht zur h. Geometrie 
gehören, da sie nicht in jeder Deutung des h. Axiomensystems 
gelten. 

Es würde uns hier zu weit führen, im einzelnen auf dieses 
Bedenken einzugehen, wir wollen nur den Weg der Wider-
legung andeuten: Allein auf den Axiomen der h. Geometrie 
aufbauend kann man, wie es z. B. Lobatschefskij getan hat*), 
in e indeut iger Weise die h. Trigonometrie und analytische 
Geometrie entwickeln, überhaupt alle in den Axiomen vor-

*) Worauf wir schon gegen Ende von Nr. 95 hingewiesen hatten. Ebenso 
gehen vor F. Schur [12], H. L i e b i n a n n [8] und O. P e r r o n [11]. 
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kommenden geometrischen Begriffe analytisch fixieren. Das 
kann man nun in jeder Deutung des h. Axiomensystems durch-
führen, daher sind die verschiedenen Deutungen analytisch 
identisch, und alle Sätze, die man auf dem "Weg über 
die Deu tung {®} f inde t , gehören in dem Sinne zum 
Bestände der h. Geometr ie , daß sie in jeder Deu-
tung des h. Ax iomensys tems gelten*). Man drückt 
dies auch so aus: Alle Darstellungen der klassischen Nicht-
euklidischen Geometrie sind isomorph; das Axiomensystem 
dieser Geometrie ist „monomorph"**). 

Die elliptische Geometrie. 
117. Die in Nr. 7 zuerst genannte Hypothese des stumpfen 

Winkels hatte G. Saccheri als mit anderen e. Axiomen unver-
träglich ablehnen können. Auf dem Wege analytischer 
Betrachtungen, die durch Gauß' differentialgeometrische 
Arbeiten beeinflußt waren, gelangte B. R iemann (1826—66) 
in seiner berühmt gewordenen Probevorlesung „Über die 
Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen" im 
Jahre 1854 zu allgemeineren metrischen Geometrien, die 
außer der hier behandelten Nichteuklidischen Geometrie 
unter anderem noch zwei von der h. Geometrie verschiedene, 
dem Parallelenaxiom widersprechende Geometrien umfassen, 
in welchen es zu einer beliebigen Geraden durch einen beliebi-
gen Punkt keine Parallele gibt. Es ist das die aus der sphä-
rischen Trigonometrie bekannte sphärische Geometrie, die 

*) Die neben dem hier behandelten „ K l e i n s c h e n B i l d " bekannteste 
übrigens mit ihm eng zusammenhängende Deutung der Nichteuklidischen 
Geometrie bietet das „ P o i n c a r é s c h e M o d e l l " . Mit ihm arbeitet H . M e s c h -
k o w s k i riO] vorzugsweise. Eine Reihe weiterer Deutungen oder „Abbil-
dungen" findet sich bei F. Löbell „Landkar ten" der nichteuklidischen Ebene, 
Jahresbericht d. D. M. V. 54 (1950), S. 4—23. 

**) Wenn man eine Nichteuklidische Geometrie auf geringeren Voraus-
setzungen aufbaut , die dann zwar umfassender, aber natürlich auch weniger 
inhaltsreich ist, kann es vorkommen, daß mehrere nicht-isomorphe Darstel-
lungen existieren. Hierzu ziehe man vor allem das in der Fußnote auf S. 74 
zitierte, grundlegende Buch von F. B a c h m a n n zu Rate; vgl. ferner W. P e j as , 
Die Modelle des Hilbertschen Axiomensystems der absoluten Geometrie, 
Math. Ann. 143 (1961), S. 212—235, und W. S c h w a b h ä u s e r , Entscheid-
barkeit und Vollständigkeit der elementaren hyperbolischen Geometrie, 
Zeitschr. f. math. Logik u. Grundlagen d. Math. 5 (1959), S. 132—205, spez. 
S. 176f. 

B a l d u s , Nichteuklidische Geometrie. 10 
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schon der Forderung Euklids widerspricht*), nach der es 
durch zwei Punkte nur eine Gerade geben kann, weiterhin 
eine Geometrie, in der die Hypothese des stumpfen Winkels 
erfüllt ist. In der Folge wurden diese vielfach als „ R i e -
m a n n s c h e G e o m e t r i e n " bezeichnet. 

Auf Ergebnissen von A. Cayley (1821—95) fußend, hat der 
weitbekannte Göttinger Mathematiker F. Klein (1849—1925) 
die unseren Betrachtungen zugrunde liegende Deutung {£)} 
für das Axiomensystem derh. Geometrie gefunden und darüber 
hinaus durch projektive Betrachtungen einen überraschend 
einfachen Zusammenhang zwischen der h. Geometrie von 
Lobatschefskij-Bolyai und der Riemannschen nicht-sphäri-
schen Geometrie aufgedeckt**). Für die letztgenannte prägte 
er den Namen „e l l ip t i sche Geometr ie" . 

118. Das für uns Wesentlichste der Kleinschen Überlegungen 
ist folgendes: 

Wie man in der Deutung i®} der h. Geometrie nach Satz 71 a 
die h. Streckenlänge durch aen projektiven Begriff des Doppel-
verhältnisses fassen kann, so ist es auf dem Weg über das 
Imaginäre auch möglich, die h. Winke lg röße durch ein 
D o p p e l v e r h ä l t n i s a u s z u d r ü c k e n , indem man den Wert 
des (komplexen) Doppelverhältnisses ö bestimmt, das die Schen-
kel des Winkels mit den (konjugiert komplexen) vom Scheitel 
ausgehenden Tangenten an den Randkreis bilden; einer der 
Werte von \ i In <5 ist dann die h. Größe des betreffenden 
Winkels***). Damit sind, wenn man von der unwesentlichen 
Verschiedenheit der Konstanten in beiden Messungen ab-
sieht, die h. Strecken- und Winkelgrößen projektiv erfaßt, und 
zwar in zueinander dualer Weise unter Verwendung der Punkte 
und Tangenten des Randkreises. Daher lassen sich nun, wenn 
man noch die Randpunkte und die Überpunkte der Nr. 113 

*) Die „Geraden" sind in dieser Deutung größte Kreise, und es gibt 
Paare von Fnnkten, z. B. Nord- und Südpol, die nicht nur eine einzige Gerade, 
Bondern eine unendliche Menge von Geraden bestimmen. 

**) Vgl. hierzu F. K l e i n [7]. Hier muß auch noch hingewiesen werden auf 
das Werk von L. H e f f t e r , Grundlagen und analytischer Aufbau der Pro-
jektiven, Euklidischen, Nichteuklidischen Geometrie. Leipzig 19583. 
***) Die Ableitung dieses Satzes ist nicht schwer, würde uns aber hier zu weit 

führen. Vgl. Nr. 71. 
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einführt, die Sätze der h. Geometrie als Sätze der projektiven 
Geometrie mit Auszeichnung des Randkreises aussprechen. 

Es liegt nun nahe die h. Geometrie projektiv zu verallgemei-
nern, zunächst, indem man an Stelle des Randkreises einen be-
liebigen reellen, nicht zerfallenden Kegelschnitt wählt. Das 
liefert nichts Neues. Setzt man dagegen an die Stelle des reellen 
Randkegelschnittes einen imaginären Kegelschnitt mit reeller 
Gleichung, etwa den imaginären Kreis (I) x2 + y* + 1 = 0, 
und macht man projektiv dieselben Aussagen wie vorher in 
bezug auf (K) jetzt in bezug auf (1), dann erhält man eine neue 
Geometrie, eben die elliptische. Die h. und die elliptische Geo-
metrie unterscheiden sich in dieser projektiven Auffassung 
nur dadurch, daß im einen Fall ein reeller Kegelschnitt zu-
grunde gelegt wird, im anderen Fall ein nicht reeller Kegel-
schnitt*). In beiden Fällen kann man statt des Kegelschnitts 
die durch ihn bestimmte Polarität zugrunde legen, die immer 
eine Beziehung zwischen reellen Elementen ist. 

In der elliptischen Geometrie deutet man alle Punkte der e. 
Ebene, in der (7) liegt, als elliptische Punkte, dazu noch die 
Punkte der uneigentlichen Geraden der e. Ebene. Als Abstand 
zweier Punkte A, B definiert man den mit einer rein imaginären 
Konstanten multiplizierten Logarithmus des Doppelverhält-
nisses (ABUU), wobei U und U die konjugiert komplexen 
Punkte sind, in denen die Gerade AB den Kreis (2) trifft. Die 
elliptische Größe des Winkels zweier Halbgeraden wird pro-
jektiv dual dazu gefaßt, genau wie oben die h. Winkelgröße. 
Da der Kreis (Z) keinen reellen Punkt hat, g ibt es hier auch 
keine parallelen Geraden. Die Gerade hat hier keinen 
unendlich fernen Punkt, und diese Analogie zur Ellipse ver-
anlaßte Klein zur Bezeichnung „elliptische Geometrie". Nun 
kann man in vollständiger projektiver Analogie zur h. Geo-
metrie die elliptische aufbauen. Als Grenzfall zwischen beiden 
ergibt sich die Euklidische Geometrie, von Klein in diesem 
Zusammenhange „parabo l i sche G e o m e t r i e " genannt. 

F. Schur hat in [8] einen Aufbau der absoluten Geometrie 
durchgeführt, bei dem sich nach der Einführung idealer 

*) Dessen Gleichung In rechtwinkligen Koordinaten lauter reelle Konstante 
als Koeffizienten enthält. 

10» 
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Elemente zwangsläufig als eine der ersten Erkenntnisse die 
Gültigkeit der projektiven Geometrie in der absoluten ergibt-; 
ein solches Vorgehen führt notwendig zur projektiven Auf-
fassung aller Maßbeziehungen auf der Grundlage einer 
„absoluten Polarität" und läßt sie als die natürliche er-
scheinen. 

Man zählt vielfach die elliptische Geometrie neben der h. 
zu den Nichteuklidischen Geometrien, und zwar deshalb, weil 
auch in ihr das Euklidische Parallelenaxiom nicht erfüllt ist. 
Sie unterscheidet sich aber von der h. dadurch, daß sie nicht 
alle übrigen Axiome der e. Geometrie e r fü l l t , was 
aus unserer Nr. 57 folgt. Daß schon ein Widerspruch der ellipti-
schen Geometrie zu mindestens einem der Axiome A—C vor-
liegen muß, zeigt Satz 24c. Hier wird daher die Bezeich-
nung „Nichteuklidische Geometrie" in erweitertem 
Sinne gebrauch t , in einem Sinne, der axiomatisch sogar 
noch andere Nichteuklidische Geometrien zuläßt als die h. 
und die elliptische. 

Worauf aber schon Klein den größten Wert legte, ist 
Folgendes: Die projektive Geometrie läßt sich, wie v. S t aud t 
1847 gezeigt hatte, ohne Voraussetzung eines e. oder Nicht-
euklidischen Parallelenaxioms aufbauen; insbesondere konnte 
er das Doppelverhältnis, das er als „Wurf" bezeichnete, 
ganz ohne Heranziehung von Maßbegriffen erklären. Die e. 
und die Nichteuklidische Geometrie werden daher durch die 
Gründung auf die projektive Geometrie unabhängig von-
einander als mathematische Disziplinen entwickelt, die in dem-
selben Grade in sich widerspruchsfrei sind, wie es die pro-
jektive Geometrie ist. 

Das Verfahren, die Strecken- und Winkelmessung — kurz 
die „Metrik" — auf projektive Beziehungen zu einem sog. 
„absoluten Gebilde" (wie dem Kegelschnitt (K) oder (1)) 
oder auf eine „absolute Polarität" zurückzuführen, bezeich-
net man als „p ro j ek t ive Maßbes t immung" . 

Geometrie und Wirklichkeit. 
119. Die Frage, welche der beiden Geometrien die „wirk-

liche" ist, die Euklidische oder die hyperbolische, ist so alt 
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wie die Nichteuklidische Geometrie. Gauß, Lobatschefskij, 
J. Bolyai stellten fest, daß weder Beobachtungen an ter-
restrischen noch solche an astronomischen Dreiecken eine 
meßbare Abweichung der Winkelsumme von 71 ergeben 
hätten. 

Man kann auch ein „geometrisches Experiment" anstellen, 
indem man etwa drei Punkte P, Q, R einer Geraden mit einem 
Punkt S außerhalb der Geraden verbindet und dann die Strek-
ken SP, SQ, SR über die von S verschiedenen Endpunkte hin-
aus mit dem Zirkel um sich selbst verlängert. Dann erhält man 
drei Punkte A, B, C, und je nachdem diese in einer Geraden 
liegen oder nicht, ist die e. oder nach Satz 77b die h. Geometrie 
die „wirkliche". Bisher wurden diese drei Punkte immer in 
einer Geraden liegend gefunden. 

120. Was kann man auf diesen Wegen entscheiden ? Daß man 
noch keine meßbare Abweichung von der e. Geometrie gefun-
den hat, kann zunächst daran liegen, daß sich die Messungen 
in einem zu kleinen Bereich abspielten, da in einem gegen einen 
Punkt hin konvergierenden Bereich, wie man auch an der Deu-
tung (2)} erkennt (indem man diesen Punkt auf M legt), die h. 
Geometrie gegen die e. konvergiert. 

Angenommen aber, man fände im Beispiel des geometri-
schen Experiments drei Punkte, die nicht auf einer Geraden 
liegen. Dann könnte man nur schließen, daß die beiden gleich-
zeitigen Annahmen der Geradlinigkeit des benützten Lineals 
und der Konstanz der Zirkelöffnung bei der Verdoppelung der 
Strecken sich mit den Axiomen der e. Geometrie nicht ver-
tragen, daß man mit anderen Worten die e. Geometrie nicht 
in dieser Weise physisch deuten kann. Ebenso würde man im 
zuerst genannten Beispiel der Winkelsumme im Dreieck aus 
einer meßbaren Abweichung von jz nur schließen können, daß 
von den dabei gemachten Annahmen mindestens eine für die 
physische Deutung der e. Axiome unbrauchbar ist, z. B. die 
Annahme, daß sich die Lichtstrahlen geradlinig fortpflanzen. 

Man kann so grundsätzlich nicht darüber entscheiden, ob 
eine Geometrie oder die andere „wirklich" ist, nur darüber, 
ob sie sich mit gewissen physikalischen Annahmen über die 
Deutung der geometrischen Begriffe verträgt. Sind diese An-
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nahmen besonders einfach und naheliegend, dann folgt aus der 
Zulässigkeit dieser Annahmen für die physische Deutung der 
Geometrie nur, daß diese Geometrie gut anwendbar, daß sie 
bequem ist. 

121. Beide Geometrien, die e. und die h., sind nach Nr. 54 
gleich wahr im Sinne von gleich widerspruchslos. Ob man dar-
über hinaus der Frage nach Wahrheit einer Geometrie über-
haupt einen Sinn zuerkennt und wie man sie, wenn das der 
Fall sein sollte, beantwortet, das ist keine mathematische 
Angelegenheit mehr, sondern eine erkenntnistheoretische, 
deren Erledigung wesentlich von dem philosophischen System 
abhängt, von dem man dabei ausgeht. Daher führt die Frage 
nach der über die Widerspruchslosigkeit hinaus wahren 
Geometrie zu der Frage, welches philosophische System das 
wahre ist. Die Philosophie hat diese letzte Frage noch nicht 
in objektiv zwingendem Sinne beantwortet. 

Ausblick auf die Clifford-KIeinschen Flächen. 
122. So nahe der Gedanke zu liegen scheint, daß nach der 

Beschäftigung mit der Nichteuklidischen Geometrie der 
Ebene, die freilich noch vieles hier nicht Behandelte ein-
beziehen müßte, das weitere Studium sich natürlicherweise 
dem Raum zuzuwenden hätte, so unzutreffend wäre diese 
Meinung. Sie würde nämlich nicht der Erkenntnis gerecht, 
daß es noch unendlich viele z w e i d i m e n s i o n a l e m e t r i s c h e 
M a n n i g f a l t i g k e i t e n gibt, d e r e n i n n e r e G e o m e t r i e im 
k l e i n e n s i ch m i t de r e ine r E u k l i d i s c h e n o d e r e ine r 
N i c h t e u k l i d i s c h e n E b e n e d e c k t , die aber im großen 
anderen Zusammenhang haben als die Ebene: das sind die 
„ C l i f f o r d - K I e i n s c h e n F l ä c h e n " . Ihre Theorie samt 
ihren historischen Ursprüngen*) und ihre Beziehungen zu 

*) Die Entdeckung einer geschlossenen Fläche mit e. Metrik im elliptischen 
Kaum durch Clifford regte Klein zu der Frage nach allen möglichen Flächen 
dieser Art an; siehe W. K. C l i f fo rd , Prellminary Sketch of biquaternions, 
Proceed. L. Math. Soc. IV (1873), p. 387 (Math. Papers, London 1883, p. 193). 
F. Kle in , Zur Nicht-Euklidischen Geometrie, Math. Ann. 37 (1890), 
S. 544 ff. (Oes. Math. Abhandl. I, Berlin 1921, S. 353 ff.). 

Weiter beschäftigten sich mit dem Problem der „Clifford-KIeinschen 
Itaumformen" zunächst hauptsächlich W. Kilüng (1891), E. Fricke (1897), 
H. Gieseking (1912), H. Hopf (1925), J . Nielsen (1925), P. Koebe (1927). 
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anderen Bereichen der Mathematik, z. B . zu den Riemann-
schen Flächen der Funktionentheorie, darzulegen, wäre ein 
reizvolles Unternehmen, aber es würde den Rahmen dieses 
Buches sprengen. Nur so viel möge hier mitgeteilt werden, 
als nötig ist, um eine anschauliche Vorstellung von diesen 
Gebilden zu vermitteln, deren Kennzeichen, außer den oben 
schon genannten, ihre U n b e g r e n z t h e i t und ihr F r e i s e i n 
von S i n g u l a r i t ä t e n sind. Dabei ist der Begriff der Fläche 
im abstrakten Sinn zu verstehen. 

123. Das einfachste Beispiel einer derartigen F l ä c h e m i t 
e. M e t r i k im kleinen ist eine K r e i s z y l i n d e r f l ä c h e , auf 
der als „Gerade" die kürzesten Linien, die räumlich gesehen 
Schraubenlinien sind, zu gelten haben; im großen gilt in der 
Fläche die Geometrie der e. Ebene nicht, denn durch je zwei 
ihrer Punkte gehen in ihr im allgemeinen unendlich viele 
„Gerade". Bei der einzigen außerdem noch existierenden 
Art von Clifford-Kleinschen Flächen mit e. Metrik, den 
„ r i n g f ö r m i g e n " , wollen wir uns nicht aufhalten, sondern 
nur bemerken, daß es von jeder Form auch nichtorientierbare 
gibt. Zu bedenken ist dabei, daß die in der Fläche vor-
gegeben zu denkende Maßbestimmung durchaus nicht mit 
derjenigen übereinstimmen muß, die ihr durch den Raum, 
in dem sie liegt, aufgeprägt wird, wie das beim Zylinder der 
Fall war. 

124. Die Mannigfaltigkeit der C l i f f o r d - K l e i n s c h e n 
F l ä c h e n m i t h. M e t r i k ist viel umfangreicher; trotzdem 
können wir uns leicht einen Überblick über sie verschaffen, 
weil sie aus zwei A r t e n e i n f a c h e r B a u e l e m e n t e zu-
s a m m e n s e t z b a r sind, die zunächst beschrieben seien*): 

a) Errichten wir in der h. Ebene auf einer Strecke in deren 
Endpunkten nach einer Seite die Lote (Fig. 73 a), denken uns 
den umschlossenen Teil der Ebene ausgeschnitten und 
identifizieren dann je zwei solche Punkte der Lote mit-
einander, die durch eine Verschiebung längs der Ausgangs-

*) Die einzige Clifford-Kleinsche Fläche mit sphärischer Metrik ist die 
elliptische Ebene neben der einfachzusammenhängenden Kugelfläche. 
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strecke zur Deckung gebracht werden können, so haben wir 
ein F l ä c h e n s t ü c k h. M e t r i k im k l e i n e n m i t e i n e r 
R a n d l i n i e , die eine in sich zurücklaufende „Gerade" ist, 
hergestellt (Fig. 73b) : ein „ A u ß e n e l e m e n t " . Die Länge 

F i g . 74 a. Fig. 74 b. 

des Randes ist beliebig vorschreibbar; sie kann, worauf 
jedoch nicht näher eingegangen sei, auch als verschwindend 
angesetzt werden, was bedeutet, daß die Randlinie ins 
Unendliche gerückt und ein „Randende" geworden ist. 

b) Nehmen wir drei Gerade in der h. Ebene an, von denen 
keine Punkte der anderen voneinander trennt, und kon-
struieren wir ihre drei paarweise gemeinsamen Lote, so be-
kommen wir ein k o n v e x e s r e c h t w i n k l i g e s S e c h s e c k 
(Fig. 74 a). Denken wir uns dieses wiederum ausgeschnitten, 
mit einem ihm kongruenten zur Deckung gebracht und 
beide längs dreier nicht benachbarter Seiten, in dem oben 
beschriebenen Sinn einer Identifikation gewisser Punkte-
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paare, zusammengeheftet, so haben wir ein F lächens tück 
h. Metrik im kleinen mit drei geradlinigen Rändern 
vor uns (Fig. 74b): ein „Binnene lement" . Die Längen 
der drei Ränder sind unabhängig voneinander behebig vor-
gebbar, wovon wir uns auf Grund der Lehre von den un-
eigentlichen Dreiecken überzeugen können; auch hier ist das 
Verschwinden der Länge einer oder mehrerer Randlinien 
sinnvoll. 

Die Binnenelemente werden auch als Doppelsechsecke 
bezeichnet. 

Jedes Binnenelement besitzt, im Gegensatz zu den 
Außenelementen, einen endlichen F lächen inha l t von 
der Größe 2 n. 

c) Setzen wir derartige Elemente längs je zweier gleich-
langer Ränder, immer in der oben beschriebenen Weise, 
zusammen, so kann dadurch wegen ihrer Geradlinigkeit 
keinerlei Singularität entstehen; wir können auch Ränder 
eines und desselben Binnenelementes zusammenheften oder 
sogar je zwei diametral gelegene Punkte einer Randlinie 
miteinander identifizieren, wodurch die Orientierbarkeit der 
Fläche verlorengeht. Fahren wir damit so lange fort, bis 
kein Rand mehr vorhanden ist, so haben wir eine Clifford-
Kleinsche Fläche mit Nichteukl idischer Metr ik 
aufgebaut; in der Tat besitzt jeder Punkt der Fläche Um-
gebungen, die Gebieten der h. Ebene kongruent sind, und die 
Fläche besitzt, wie die h. Ebene selbst, keinen im Endlichen 
erreichbaren Randpunkt. (Fig. 75 zeigt ein Beispiel einer 
Clifford-Kleinschen Fläche mit h. Metrik von unendlich 
hohem topologischem Zusammenhang.) 

Die zusammengesetzten Binnenelemente bilden in ihrer 
Gesamtheit den „Binnente i l" . 

Soll eine Fläche konstruiert werden, die aus einem aus 
einer endlichen Anzahl c von Binnenelementen aufgebauten 
Binnenteil und aus n Außenelementen oder „Außenteilen" 
besteht, so können wir zwar nicht alle 3 c Randlängen der 
Binnenelemente beliebig vorschreiben, weil je zwei der an-
einanderzuheftenden Ränder gleiche Längen haben müssen; 
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da wir aber diese vor dem Vertieften noch um ein beliebiges 
Stück in sich gegeneinander verschieben dürfen, stehen uns 
doch 3c Größen, die für die M a ß v e r h ä l t n i s s e der 
F l ä c h e k e n n z e i c h n e n d sind, ihre „Moduln" , zur Ver-
fügung. 

So leicht nun aber dies alles einzusehen ist, der Beweis 
dafür, daß auf die beschriebene Art s ä m t l i c h e Cl i f ford-
K l e i n s c h e n F l ä c h e n h .Metr ik Zustandekommen, wäre 
viel zu umfangreich, um hier Platz zu finden; es sei nur an-
gedeutet, daß dabei die Begriffe der universellen Überlage-
rungsfläche und der Gruppe ihrer Decktransformationen 
neben topologischen Überlegungen maßgebend sind*). 

125. Die Geometr i e in den C l i f f o r d - K l e i n s c h e n 
F l ä c h e n wird beherrscht durch die Eigenschaften der nach 
ihrem globalen Verhalten zu unterscheidenden Arten von 

*) Diese Aufbaumöglichkeit wurde für Flächen ohne „Randenden" (s. 
oben a )u .b» entwickelt in der Dissertation (1926) von F. Löbell, Die überall 
regulären unbegrenzten Flächen fester Krümmung, Tübingen 1927. 

Auch die Flächen mit Enden als Bandelementen und diejenigen unendlich 
hohen Zusammenhangs — bei denen auch „Grenzhalbebenen" als Außen-
teile vorkommen können — wurden systematisch untersucht von P. Koebe, 
Riemannsche Mannigfaltigkeiten und nichteuklidische Ilaumformen, 2. u. 
3. Mitteilung, Sitzungsber. Preuß. Akad. d. Wiss., Fhys.-math. El., 1928, 
S. 345 ff. u. S. 386 ff. 

i n i a f . 

Flg. 75. 
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„ G e r a d e n " , unter denen die gesch lossenen eine ord-
nende Rolle spielen; zu diesen gehören im besonderen die 
aus den Randlinien der Aufbauelemente hervorgegangenen 
Geraden (in Fig. 75 gestrichelt eingezeichnet). Hierüber ist 
manches Interessante bekannt, vieles aber ist noch unge-
klärt*). 

Eine B e w e g u n g oder Umlegung ist für eine Clifford-
Kleinsche Fläche als Ganzes im allgemeinen eine unendlich 
vieldeutige Transformation ; die Ausnahmefälle kennzeichnen 
bestimmte S y m m e t r i e e i g e n s c h a f t e n der Fläche. 

Was jedoch die Moduln anbelangt, so stehen wir vor 
einem allgemein noch nicht gelösten Problem: Zunächst 
fragt es sich, inwieweit eine Fläche durch die Angabe ihrer 
Moduln überhaupt bestimmt ist. Eine weitere Frage ent-
springt aus der folgenden Überlegung: Eine aus c + n 
Elementen aufgebaute Fläche kann wieder in solche, und 
zwar in eben soviele, zerlegt werden; bei ihrem Binnenteil ist 
das im allgemeinen auf unendlich viele Weisen möglich, 
wobei ganz andere als die ursprünglichen Ausgangselemente 
entstehen können. Dabei tritt jedesmal ein neues System 
von 3c Moduln auf. Wie hängen diese verschiedenen, zu einer 
und derselben Clifford-Kleinschen Fläche gehörenden Grö-
ßensysteme untereinander zusammen? Die Antwort müßte 
sich aus einer Theorie der Gruppen allgemeiner Modul-
transformationen ergeben, wobei zu bedenken ist, daß sowohl 
c als auch n unendlich groß sein dürfen. 

*) Hier ist vor allem hinzuweisen auf eine Arbeit von J. Nielsen in Mat. 
Tidsskrift B 1925 (Juel-Festschrift, Kopenhagen), S. 37—44. 

Weiterführende Literaturangaben enthalten die Arbeiten von F. Löheil, 
Über die geodätischen Linien der Clifford-Kleinschen Flächen, Math. Zeit -
sehr. 30 (1929), S. 572—607, und Ein Beispiel zur Frage des Verlaufs der ge-
schlossenen Geodätischen in einer Clifford-Kleinschen Fläche, Jahresber. d. 
Deutschen Mathematikervereinigung 40 (1931), S. 69—74. 

Zu nennen sind, z. T. in einem weiteren Zusammenhang, hauptsächlich 
noch die Namen Artin, Birkhoff, Busemann, Hadamard, Hedlund, Koebe, 
Morse, Myrberg, Poincaré, Weyl. 
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