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Yorbemerkung zur 4. Auflage

Wihrend die 3. Auflage dieses Biichleins ein beinahe un-
verdnderter Nachdruck der noch von Richard Baldus selbst
besorgten 2. Auflage war, wurden jetzt einige Anderungen
vorgenommen und Ergidnzungen angefiigt. AuBer der histo-
rischen Einleitung blieb nur der axiomatische Teil davon
fast unberiihrt; diese einzigartige Baldussche Leistung solite
moglichst unangetastet bleiben. Beibehalten wurde auch
das Verfahren, die Nichteuklidische Geometrie im projektiven
Bild in der Euklidischen Ebene zu entwickeln, weil es nicht
nur das fruchtbare Prinzip der speziellen Lage anzuwenden
erlaubt, sondern auch die uneigentlichen Punkte und Ge-
raden bequem zugénglich macht. Neu bearbeitet wurde unter
anderem hauptsichlich die Trigonometrie und, in stirkerem
MaB, die analytische Geometrie.

Im ganzen aber war das Bestreben, die Eigenart der
Baldusschen Darstellung zu wahren, deren Hauptmerkmale
Griindlichkeit beim Durchdenken aller auftauchenden Fra-
gen, die Baldus® starkem erkenntnistheoretischem Interesse
entsprang, und peinliche Sorgfalt bei der Durchfithrung der
Beweise sind. Eindrucksvoll bringt Baldus die Uberzeugung
zur Geltung, daf der anschaulichen Vorstellung in der
Nichteuklidischen Geometrie die gleiche Rolle zukommt wie
in der Euklidischen, was einem Gauss noch selbstverstind-
lich war, aber natiirlich in keiner dieser Geometrien dazu
berechtigt, sich bei Beweisen auf die Anschauung zu berufen.

Zum SchluB wurde ein kurzer Blick auf die Clifford-
Kleinschen Flichen geworfen, insbesondere wurde die im
hyperbolischen Fall bestehende Moglichkeit ihres Aufbaues
aus einfachen Elementen beschrieben, eine Theorie, die bis
jetzt noch keinen Eingang in die Lehrbiicher gefunden hat,
obwohl sie schon seit Jahrzehnten bekannt ist.

Miinchen, im Frithjahr 1964 F. Lobell

Anmerkung des Verlages: Unmittelbar nach AbschluB der Korrekturen er-

reicht uns die Nachricht, daB Herr Professor Dr. Frank Lébell am

81. Maf 1964 plotzlich verstorben fst. — Bel der Verdfientlichung des Bandes
gedenken wir unseres Autors in Dankbarkelt und Verehrung.
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I. Abschnitt.
Der geschichtliche Weg zur Nichteuklidischen Geometrie.

Euklids Elemente.

1. Euklid, der grofe griechische Geometer, der vor 300
v. Chr. lebte und in Alexandria lehrte, hat in seinen berithm-
ten 13 Biichern der ,,Elemente** (otoxeic, elementa) die
Grundlagen der Geometrie in einer Weise dargestellt, die sich
trotz der fortschreitenden Entwicklung der Mathematik,
trotz immer wiederholten Verbesserungsversuchen iiber 2000
Jahre lang im wesentlichen als wissenschaftlich unantastbar
erwiesen hat. Und viel von ihm hierin Geleistetes gilt auch
noch in unseren Augen, deren Blick durch die einschligigen
neueren mathematischen Forschungen geschirft ist, die in
den letzten anderthalb Jahrhunderten weit iiber Euklid
hinausgefiihrt haben.

Den folgenden Betrachtungen legen wir die vorziigliche, text-
kritische, griechisch-lateinische Parallelausgabe der Elemente
Euklids von I. L. Heiberg, Leipzig, 1. Bd. 1883, zugrunde*),

2. Euklid beginnt das erste Buch seiner Elemente mit 23
Definitionen (8po1, definitiones), die aber nicht Ausdruck
einer einheitlichen Absicht sind, sondern die zwei verschiedene
Aufgaben zu erfiillen haben: So soll z. B. Def. I ,,Ein Punkt
ist, was keinen Teil hat*, ebenso wie Def. II ,,Eine Linie ist
eine Linge ohne Breite** oder wie Def. IV ,,Kine Gerade ist
eine Linie, die in einer Flucht mit den Punkten auf ihr
liegt***) im Leser eine anschauliche Vorstellung dieser

*) Ins Deutsche iibersetzt von C. Thaer, Ostwald’s Klassiker Nr, 235, 236,
240, 241, 243, Leipzig 1933—37.

**) Diese Ubersetzung des griechischen Textes ,Eu8sla ypaups foTiv
115 ¢€ Toov Tois £9° tauthis onuelols keltar’ ist sinnvoller als die Gbliche
,,Eine Gerade ist eine Linie, die glelchmé&Big zu den Punkten auf ihr Hegt*‘;
gie steht im Einklang mit Forschungsergebnissen, die P. Tannery schon im
Jahr 1897 mitgeteilt hat (Mémoires scientifiques, IT, Toulouse et Paris 1912,
p. 5640—b544). Die Erklirung stimmt im wesentlichen mit der schon von Plato
gegebenen tiberein, die die Geraden mit den Lichtstrahlen identifiziert. —
Es sel noch bemerkt, da8 Euklid, wenn er von einer Geraden spricht, immer
ein begrenztes Stiick einer solchen, eine Strecke, meint.
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raumlichen Gebilde wecken, ohne dall damit irgendwelche
mathematische Aussagen verbunden wiren, die spéiter ver-
wendet werden sollen; diese Definitionen haben keine ab-
strakt-mathematische Bedeutung, und dementsprechend
macht Euklid niemals auch nur den Versuch, einen Beweis
auf sie zu griinden. Dagegen enthilt eine ganze Reike von
Definitionen mathematische Aussagen, die fiir spitere
Uberlegungen verwertbar sind, wie etwa Def, XVII |, Durch-
messer des Kreises ist irgendeine durch den Mittelpunkt ge-
zogene und auf beiden Seiten vom Kreisumfange begrenzte
Gerade; sie hilftet den Kreis* oder Def. XXIII ,,Parallel
sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und nach
beiden Seiten unbegrenzt verlingert auf keiner Seite mit-
einander zusammentreffen‘.

3. Auf die Defin'tionen folgen bei Euklid 5 Postulate
(odrfipara, postulata) und 5 Axiome (xowal #vvoia, com-
munes animi conceptiones). Die Postulate sind:

I. Es soll gefordert werden, dal man von jedem Punkte zu
jedem Punkt eine Gerade ziehen kann.

II. Und daB man jede begrenzte Gerade zusammenhéingend
gerade verlingern kann.

III. Und daB man um jeden Mittelpunkt mit jedem Halb-
messer einen Kreis beschreiben kann*).

IV. Und daB alle rechten Winkel einander gleich sind.

V. Und wenn eine Gerade zwei andere Gerade
trifft und mit ihnen auf derselben Seite innere
Winkel bildet, die zusammen kleiner als zwei
Rechte sind, sollen jene beiden Geraden, unbe-
grenzt verlingert, auf der Seite zusammentreffen,
auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als
zwei Rechte sind**),

*) Euklid beniitzt den Zirkel grundsitzlich nicht als Streckeniibertrager;
das geht eindrucksvoll aus der 2. Proposition des I. Buches der Elemente
hervor.

*#) III. und V. sind nur fir die Ebene gedacht, was nicht ausdrlickiich aus-
gesprochen ist. Uberhaupt enthalten Euklids Elemente, mit Ausnahme einiger
Definitionen zu Beginn des 1. Buches, erst vom 11. Buch an rAumliche Be-
trachtungen.
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Die Axiome lauten:

I. Dinge, die demselben Ding gleich sind, sind auch ein-
ander gleich.

II. Und wenn man Gleiches zu Gleichem hinzufiigt, dann
sind auch die Summen gleich.

III. Und wenn von Gleichem Gleiches abgezogen wird, dann
sind auch die Reste gleich.

VIL*) Und Dinge, die einander decken, sind einander
gleich.

VIII. Und das Ganze ist groBer als sein Teil.

Nun reiht Euklid die Konstruktionen und die Beweise der
Sétze an, welche das Gebdude der Geometrie bilden, mit der
Absicht, dabei anschauliche Beweismittel zu vermeiden, viel-
mehr rein logisch vorzugehen, und zwar so, daB neben
den mathematischen Aussagen der in Nr. 2 genannten zweiten
Art von Definitionen nur die Postulate und Axiome in den
SchluBweisen verwendet werden sollen. Diese Absicht ist fiir
immer groBere Teile der Mathematik vorbildlich geworden,
mit ihr hat Euklid den Grundstein zur Axiomatik gelegt.

Der Ausdruck Axiom findet sich schon bei Aristoteles (384
bis 822 v. Chr.), tritt aber bei Euklid nicht auf. Die Elemente
enthalten in den spiteren Biichern noch weitere Definitionen —
es werden im ganzen 118 Definitionen eingefiihrt —, aber keine
Postulate und Axiome mehr. Die Postulate enthalten Aussagen
iber geometrische Gebilde (Gerade, Kreis, Winkel), die Axiome
dagegen reine GroBenaussagen; diese Unterscheidung ist in
neueren Untersuchungen fallen gelassen worden, man spricht
heute vielfach nur noch von Axiomen. Auch wir gebrauchen
weiterhin den Ausdruck Postulat nur noch in Verbindung mit
einer bestimmten Nummer (II. Postulat) und meinen mit den
Axiomen Euklids seine Postulate und Axiome, mit Axiomen-
system die Gesamtheit beider, mit Parallelenaxiom das V. Po-
stulat,

Avus der Geschichte des Parallelenaxioms.

4, Wihrend die iibrigen Axiome naheliegende Grundan-
nahmen einfachster Art enthalten, machte das Parallelen-

*) Die Bezeichnung des 4.und 5. Axloms mit VII und VIII hat textkritische
Griinde.
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axiom schon den Alten den Eindruck eines verwickelten geo-
metrischen Satzes. Dazu kommt noch, daB Euklid moglichst
lange die Verwendung des Parallelenaxioms vermeidet und
es zum ersten Male beim Beweis des 29. Satzes im 1. Buche
heranzieht, weiterhin, daB Satz 28 ,,Schneidet eine Gerade
zwei andere Gerade und bildet mit ihnen auf einer Seite innere
Winkel, deren Summe zwei Rechte betrigt, dann sind die
beiden Geraden parallel* formal und inhaltlich mit dem
Axiom aunfs engste verwandt ist; dieses ist auch eine Um-
kehrung des 17. Satzes des 1. Buches, der aussagt, daB im
Dreieck die Summe irgend zweier Winkel kleiner ist als zwei
Rechte.

So wird es begreiflich, daB die Versuche, das Parallelen-
axiom zu beweisen und damit zu zeigen, daB es ein Satz,
aber kein Axiom ist, fast so alt sind wie die Elemente Euklids.
Diese Versuche bildeten bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts
den Hauptteil der kritischen Beschiftigung mit Euklid. Mit
unermeBlicher Miihe suchte man immer wieder vergebens,
einen Weg zum heiB ersehnten Ziel eines Beweises fiir das
Parallelenaxiom zu finden.

Erst nach 2000 Jahren waren einige bedeutende Mathe-
matiker dazu reif geworden, sich von der Logik, der man bis-
her den Weg aufzwingen wollte, fiilhren zu lassen, und nun
erkannten sie fast gleichzeitiz und ohne gegenseitigen Zu-
sammenhang, dafl die fritheren Versuche deshalb ihr Ziel ver-
fehlen muBten, weil dieses gar nicht existierte.

Es kann nicht unsere Aufgabe sein, mit der Sorgfalt fiir
Einzelheiten wie ein mathematischer Historiker dieser ganzen
Entwicklung nachzugehen, iiber die man reichliche geschicht-
liche Angaben in den Darstellungen Engel-Stéckel {3]*) und
Bonola-Liebmann [1] findet; wir wollen nur zuriickblickend
das fiir den modernen Beschauer Wesentliche betrachten. Mit
Riicksicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum wollen
wir uns dabei im folgenden ausschiieBlich mit der Geometrie
der Ebene, der Planimetrie, beschiftigen.

*) Nummern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeich-
nis 8. 6 des vorliegenden Buches.
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5. Aus der gegen den SchluB von Nr. 3 angegebenen Ab-
sicht des axiomatischen Aufbaues ergibt sich, daB lkeine
Axiome stillschweigend eingefiihrt werden diirfen. Diese For-
derung nach der Vollstindigkeit des Axiomensystems
hat Euklid nicht erfiillt, wie sehr er sich auch darum bemiihte.
So ist, um nur einige Beispiele zu nennen, in der in Nr. 2 an-
gefithrten Def. XVII stillschweigend angenommen, daf jeder
Punkt einer Geraden diese in zwei Teile trennt, eine Annahme,
die auch in die Def. XXIII hereinspielt, im V. Postulat ist
stillschweigend vorausgesetzt, daB jede Gerade die Ebene in
zwel Gebiete teilt, im Axiom VII werden Dinge zur Deckung
gebracht und damit Bewegungen in die geometrischen Be-
trachtungen hereingezogen, ohne daBl deren Axiome ausge-
sprochen wiren. Schon GauB stellte fest, daB eine Erklirung
der Zwischen-Bezichung gegeben werden miite und konnte.

Die Beschiftigung mit dem Parallelenaxiom hat in solchem
MaBe die Aufmerksamkeit auf dieses gelenkt, daf man die
soeben genannten und dhnliche wirkliche Mingel des Euklidi-
schen Systems wenig oder gar nicht beachtete,

Bei den Versuchen, das Parallelenaxiom zu beweisen, hatte
man die Absicht, das V. Postulat nach gegliicktem Beweis
als aus den iibrigen Axiomen ableitbar wegzulassen. Darin
kam die selbstverstindliche Forderung zum Ausdruck, daB
keine iiberfliissigen Axiome eingefithrt werden sollten, eine
Forderung, die man spiter zu dem Verlangen nach einem
moglichst einfachen Axiomensystem erweitert hat.

Wenn zwei verschiedene Axiomensysteme fiir dasselbe Gebiet
der Mathematik vorliegen, kann man zwar nicht immer rein lo-
gisch entscheiden, welches davon einfacher ist, hier wird oft das
Gefiihl, der personliche Geschmack mitzusprechen haben, jeden-
falls aber wird der AusschluB iiberzéhliger Axiome durch die Forde-
rung der Einfachheit erzwungen.

6. Die vermeintlichen Beweise des Parallelenaxioms hatten
stets das gleiche Schicksal: jedesmal konnte dem Urheber
eines solchen Beweisversuches nachgewiesen werden, daf er
eine iiber die Euklidischen Annahmen hinausgehende Voraus-
setzung stillschweigend eingefiihrt hatte. So lieferten die miB-
gliickten Beweisversuche die positive mathematische Aus-
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sage, dafl gewisse Annahmen, im Euklidischen System an die
Stelle des Parallelenaxioms gesetzt, mit den iibrigen Axiomen
zusammen wieder die Sitze Kuklids ergeben; man erhielt
dadurch dem Parallelenaxiom gleichwertige, 4quivalente
Axiome. Unter diesen treten die folgenden auf:

a) Trifft eine Gerade die eine von zwei Parallelen, dann
trifft sie auch die andere.

b) Durch einen im Innern eines spitzen Winkels angenom-
menen Punkt kann man immer eine Gerade ziehen, welche
die beiden Schenkel des Winkels trifft.

¢) Die auf derselben Seite einer Geraden von dieser gleich
weit entfernten Punkte liegen selbst auf einer Geraden.

d) Durch drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte 148t
sich immer ein Kreis legen.

e) Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich zwei Rechten.

f) Es gibt zwei dhnliche, nicht kongruente Dreiecke.

Ersetzt man das Parallelenaxiom durch eine dieser Annahmen,
dann laBt sich die Aussage des Parallelenaxioms aus dieser An-
nahme und den iibrigen Axiomen als Satz beweisen. Dabei muB
allerdings ein vollstindiges Axiomensystem der Euklidischen Geo-
metrie vorliegen, mit dessen Aufstellung man erst spit begann
(vgl. Nr. 5). Den ersten groflen Fortschritt in dieser Richtung er-
zielte der Mathematiker M. Pasch (1843—1930) in seinem im
Jahr 1882 erschienenen Buche ,,Vorlesungen iiber neuere Geo-
metrie**).

Da die Erginzung der Euklidischen Axiome zu einem voll-
stindigen System bis zu einem gewissen Grade willkiirlich ist,
geht diese Willkiir in die ganze kritische Betrachtung der Beweis-
versuche fiir das Parallelenaxiom ein.

7. Mit einem wesentlich neuen, fiir die Folge sehr wichtigen
Gedanken bereicherte der scharfsinnige Jesnitenpater G.
Saccheri (1667—1733) die Forschungen iiber das Parallelen-
axiom:

Er betrachtet, worin er Vorgéinger hat, das Viereck ABCD
(Fig. 44, Nr.76) mit den beiden rechten Winkeln «, §**) und

*) 2. Aufl. 1926, 275 S., mit einem lesenswerten Anhang von M. Dehn.
**) Doppelbogen bezeichnen in unseren Figuren immer rechte Winkel. Der
Punkt S der Figur wird erst spiter bendtigt werden.
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den beiden gleichen Seiten AD und BC. Unabhingig vom
Parallelenaxiom folgt nun <y ==<C d, ohne daf aber zu
entscheiden wiire, ob dies rechte, stumpfe oder spitze Winkel
sind. Tritt jedoch einer dieser drei Fille bei einem einzigen
solchen Viereck ein, dann geschieht es bei jedem. Dies fithrt
zu den drei Hypothesen des rechten, des stumpfen,
des spitzen Winkels. Die Hypothese des rechten Winkels
JaBt sich aus dem Parallelenaxiom beweisen und ist diesem
dquivalent. Die aus den beiden anderen Hypothesen und den
Euklidischen Annahmen mit Ausnahme des Parallelenaxioms
entstehenden Geometrien sucht Saeccheri, und das ist sein
neuer Gedanke, als in sich widerspruchksvoll nachzu-
weisen; gelinge dies, dann wire damit vermittels eines in-
direkten Beweises das Parallelenaxiom als ein Satz der Eukli-
dischen Geometrie erkannt.

Girolamo (Hieronymus) Saccheri war Lehrer der Grammatik,
Philosophie, polemischen Theologie, Arithmetik, Algebra, Geo-
metrie sowie anderer Ficher, zuletzt an der Universitit Pavia.
Sein hier besprochenes Werk erschien 1733 in Mailand unter dem
Titel,,Euclides ab omni naevo vindicatus*, d.h. der von jedem Malkel
befreite Euklid; man findet es in Engel-Stdckel [3] abgedruckt.
Er setzt darin die vom Parallelenaxiom absehenden Euklidischen
Annahmen den ersten 26 Sitzen Euklids gleichwertig, was nach
dem 1. Absatz unserer Nr. 4 nahe liegt.

Aus der Hypothese des stumpfen Winkels folgert Saccheri,
daBl die Winkelsumme in jedem Dreiecke > 2R ist. Hier ent-
stehen tatsdchlich Widerspriiche, wenn man mit Euklid die
unendliche Linge der Geraden voraussetzt, indem sich dann
aus der Hypothese des stumpifen Winkels das Parallelen-
axiom beweisen 14Bt, aus dem die Hypothese des rechten
Winkels folgt.

Bei der Hypothese des spitzen Winkels dagegen gliickt es
Saccheri nicht, den gesuchten Widerspruch zu finden, so ab-
surd auch fiir den an Euklid geschulten Geometer die Folge-
rungen sind: die Winkelsumme im Dreieck ist hier << 2R;
der Winkel im Halbkreis ist << R; es kann hier vorkommen,
daB sich zwei Gerade nicht treffen, deren eine auf einer dritten
Geraden senkrecht steht, wihrend die andere zu der dritten
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nicht senkrecht steht; es gibt Paare von Geraden, die sich
asymptotisch nahe kommen, ohne sich zu treffen. Infolge
eines Trugschlusses glaubt Saccheri auch hier einen Wider-
spruch nachweisen zu kénnen, in Wirklichkeit 148t er die
Frage nach der logischen Widerspruchslosigkeit der auf der
Hypothese des spitzen Winkels aufgebauten Geometrie
offen.

8. Die bedeutenden Leistungen Saccheris fanden ihre Fort-
setzung in Uberlegungen des bedeutenden Mathematikers,
Physikers und Philosophen J.H.Lambert (1728—1777),
der noch weitere Folgerungen aus der Hypothese des spitzen
Winkels zog, so z. B. die Existenz einer absoluten Lingen-
einheit aus dieser erschloB und erkannte, daB der Flichen-
inhalt eines Dreiecks dem Unterschiede zwischen dessen
Winkelsumme und 2R proportional wire. Weiterhin vermutete
er einen Zusammenhang zwischen der Hypothese des spitzen
Winkels und der Geometrie auf einer imaginiren Kugel. Auch
Lambert vermochte nicht, die Hypothese des spitzen Winkels
zwingend ad absurdum zu fithren, ohne aber dem Irrtum zu
verfallen, . da thm das gelungen sei. Ein Vorzug seiner
Betrachtungsweise verdient noch besonders hervorgehoben
zu werden: Wahrend Saecheri sich im Stil seiner Zeit die
Behandlung geometrischer Fragen durch Stetigkeitsbetrach-
tungen, denen aber entsprechende Voraussetzungen zu-
grunde liegen muBten, erleichterte, machte sich Lambert
davon moglichst frei, obwohl er sich durch ein solches, wahr-
haft ,,elementares** Vorgehen seine Aufgabe erschwerte.

Johann Heinrich Lamberts hier in Betracht kommende Schrift,
die man ebenfalls in Engel-Stéckel (3] abgedruckt findet, hat den
Titel ,,Theorie der Parallellinien*, Sie stammt aus dem Jahre 1766,
wurde aber erst 1786 aus seinem Nachlafl in Hindenburgs ,,Magazin
fiir die reine und angewandte Mathematik** veréffentlicht.

Hier sei auch der bekannte franzisische Mathematiker A. M.
Legendre (1762—1833) genannt, dem interessante Sitze iiber
die Winkelsumme im Dreieck in den Féllen der drei Hypothe-
sen zu verdanken sind, vgl. Bonola-Liebmann [1]. Durch seine
weitverbreiteten ,,Eléments de Géométrie* hat er die Forschun-
gen iiber das Parallelenaxiom sehr gefordert.
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9. Griechische, arabische, italienische, deutsche, englische,
franzosische, ungarische Gelehrte bemiihten sich im Laufe
zweier Jahrtausende um einen Beweis fiir das Parallelen-
axiom, immer wieder vergeblich. Welche Unsumme von Arbeit
dabei geleistet wurde, erhellt beispielsweise aus der Tatsache,
da8 nach Engel-Stickel [3] iiber 260 ernst zu nehmende
Schriften bekanntsind, die sich, ohne zum Ziele zu kommen, mit
der Parallelentheorie beschiiftigen. Wohl mit keinem anderen
Problem im Gebiete der exakten Wissenschaften wurde so lange
ohne Entscheidung gerungen, so daB es verstindlich wird, daB
es Mathematiker gab, welche die Versuche als aussichtslos
aufzugeben empfahlen, wihrend andere in immer steigender
Zahl, vor allem etwa seit 1780, sich um die Uberwindung der
Schwierigkeiten bemithten, ohne daB jemand an der
alleinigen Berechtigung der Euklidischen Geo-
metrie gezweifelt hitte, .

Die Entdecker der Nichteuklidischen Geometrie.

10. Dem groBen Gottinger Mathematiker C.F. GauB
(1777—18b5) war es vorbehalten. als erster die Losung des
Ritsels des Parallelenaxioms zu finden: in jahrelanger, 1792
beginnender, mithsamer Gedankenarbeit rang er sich zu der

berzeugung durch, daf eine Geometrie denkbar ist,
die ein dem Parallelenaxiom widersprechendes
Axiom und dazu die iibrigen Euklidischen Annah-
men voraussetzt. Er entwickelte eine solche Geometrie,
ahnlich wie es Saccheri und Lambert bei der Hypothese des
spitzen Winkels machten, aber nicht, und das ist das wesent-
lich Neue, um einen Widerspruch zu finden, sondern in dem
klaren BewuBtsein, eine neue, Nichteuklidische Geo-
metrie aufzubauen, die in sich ebenso frei von
logischen Widerspriichen ist wie die Euklidische.
Obwohl GauB iiber diese seine Untersuchungen nichts ver-
offentlicht und sick nur gelegentlich in Briefen auf sie be-
zogen hat, steht fest, da er spitestens 1816 volle Klarheit
iiber die logische Berechtigung der Nichteuklidischen Geo-
metrie gewonnen und diese Disziplin weit ausgebaut hatte.
Diese Nichteuklidische Geometrie ist nichts anderes als die
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nach Nr.7 und 8 aus der Hypothese des spitzen Winkels sich er-
gebende Geometrie. Dasselbe gilt von der ,,Astralgeometrie,
zu deren Anfingen der Jurist F. K. Schweikart (1780—
1857) gelangt war, unabhingig von GauBl und gleichfalls
ohne etwas dariiber zu versffentlichen.

Carl Friedrich GauB, Direktor der Sternwarte zu Gottingen,
war einer der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten und Volker
von genialer schopferischer und kritischer Kraft. Der X. Band
seiner gesammelten Werke enthdlt in der 2. Abteilung eine 1923
erschienene Abhandlung von P. Stédckel iber GauB als Geo-
meter, die sich eingehend mit der Entdeckung der Nichteukli-
dischen Geometrie durch GauB beschiftigt*). Dort findet man
auch 8. 31ff. nidhere Angaben iiber Schweikart, desgleichen in
Engel-Stickel |{3].

11. Zwei Mathematiker teilen sich in den Ruhm, als erste
in selbstéindigen, ausfithrlichen Vergffentlichungen die Nicht-
euklidische Geometrie begriindet zu haben, und zwar unab-
hiingig von GauB und voneinander. Es sind das der Russe
N. L. Lobatschefskij (1793—1856) und der Ungar J. Bol-
yal (1802—1860).

Nachdem sich Lobatschefskij schon seit 1815 mit der Theorie
der Parallelen beschiftigt hatte, entdeckte er zwischen 1823
und 1825 die Nichteuklidische Geometrie. Eine Abhandlung
dariiber, die er 1826 der Universitit Kasan vorlegte, ist ver-
lorengegangen, deren Ergebnisse sind in die russisch ge-
schriebene Abhandlung ,,Uber die Anfangsgriinde der Geo-
metrie** hineingearbeitet, die 1829 und 1830 im Kasaner Boten
erschienen ist. In dieser ersten Verdffentlichung Lobatschefs-
kijs itber seine Nichteuklidische Geometrie ist deren logische
Berechtigung betont, und zwar wieder der Geometrie, welcher
die Hypothese des spitzen Winkels zugrunde liegt. Lobat-
schefskij kannte zwar die Ergebnisse Legendres, wurde aber,
wie anzunehmen ist, nicht von GauB beeinfluBt.

Gleichzeitig mit Lobatschefskij gelangte Johann Bolyai
1823 zu derselben Nichteuklidischen Geometrie, durch den
mathematischen Verkehr mit seinem mit GauB befreundeten

*) Vgl auch H. K. Timerding, ,,Kant und GauB*’, Kantstudien XXVIII,
(1923), 8. 16—40.
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Vater Wolfgang Bolyai zur Beschiftigung mit dem Parallelen-
axiom angeregt. Der Weg, auf dem J. Bolyai seine Ergebnisse
fand, war von dem Lobatschefskijs verschieden und der gleiche,
den GauB eingeschlagen hatte, ohne daB J. Bolyai etwas von
GauBens Arbeiten gewuBt hitte. 1832 veroffentlichte Wolf-
gang Bolyai ein zweibdndiges Lehrbuch der Mathematik, und
als Anhang zu diesem Tentamen teilte Johann Bolyai seine
Ergebnisse mit.

Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij war Studierender, dann
Professor an der Universitit Kasan.*) Seine wissenschaftliche
GroBtat war die Begrindung der Nichteuklidischen Geometrie,
fiir die er den Namen ,,Imaginire Geometrie*, spiter ,,Pan-
geometrie* wihlte. Da wir auf den fiir uns in Betracht kommen-
den Inhalt der Schriften Lobatschefskijs und J. Bolyais an den
sachlich entsprechenden Stellen unserer spiteren Ausfilhrungen
zuriickkommen werden, wollen wir uns hier mit der Aufzihlung
der Titel, zunichst der Schriften Lobatschefskijs, begniigen:

a) Die schon genannte Abhandlung, ,,Uber die Anfangs-
griinde der Geometrie*1829—1830, deren Ubersetzung in das
Deutsche man in Engel [2] findet (nebst einer ausfiihrlichen Bio-
graphie des Gelehrten).

b) Es folgte die ,Imagindre Geometrie*, und zwar russisch
in den Kasaner Gelehrten Schriften 1835, franzésisch in Crelles
Journal, Bd. XVII, 1837, S.295—320.

¢) Wieder russisch und in derselben Zeitschrift wie b) erschien
1835—1838 die ausfiihrliche Darstellung ,Neue Anfangs-
grinde der Geometrie mit einer vollstindigen Theorie
der Parallellinien. Auch diese ist in Engel [2] tibersetat.

d) In gleicher Weise erfolgte 1836 die Verdffentlichung der ,,An-
wendung der imaginidren Geometrie auf einige Inte-
grale*. b)und d) sind in deutscher {bersetzung 1904 von H. Lieb-
mann herausgegeben worden.

e) 1840 lieB Lobatschefskij in deutscher Sprache in Berlin die
Zusammenfassung ,,Geometrische Untersuchungen zur
Theorie der Parallellinien* erscheinen.

f) Schwer leidend schloff der grofe Gelehrte sein mathematisches
Lebenswerk mit seinem Beitrag fiir die Jubildumsschrift zur Feier

*) GauBens Freund 1. M. C. Bartels war Lobatschetskijs Lehrer in der Mathe-
matik, aber ohne daB Lobatschefskij auf diesem Weg indirekt durch GauB zur
Nichteuklidischen Geometrie hingefiihrt worden wire.

Baldus, Nichteuklidische Geometrie. 2
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des b0jahrigen Bestehens der Universitit Kasan 1856 ab, ,,Pan-
géométrie ou précis de géométrie fondée sur une théorie
générale et rigoureuse des parallg¢les” (deutsch von H.
Liebmann, Ostwalds Klassiker Nr. 130). Als das Werk gedruckt
wurde, war Lobatschefskij erblindet.

Johann Bolyai war 1818—1823 Zogling der k. k. Ingenieur-
Akademie in Wien. In dieser Zeit reiften seine Ideen iiber das
Parallelenaxiom, die ihn zur Nichteuklidischen Geornetrie fithrten,
so daB er Ende 1823 schreiben konnte, er hitte aus nichts eine
neue Welt geschaffen. Damit hatte der 21-jéhrige eine Leistung
vollbracht, die spiter den mit Lobspriichen sehr zuriickhaltenden
GauB zu der AuBerung veranlaBte: ,,Ich halte diesen jungen Geo-
meter v. Bolyai fiir ein Genie erster GroBe*. Es ist wohl das er-
schiitterndste Kapitel in der Geschichte der grofien Mathema-
tiker, wie der friihreife, hochbegabte, leidenschaftliche, aufbrau-
sende J. Bolyai unter dem Mangel an Verstindnis litt, mit dem
seine Entdeckung allenthalben, auch vom eigenen Vater, auf-
genommen wurde, wie er sich von GauB benachteiligt glaubte,
wie er sich immer mehr in krankhaftes MiBtrauen hineinsteigerte,
wie er seelisch und kérperlich verfiel, bis er, der sich immer wieder
vergebens zu weiteren groBen mathematischen Leistungen auf-
zuraffen versuchte, als lingst pensionierter Hauptmann ginzlich
vereinsamt in Diirftigheit in Maros-Vésirhely endigte. Eine aus-
filhrliche Schilderung dieses wahrhaft tragischen Lebensganges
enthilt Stdckel [18], dazu (neben der Wiedergabe verschiedener
anderer Schriften der beiden Bolyais in deutscher Sprache) Teile
des Gesamtwerkes, als dessen Anhang J. Bolyais Nichteukli-
dische Geometrie erschien, Der Titel des Gesamtwerkes lautet:
,,Lentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae,
elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evidentiague
huic propria, introducendi. Cum appendice triplici, wihrend
Johann Bolyais prachtvoller Anhang die Uberschrift trigt:
»Appendix seientiam spatii absolute veram exhibens:
a veritate aut falsitate axiomatis XI Euclidei (a priori
haud unquam decidenda) independentem: adjecta ad
casum falsitatis, quadratura circuli geometrica‘*).

12. Mit der Entdeckung der Nichteuklidischen Geometrie
hatte der mathematische Geist Fesseln gesprengt, von denen

*) Es sei hierzu bemerkt, da8 in zahlreichen Euklid-Ausgaben das V. (das
Parallelen-)Postulat als XI. Axiom aufgefiihrt wurde, weiterhin, da die Qua-
dratur auch nur eines einzigen Kreises zwar in der Euklidischen Geometrie un-
mdglich, in der Nichteuklidischen Geometrie aber, wovon wir noch in Nr. 107
sprechen werden, durchfiihrbar ist.
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er sich 2 Jahrtausende lang vergeblich zu befreien versucht
hatte. Wie auBerordentlich gro die Widerstiinde waren, die
dabei iiberwunden werden muBten, kénnen wir in der neueren
Mathematik Aufgewachsenen nicht mehr urspriinglich emp-
finden, hochstens reflektierend erkennen. Wir miissen zu
diesemn Zweck an Tatsachen denken wie die, daB ein Mathe-
matiker von der iiberragenden Autoritit eines Gaub aus
Scheu vor dem ,,Geschrei der Bootier die eigenen umstiir-
zenden Ergebnisse iiber das Parallelenaxiom zuriickhielt, daB
es iiber 30 Jahre dauerte, bis in die zweite Halfte der 60er
Jahre des 19. Jahrhunderts, ehe weitere mathematische Kreise
die genialen Leistungen Lobatschefskijs und Bolyais zu be-
achten und zu verstehen anfingen, was besonders den Be-
mithungen von R. Baltzer, J. Hotiel und J. Frischauf zu ver-
danken war,

Nun wurde es klar, warum all die Versuche, das Parallelen-
axiom zu beweisen, nicht hatten zum Ziel fithren kionnen:
Angenommen, das Parallelenaxiom wire aus den iibrigen
Axiomen beweisbar. Dann wiirde es in jeder Geometrie, welche
diese iibrigen Annahmen erfiillt, als eine Folge aus ihnen auch
gelten. Die Nichteuklidische Geometrie ist aber ein Beispiel
einer in sich widerspruchsfreien Geometrie, in welcher zwar die
itbrigen Euklidischen Annahmen gelten, aber nicht die Aus-
sage des Parallelenaxioms. Daher kann das Parallelen-
axiom nicht beweisbar sein. Allerdings wurde diese
innere Widerspruchsfreiheit der Nichteuklidischen Geometrie,
die GauB, Bolyai und Lobatschefskij noch intuitiv angenom-
men hatten, nach einem von E. Beltrami 1868 unter-
nommenen bedeutungsvollen Versuch, erst von Felix Klein
in einer Reihe von Arbeiten, die vom Jahre 1871 an er-
schienen, streng bewiesen.

Damit war der erste groBe Unmoéglichkeitsbeweis in der
Mathematik gefithrt. Jetzt erst wurde es moglich, iiber das,
was Euklid, der Begriinder der Axiomatik, erreicht hatte,
wesentlich hinauszukommen, und in zéher, aber stetig fort-
schreitender Arbeit entstand, die verschiedensten mathe-
matischen Gebiete erhellend, die moderne Axiomatik.

2¢
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Hier mufl noch erwihnt werden, daB der geniale Mathe-
matiker Bernhard Riemann schon 1854 unter ganz neuen
Gesichtspunkten metrische Geometrien aufbaute, die auller
der Euklidischen und der klassischen Nichteuklidischen
Geometrie noch andere, viel allgemeinere Geometrien um-
fassen; ihre Behandlung liegt aber auBerhalb des Rahmens
dieses Biichleins.

II. Abschnitt.

Axiomatik der absoluten Geometrie.
Bedeutung der absoluten Geometrie.

13. Da die Nichteuklidische Geometrie, wie wir wissen, die
simtlichen Euklidischen Annahmen mit Ausnahme des Par-
allelenaxioms verwendet und da (Nr. 5) Euklids Axiomen-
system unvollstindig ist, miissen wir unsere Betrachtungen
iiber Nichteuklidische Geometrie mit der Angabe eines voll-
stindigen Axiomensystems der Euklidischen Geometrie be-
ginnen, Die Aufgabe, die Liicken in Euklids Axiomensystem
auszufiillen, 18t (Nr. 6, SchluB) naturgemiB verschiedene
Losungen zu. In Anlehnung an Euklid hat D. Hilbert
(1862—1943), der bedeutendste Axiomatiker der neueren
Zeit, mit Benutzung mancher fremder, besonders deutscher
und italienischer Ergebnisse in seinen berithmten ,,Grund-
lagen der Geometrie* [6]*) ein Axiomensystem entwickelt;
ihm folgen wir weiterhin, wenn auch mit einigen Abwei-
chungen*¥). Die dabei auftretenden Sitze der Euklidischen
Geometrie werden wir, mit einigen wenigen Ausnahmen,
ohne Beweise anfithren, da deren Ableitungen in die Eukli-
dische Geometrie gehoren, deren Kenntnis wir voraussetzen.

*) lm folgenden kurz zitiert als ,,Grundlagen®.

**y {Jber die Abinderungen und deren Griinde siche R. Baldus,,,Zur Axio-
matik der Geometrie V. Vereinfachung des Hilbertachen Axiomensystems der
Euklidischen Geometrie*, Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wissenschn., Mathem.-
naturw. Abtlg., 1937, 8. 189-228, ferner ders. ,,Uber nicht beweisbare und doch
entbehrliche Axipme*, Mathem. Zeitschr. 44, 1938, 8. 321-329.

Schon frither waren Anderungen vorgenommen worden von A.Rosen-
thal in seiner Abhandlung ,,Vereinfachung des Hilbertschen Systems der
Kongruenzaxiome', Math. Ann. 71, 1911, 8. 257—274.
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David Hilberts ,,Grundlagen** erschienen urspriinglich als Bei-
trag zur Festschrift anliBlich der Enthiiilung des Géttinger Gaufi-
Weber-Denkmales 1899, In Hilberts ,,Grundlagen sind die Beweise
vielfach weggelassen. Weiteres Material, vor allem auch An-
gaben iiber die Literatur zu den von uns im Zusammen-
hang mit der Axiomatik berithrten Fragen, findet man vor allem
in Enriques [4] und Zacharias {15]. Ein von dem hier gewihlten
abweichendes Axiomensystem ist in Schur {12] eingehend be-
handelt, ein weiteres von Bachmann [16].

14. In Nr. 4 hatten wir darauf hingewiesen, daB Euklid
moglichst lange die Zuhilfenahme des Parallelenaxioms ver-
meidet. Wenn wir im folgenden ebenso vorgehen und in
dieser Richtung noch iiber Euklid hinausgehen werden, so
liegt der Grund dafiir nicht in einer Scheu vor dem Parallelen-
axiom, sondern in etwas anderem:

Alle Sitze, die ohne das Parallelenaxiom beweisbar sind,
gelten gleichzeitiz in der Euklidischen und der Nichteukli-
dischen Geometrie, sie gehoren, wie man es seit J. Bolyai
vielfach kurz bezeichnet, der ,,absoluten Geometrie* an.
‘Wenn man, wie wir es tun werden, das Hilbertsche Axiomen-
system der Euklidischen Geometrie so abéindert, da an letz-
ter Stelle das Parallelenaxiom eingefiihrt wird, dann bilden
die mit den vorhergehenden Axiomen ableitbaren Sitze den
Inhalt der absoluten Geometrie und damit den gemeinsamen
Unterban der Euklidischen und der Nichteuklidischen Geo-
metrie. Je nachdem man nun diesen vorhergehenden Axiomen
dag Euklidische Parallelenaxiom oder ein ihm widersprechendes
Parallelenaxiom hinzufiigt, erhdlt man die Euklidische oder
die Nichteuklidische*) Geometrie. Dabei gelten die Sitze, die
man von nun an beweisen kann (zu deren Beweis das hinzu-
gefiigte Axiom notwendig ist), jeweils nur in der einen der
beiden Geometrien, dagegen nicht in der anderen. Damit
treten dann die Gemeinsamkeiten und die Verschiedenheiten
der beiden Geometrien klar und deutlich hervor.

*) Die durchaus berechtigte Frage, ob man nicht das absolute Axiomen-
system in verschiedenen Nichteuklidischen Weisen fortsetzen kénne, werden
wir in Nr. 57 verneinen, indem wir zeigen, dag es nur eine in diesem Sinne Nicht-
euklidische Geometrie gibt. Daher sprechen wir immer von ,,der* und nicht
von ,,einer” Nichteuklidischen Geometrie.
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Formalisierung der Geometrie.

15. Der Beschiftigung mit dem Hilbertschen Axiomen-
system der Euklidischen Geometrie wollen wir einige grund-
satzliche Bemerkungen iiber die moderne Axiomatik der
Geometrie vorausschicken:

Die Frage nach der Berechtigung der Nichteuklidischen
Geometrie 148t sich von zwei Seiten her behandeln, nidmlich
als Frage nach der rein logischen Berechtigung oder als Frage
nach einer nicht allein durch die rein logische Berechtigung
gesicherten Existenz, beispielsweise durch Untersuchung ihrer
Ubereinstimmung mlt der Wirklichkeit oder mit unserer
raumlichen Anschauung. Die auf den zweiten Punkt beziig-
lichen Uberlegungen bis Nr. 119—121 zuriickstellend, wollen
wir uns zunichst ausschlieBlich mit der rein’ loglschen
Seite des Problems beschiftigen.

Hier hat Euklid selbst in seinem axiomatischen Aufbau den
ersten, entscheidenden Schritt getan, indem er (Nr. 3, SchluB)
in den Beweisen unabhingig von der Anschauung, rein logisch
vorgehen wollte. Es ist fiir den rein logischen Standpunkt nur
folgenchtlg, wenn man diese Loslosung von der Anschauung
auch in den Definitionen durchfiithrt, womit die in Nr. 2 ge-
nannten Euklidischen Definitionen der ersten Art (z. B. Def.
I, II, IV) ihre Berechtigung verlieren und entbehrlich
werden.*) Punkte und Gerade sind jetzt lediglich Worte fiir
irgendwelche Dinge, welche nur formallogisch die durech die
Axiome ausgesprochenen Beziehungen erfilllen miissen;
denn hierauf allein kommt es fiir die Beurteilung der Schliis-
sigkeit einer Beweisfithrung an. Da die Geometrie, wie er-
wahnt, ausschlieBlich mit den durch die Axiome ausgedriick-
ten Beziehungen zwischen den mit dem Worte Punkt bezeich-

*) Tannery vertrat schon 1897 die Auffassung, Euklid habe in Wirklich-
keit die geometrischen Grundbegriffe durch seine Axiome oder Postulatc
definiert; nur mit Riicksicht auf den zeitgendssischen Brauch habe er z. B. fiir
die Gerade eine der damals iiblichen Erklirungen gewihlt (vgl, die FuBnote
zu Nr. 2). Damit nahm er die Konzeption der ,,impliziten* oder ,,imma-
nenten’ Definition vorweg, die Hilbert durch seine ,,Grundlagen’ den
Mathematikern nahebrachte, nicht ohne daB es danach noch jahrelanger Dis-
kussion bedurft hitte, bis diese Auffassung ins allgemeine BewuBtsein ein-
drang. (Vgl. Nr. 17.)
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neten (aber nicht iiber die Axiome hinaus beschriebenen)
Dingen rein logisch operiert, k6nnen wir dieses Wort
und die Beziehungen in jeder mit den Axiomen
vertraglichen Art deuten. Jede solche formallogisch
mogliche Deutung des Axiomensystems, auch ,,Darstellung*
genannt, ob sie nun riumlich-anschaulich, z. B. mit der
ublichen Vorstellung der Punkte, oder auf dem Wege iiber
die Zahlen oder sonstwie entsteht, ist jeder anderen logisch
gleichwertig*).

16. Die rdumliche Anschauung ist von groBem Werte
bei der schopferischen axiomatischen Arbeit, indem sie an-
gibt, was axiomatisch gefaBt werden soll, den Weg fiir die ab-
strakte Formulierung der Axiome weist und zu neuen Er-
gebnissen hinleitet. Dessen ungeachtet wird auf sie in der
fertigen axiomatischen Darstellung nirgends Bezug genom-
men, Man konnte vergleichend sagen, die rdumliche An-
schauung sei das Gerust, das beim Bau des axiomatischen
Gebdudes benotigt und nach dessen Fertigstellung als nun-
mehr iiberfliissig abgebrochen wird. Dariiber hinaus ist eine
brauchbare anschauliche Deutung der geometrischen Axiome
fiir den Leser der axiomatischen Darstellung nitig, denn sie
erst fillt die abstrakt-logischen Deduktionen iiber die Mog-
lichkeit der Priifung auf deren logische Richtigkeit hinaus mit
einem Inhalt und macht damit aus einer Menge zwar unan-
fechtbarer, aber scheinbar willkiirlich angehéufter Logik ein
seinem Aufbau und Inhalte nach verstindliches System.
Trotzdem ist bei der rein axiomatischen Behandlung der Geo-
metrie die Unterdriickung jeder Bezugnahme auf die An-
schauung, die logische Formalisierung zuldssig, ja, sie ist bei
Untersuchungen, bei denen es allein auf die rein logischen
Beziehungen ankommt, sogar notwendig; man muB sich
dabei bemiihen, iiberhaupt von jeglicher Deutung abzusehen:
man gewinnt damit das, was als ,,abstrakte Geometrie*
bezeichnet wird**).

*) Die Notwendigkeit dieser Formallsierung findet man beispielsweise bet
K. Boehm, ,,Begriffsbildung’, Karlsruhe 1922, 46 8., nachgewiesen.

*%) Vgl. hierzuauch F. Schur[12], 1. Absatz von Nr. 37, S.106. Weitere hier
einschlagige Bemerkungen findet man in R. Baldus, ,,Mathematik und rdum-
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Es ist ohne weiteres zuzugeben, daB man durch die vollstindige
Formalisierung wichtige erkenntnistheoretische Fragen beiseite
schiebt, beispielsweise solche, die bei Euklids wiederholt erwahnten
Definitionen der 1. Art auftauchen. Andererseits steht aber fest,
daf} es erst durch die einseitige Beschrinkung auf die formallogi-
sche Seite der Angelegenheit mdéglich geworden ist, im rein Lo-
gischen bis in die letzten Znsammenhinge hinein so klar zu sehen,
wie wir es heute tun*).

A. Anordnungsaxiome.

17. Wir wollen uns nun dem in Nr. 13 erwiahnten vollstin-
digen Axiomensystem der Euklidischen Geometrie mit Aus-
nahme des Parallelenaxioms und den daraus folgenden Sétzen
zuwenden, d. h. der absoluten Geometrie, und zwar nach
dem Schlusse von Nr. 4 der absoluten Geometrie der Ebene.

Hilbert baut sein System in 5 Axiomgruppen auf. Dabei
ist die ,,Erklirung* des Wortes ,,Punkt®, die er an die Spitze
stellt, ganz im Sinn unserer Nr. 15 als ,,implizite Defi-
nition* zu verstehen*¥),

Den Axiomen werden wir, wie es iibrigens auch Hilbert tut,
teilweise Figuren beigeben, um sie gemidB unserer Nr.16 ver-
stindlich zu machen und dem Gedéichtnis einzuprigen, wobei
die iibliche, aus der Elementargeometrie bekannte Deutung der
Worte ,,Punkt®, ,zwischen", ,,Punktreihe** (gleichbedeutend
mit ,,Gerade*) usw. zugrunde gelegt wird. Dabei bleibt selbst-
verstdndlich hier iiberall, da uns nur die rein logischen Zusammen-
hinge interessieren, gemdB Nr.15 die Freiheit bestehen, die
Axiome auch in einer von den Figuren abweichenden
Weise oder, wenn man zu vollkommener Abstraktion gelangen
will, gar nicht zu deuten.

liche Anschavung*, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung,
XXX, 1921, 8.1—15. Eine naheliegende, brauchbare, von der {iblichen ab-
weichende Deutung der Axiome der Euklidischen Geometrie findet man z. B.in
R.Baldus, ,,Formalismus und Intuitionismus in der Mathematik*‘, Karlsruhe
1924. 45 S., auf 8. 11 behandelt.

*) Vgl. G. Hessenberg- W. Schwan, Grundlagen der Geometric.
Berlin und Leipzig 1930.

**) Uber die Griinde dafiir, daB im folgenden von Hilberts Fassung abge-
wichen wird, siche dic in Anm. **) zu Nr. 13 genannten Verdffentlichun-
gen. Daselbst ist, bis auf Kleinigkeiten, das hier verwendete Axiomensystem
behandelt; selbstverstindlich sind hier dadurch, daB es sich nach dem Schlusse
von Nr.4 nur um die Geometrie der Ebene handelt, einige Abinderungen
notig geworden.
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1. Erklidrung. Die absolute Geometrie handelt von
cinem System von Dingen, die man ,,Punkte* nennt und
mit groBen lateinischen Buchstaben (z. B. 4, B, C) bezeich-
net. Punkte konnen in einer Beziehung stehen, die durch das
Wort ,,zwischen* bezeichnet wird.

Im folgenden sind unter zwei, drei, . . . Punkten immer zwei,
drei, ... verschiedene Punkte gemeint*). Die Buchstaben
in den Axiomen auftretender Punkte, auf die spéter zuriick-
gegriffen wird, sind durch Uberstreichen hervorgehoben. Diese
Punkte kénnen durch andere ersetzt werden, nur muB das
gleichzeitig in allen Axiomen geschehen, die von ihnen han-
deln**),

A 1. Es gibt drei Punkte B, S, T', die miteinander in keiner
zwischen-Beziehung stehen.

A 2. Zu zwei Punkten 4, B gibt es wenigstens einen dritten
Punkt C derart, daB B zwischen 4 und C liegt, in Zeichen
ABC. (Fig. 1).

A 3. Aus ABC folgt CBA. (Fig. 1).

A 4, Unter drei Punkten gibt es nicht mehr als einen, der
zwischen den beiden anderen liegt.

A b, Liegt einer der Punkte 4, B. C zwischen den beiden
anderen und einer der Punkte 4,
B, D zwischen den beiden ande- 4 B C
ren, dann liegt auch einer der 5
Punkte B, C, D zwischen den Fig. 1
beiden anderen. (Fig. 1). o

9. Erklirung. Sind A, B irgend zwei Punkte, dann bilden
die Punkte 4 und B sowie die Punkte, welche mit 4 und B
in einer zwischen-Beziehung stehen, die ,,Punktreihe AB".
Punktreihen werden auch mit kleinen, lateinischen Buch-
staben bezeichnet.

*) Zwei verschiedeno Buchstaben konnen denselben Punkt bezeichnen, aber
zwel Punkte konnen nicht zusammenfallen, denn dann wiren es eben nicht
zwel Punkte.

**) Es handelt sich also nicht um Punktindividuen, wie in der Arithmetik
um Zahlenindividuen.
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3. Erkldrung. Jedes Paar von Punkten 4, B nennt
man, ohne Riicksicht auf ihre Reihenfolge, ,,Strecke 4B«.
Die Punkte zwischen 4 und B heifen ,Punkte in der
Strecke AB“, A und B heiBen ,Endpunkte der Strecke

AB*; alle iibrigen Punkte
(a) der Punktreihe 4B heiBien
i ,auBerhalb der Strecke
! AB*“ gelegen,

A 6. Sind 4, B, C drei
Punkte, die miteinander
in keiner zwischen-Bezie-
hung stehen, ist D ein
Punkt in der Strecke 4B
und E ein auBerhalb der
Strecke AC  liegender
Punkt der Punktreihe AC,
dann enthilt die Punktreihe DE mindestens einen Punkt
in der Strecke BC (Fig. 2)*).

4, Erklarung. Sind O, 4, B drei Punkte einer Punktreihe,
dann liegen 4 und B ,,auf der gleichen Seite von 0%,
wenn O nicht zwischen 4 und B liegt, ,,auf verschiedenen
Seiten von 0%, wenn AOB gilt. Die Punkte auf der gleichen
Seite von O bilden eine von O ausgehende ,Halbpunkt-
reihe‘; O gehort nicht zu ihr.

5. Erkldrung. Drei Punkte 4, B, C, die miteinander in
keiner zwischen-Beziehung stehen, bestimmen ein ,,Dreieck®,
,AABC*. Die drei Punkte heien dessen ,,Ecken*. Die
Punkte in der Strecke 4B heiBen ,,Punkte in der Seite
AB% oder ,,Punkte in der Gegenseite von C*; diese
Punk’g’e sowie A und B heilen ,,Punkte der Gegenseite
von C*.

6. Erklirung. Es sei ein 44 BC gegeben. Die Punkte der-
jenigen Punktreihen, welche irgendeine Ecke des Dreiecks

und einen Punkt der zugehorigen Gegenseite enthalten, bilden
das ,Punktfeld ABC“.

Fig. 2.

*) Fig. 2 stellt den Fall dar, in dem ,,genau* statt ,,mindestens'* gesagt
werden mu8. In Nr. 18 wird nach c) davon noch die Rede sein. Vgl. auch 24d.
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Die in Nr. 5 erwihnten stillschweigenden Annahmen Euklids
beziehen sich fast alle auf die Anordnungsaxiome; diese Axiome
fehlen bei Euklid vollstindig, eine Liicke, die zwar Gau8 sehon
1832 empfunden hatte*), die aber erst 1882 von M. Pasch aus-
gefiillt worden ist (Nr. 5 und Nr. 6), vor allem durch das ,,Axiom
von Pasch*, das hier durch das speziellere A 6 ersetzt werden
konnte und spéter als Satz (24d) erscheinen wird.

18. Von den Sitzen, die man mit den bisher eingefiihrten
Anordnungs-Axiomen beweisen kann**), seien die folgenden
genannt:

a) Irgend drei Punkte einer Punktreihe stehen in einer
zwischen-Beziehung ; genau einer von ihnen liegt zwischen den
beiden anderen.

b) AuBerhalb jeder Punktreihe gibt es mindestens einen
Punkt,

¢) Eine Punktreihe oder ,,Gerade* ist durch irgend zwei
ihrer Punkte eindeutig bestimmt.

Aus c) folgt fiir A 6 sofort die in Nr. 17 (Fuinote *) vor
der 4. Erklirung)erwihnte Eindeutigkeit des der Punktreihe
DE und der Strecke BC gemeinsamen Punktes.

d) Jede Strecke enthilt eine unendliche Menge von Punk-
ten.

e) Jede Punktreihe (Gerade) enthdlt auferhalb jeder
Strecke noch eine unendliche Menge von Punkten.

f) Es gibt eine unendliche Menge von Punktreihen (Ge-
raden).

Im Anschluf an die 4. Erklirung beweist man nun den
Satz

g) Eine Punktreihe (Gerade) wird durch jeden ihrer Punkte
in zwei Halbpunktreihen oder ,,Halbgerade** zerlegt.

*) Vgl. den Brief von Gau8 an W. Bolyai: C. F. Gau, Werke VIII,
(1900), 8. 222.

**) Die Beweise finden sich in der ersten der beidenin Nr, 13, **) genannten
Abhandlungen; iiberhaupt findet man ebenda noch weitere, im folgenden der
Kiirze halber wcggelassene Beweise von Folgerungen aus dem hier gebrachten
Axiomensystem, so den Nachweis, daB nach Hinzunahme des Euklidischen
Parallelenaxioms alle Axiome des unverianderten Hilbertschen Axiomen-
systems der ,,Grundlagen* folgen.
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So wird z. B. in Fig. 3 vermige g) die Punktreihe a
durch den Punkt O in die Halbpunktreihen O, 4, 4,...
und O, B, B',... zerlegt.

4 4 0 Jeder von O versqhiedene
@~ : 5 —+—  Punkt der Punktreihe liegt
Fie. 3 in einer dieser beiden Halb-

& > punktreihen.

h) a sei eine Punktreihe eines Punktfeldes Dann verteilen
sich die nicht auf a liegenden Punkte des Feldes auf zwei
Punktmengen derart, daB zwei Punkte dann zur gleichen

Menge gehéren wenn zwischen

A ihnen kein Punkt von a liegt,

zu verschiedenen Mengen, wenn

zwischen ihnen ein Punkt von
a liegt.

Zu h) vgl. Fig. 4, in der 4

\ und B zu verschiedenen Punkt-
B mengen gehoren, da P zwischen
A und B liegt, dagegen 4 und

A’ zur gleichen Menge*).

B. Dimensionsaxiom

19. Fiir die ebene Geometrie enthilt diese Axiomgruppe nur
ein Axiom, ndmlich o

B. Jeder Punkt gehirt zum Punktfeld RST.

Es gibt demnach nur ein Punktfeld; daher kann weiterhin
das Punktfeld RST kiirzer als ,,das Punktfeld** bezeichnet
werden. Die beiden Punktmengen von Satz 18h nennt man
,,Halbfelder, das ist der Inhalt der

7. Erklirung, Eine Punktreihe zerlegt das Punktfeld in
zwei ,,Halbfelder*. Die Punktreihe gehért zu keinem dieser
Halbfelder.

Statt Punktfeld und Halbfeld sagt man auch ,,Ebene‘* und
,,Halbebene‘“.

*) Beweise der Sidtze g und h stehen schon in der Arbeit von G. Feigl
,, Uber die elementaren Anordnungssitze der Geometrie*. Jahresber. d. D.
Math.-Vereinig. 83, 1924, S. 2—24.
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C. Kongruenzaxiome.

20. Wihrend die bisherigen Axiome reine Lagenaussagen
enthielten, werden in den nun folgenden Kongruenzaxiomen
Gleichheitsbeziehungen zwischen Strecken, dann zwischen
Winkeln eingefiihrt.

8. Erklirung. Strecken kinnen in einer Beziehung stehen,
die durch das Wort ,kongruent* bezeichnet wird.*)

C 1. Ist eine Strecke AB gegeben, ferner ein Punkt A',
dann kann man in jeder Punktreihe, zu der 4’ gehort, min-
destens zwei Punkte B’, B; derart angeben**), da} B’A4’Bj
gilt und daB die Strecke AB den Strecken A'B’ und A4’'B;
kongruent ist, in Zeichen***) AB = A'B’, AB = A'B;.

Davon, daB statt des in diesem Axiom geforderten ,,minde-
stens‘* das Wort ,,genau* gilt, wird noch in Nr. 22a die Rede sein.
Da AB und BA nach der 3. Erklirung in Nr. 17 dieselbe Strecke
bezeichnen, gelten zufolge Axiom
C 1 auch die Beziehungen B4 =
4’'B’, AB = B'A’, BA = B'4d’ , 4 B
und die entsprechenden, wenn
man B’; an die Stelle von B’ setzt.
Da ferner C1 die Forderung ent-

hilt, da B’A’B’, gilt, folgt ge- 7 e B
mif der 4. Erklirung (Nr. 17) :
aus C1 auch, daf in Fig. 5, wenn Fig. 5.

AB, a’, A’ und die eine Seite von
A’ gegeben ist, der Punkt B’ (nach 22a cindeutig) bestimmt ist,
wenn er auf dieser Seite liegen soll.
C2 Aus A’'B'= ABund A”"B"= ABfolgt A'B'= A"B".
Daraus ergibt sich, daf jede Strecke sich selbst kongruent ist,
d. h. die Streckenkongruenz ist eine reflexive Beziehung. Ferner
ist zu schliefen, daB diese Beziehung symmetrisch ist, d. h. aus
AB= A’'B folgt A’B’= AB, so daB man sagen kann: ,,Zwei
Strecken sind einander kongruent*’. Endlich folgt, daB die Strecken-

*) Esist nach dem in Nr. 15 und 16 Gesagten fast iiberfliissig, zu bemerken,
daB der Begriff der Kongruenz durch die folgenden Axiome C1 bis Cé
implizit definiert wird.

*%) Ob A’ inder Punktreihe A B liegt oder nicht, ob die Punktreihe A’ B’ dieselbe
st wie dle Punktrelhe 4 B oder nicht, ist dabei gleichgiiltig.
**%) J. Bolyai hat dieses Zeichen fiir die Kongruenz aus der GauBschen Zahlen-
theorie in die Geometrie Gbernommen.



30 II. Axiomatik der absoluten Geometrie

kongruenz auch transitiv ist, d. h. aus AB= CD, CD = EF
ergibt sich AB== EF. Die Streckenkongruenz ist also eine
»Aquivalenz- oder Gleichheitsbeziehung*.

A B ¢ C 8. Ist B Punkt einer
a Strecke AC und B’ Punkt
einer Strecke A’C’, ist iiber-

/O//Af,/’ dies AB = A’'B’ sowie BC =

d—5 B B'C’, dann ist AC = A'C".
Fig. 6. (Fig. 6).

21. Es wird nun zunichst der Begriff des Winkels einge-

fithrt; die beiden nichsten Axiome  handeln dann von der
Kongruenz von Winkeln.

9. Erklirung. Jedes Paar von einem Punkt O
ausgehender Halbpunktreihen h, %, die nicht zu derselben
Punktreihe gehdoren (Fig. 7), nennt man, ohne Riicksicht

Fig. 7. Fig. 8.

auf ihre Reihenfolge, ,,Winkel“ und bezeichnet es mit
L (Bk) oder ,<x (k, ). hund k heiBen die ,,Schenkel®
des Winkels, O heiBt dessen ,,Scheitel®. Ist 4 ein Punkt
von h und B ein Punkt von k*), dann bezeichnet man den
Winkel mit <t AOB*“ oder ,,<r BOA".

Sind 4 und k die Punktreihen, deren Halbpunktreihen %
und % sind (Fig. 8), dann bildet die Gesamtheit der Punkt-,

die zugleich demselben von % begrenzten Halbfelde wie

*) 4 und B sind nach der 4. Erklirung (Nr.17) von O verschieden.
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die Punkte von & und demselben von k begrenzten Halbfelde
wie die Punkte von % angehéren, das ,,Innere* des Winkels.
Die iibrigen von O verschiedenen und nicht zu & oder % ge-
horenden Punkte bilden das ,,AuBere‘ des Winkels.

Nach dieser Erkldrung gibt es nur hohle Winkel, keino ge-
streckten oder erhabenen., Zwischen zwei Punkten des Winkelin-
neren liegt kein Punkt eines Winkelschenkels,

a) Enthilt eine Gerade den Scheitel O eines <t AOB und
einen Punkt des Winkelinneren, dann trifft sie die Strecke
AB*).

10. Erklarung. Winkel kénnen in einer Beziehung stehen,
die durch das Wort ,kongruent® bezeichnet wird.

C 4. Es sei < (h, k) gegeben sowie eines der beiden Halb-
felder &, in die eine gegebene Punktreihe o’ das Punktfeld
zerlegt; A’ sei eine Halbpunktreihe von o' (Fig. 9). Dann gibt
es genau eine Halbpunktreihe ¥’ so, daB < (b, %) dem <t (',
k') kongruent ist und zugleich ein Punkt von k' zu o’ gehort,
in Zeichen <X (A, kY=< (W, k).

Cb. X (hk)y=<x(hk)

Unter Verwendung der vor der h
10. Erkldrung erwahnten Tatsache
beweist man nun leicht, daB jeder
Punkt des Winkelinneren von
<X (W, k') zu o’ gehort.

22. Das nun folgende letzte
Kongruenzaxiom schligt die Briik-
ke zwischen der Strecken- und
der Winkelkongruenz. Es lautet
(Fig. 10):

B B

A A’
B Fig. 10.
*) Bewels mittels A 6 (Nr. 17).
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C 6. Es seien A4BC und AA’B'C’ mit den Kongruenzen
AB = A'B', AC = A'C’, < BAC = < B'A’C’ gegeben,
dann ist auch <¢ ABC = < A'B'C'.

Durchdas Axiom C1 (Nr. 20)ist die Existenz mindestens
zweier Punkte B’, B; mit den dort verlangten Eigenschaften
gefordert; aus den iibrigen Kongruenzaxiomen folgt nun
der Satz

a) Es gibt unter den Voraussetzungen des Axioms C 1
immer genau zwei Punkte, die dieses Axiom erfiillen.

C 6 zeigt, daB nicht zwischen gleichsinniger und gegensinniger
(spiegelbildlicher) Kongruenz unterschieden wird. Durch die
Kongruenzaxiome sind diejenigen Beziehungen gefafit, welche
dem Euklidischen Bewegungsbegriff*) zugrunde liegen. Man
kann nun davon sprechen, da man eine Strecke auf eine Gerade
nlegt®, einen Winkel an eine Gerade ,,anlegt* usw., um die
durch die Kongruenzaxiome fgewihrleistete kongruente Uber-
tragung kurz zu kennzeichnen.

Unter Bezugnahme auf Nr. 15 und den Absatz vor der 1. Erkli-
rung in Nr. 17 sei nochmals darauf hingewiesen, da vom Stand-
punkte der rein formalen Logik aus auch das Wort ,, kongruent* in
von der iiblichen Weise durchaus abweichendem Sinne gedeutet

werden kann, wenn nur die for-

4 B _C g male Ubereinstimmung mit den

) Axiomen erhalten bleibt. Gerade
die eigentiimliche Deutung des

c

a A’ Wortes ,kongruent‘* wird uns
c B spiter den Schliissel zur Nicht-
) euklidischen Geometrie in die

Fig. 11. Hand geben (Nr. 411f., 491f.).

Als wichtige Folgerung aus bisherigen Axiomen und dem
Satz 22 a ergibt sich nun der Satz

b) Auf einer Geraden g liege der Punkt B zwischen
den Punkten 4 und C (Fig 11). Auf einer von einem Punkt 4’
begrenzten Halbgeraden o’ (die auf oder auBerhalb ¢ liegen
kann) bestimme man die Punkte B’ und €’ so, daB 4'B" = AB
ist und A’C’ = AC. Dann liegt auch B zwischen 4’
und C'.

*) Zu den ,,Bewegungen* sind noch die ,, Umlegungen* hinzuzuneh-
men, welche die Figuren in gegensinnig kongruente verwandeln.
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Beweis: Nach den Sitzen 18g und 22a kann man (Fig. 11)
einen einzigen Punkt C’* auf a’ so bestimmen, daf B’ zwischen
A’ und C” liegt und dall B’C” = BC ist. Damn ist nach Axiom
C 3 auch A’'C” = AC, und da auch A’C’ = AC vorausgesetzt ist,
folgt aus Satz 22a, daB €’ mit dem soeben angegebenen Punkte C”
zusammenfillt, d. h, daB B’ auch zwischen 4’ und C’ liegt.

Folgerungen aus den Axiomgruppen A—C.

23. Mit den Axiomen der bisher genannten drei Gruppen
(Anordnung, Verkniipfung, Kongruenz) kann man viele be-
kannte Sitze der Euklidischen und damit auch der abso-
luten Geometrie in bekannter Art beweisen. Einige von ihnen
seien genannt, wobei in deren Formulierung in der iiblichen
Weise statt ,kongruent* vielfach ,,gleich® gesagt wird:

a) 1. Kongruenzsatz fir Dreiecke: Wenn fiir zwei
Dreiecke ABC und A’'B'C’ die Kongruenzen 4B = A’'B’,
AC = A'C", ¢ A=< A’ gelten, so sind die beiden Drei-
ecke kongruent, d. h. es ist auch BC = B'C’, & B= < B,
< C =< C'. (Beweis in den ,,Grundlagen‘.)

b) Man kann jede Strecke und jeden Winkel in eindeutiger
Weise halbieren,

¢) Es gibt Winkel, welche einem ihrer Nebenwinkel gleich
sind.

11. Erklirung. Ein Winkel, der einem seiner Nebenwinkel
kongruent ist, heiBit ein ,rechter Winkel“.*)

d) Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel
gleich, die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze ist die
Mittelsenkrechte der Basis.

e) Ist P ein Punkt und ¢ eine ihn nicht enthaltende Gerade,
dann gibt es durch P genau eine Gerade, die ¢ trifft und
zn g senkrecht steht.

f) Es gibt in jedem Punkt einer Geraden genau ein Lot zu
dieser Geraden.

g) Sind A und B zwei Punkte, dann haben alle und nur die
Punkte der Mittelsenkrechten zu AB von den beiden Punkten
gleiche Abstinde.

*) Die Erklirungen fiir die Worte ,,Senkrechtstehen', ,, Mittelsenkrechte*,

»» Nebenwinkel', ,,Scheitelwinkel* und dhnliche bekannte Bezeichnungen haben
wir der Kiirze halber weggelassen.

Baldus, Nichteuklidische Geometrie. 3
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h) 3. Kongruenzsatz: Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn die Seiten des einen den Seiten des anderen kongruent
sind.

i) Zu gleichen Winkeln gehoren gleiche Nebenwinkel.

j) Scheitelwinkel sind einander gleich.

k) Die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel stehen auf-
einander senkrecht.

Auch die bekannten Umkehrungen von Satz d) kann man leicht
beweisen. In den ,,Grundlagen* wird gezeigt, daB man mit den
Axiomen der Gruppen A — C auch den Satz beweisen kann, daf
alle rechten Winkel gleich sind; durch diese Axiome wird
daher das Euklidische IV. Postulat iiberfliissig. Da, wie wir schon
bemerkten (Nr.6, Schlufl), die Erginzung des unvollstindigen
Euklidischen Axiomensystems nicht eindeutig bestimmt ist, kann
man Euklid auch in anderer Weise als Hilbert und dann mog-
licherweise so vervollstindigen, daB Euklids IV. Postulat als
Axiom bestehen bleibt.

P Der Beweis des wichtigen Satzes

23e mufl, wovon am Schlusse von

Nr. 27 noch zu sprechen sein wird,
anders als bei Enklid gefithrt wer-
den, etwa in der folgenden Weise:
Der Punkt P liege nicht auf der
Geraden g, ferner sei D ein Punkt
von ¢ und a der Winkel mit PD
und der einen von D ausgehenden
Halbgeraden von ¢ als Schen-
keln (Fig. 12). Nach C 4 gibt es nur
. einen & a, = < a so0,dafl aund a,
Q auf verschiedenen Seiten von g
. liegen und den Schenkel auf g ge-
Yig. 12. meinsam haben. Nach Satz 22a ist

auf dem anderen Schenkel von @, durch D@ = DP ein Punkt ¢ be-
stimmt. Die Strecke P@) trifft ¢ vermoge Satz 18h in einem Punkte
C.*) Nach dem 1. Kongruenzsatz ist A PDC = A @DC, daher
<& PCD = < QCD, und diese Winkel sind rechte Winkel (11. Erkla-
rung), d. h, PC ist ein Lot von P auf g. Es ist auch das einzige,
denn wiren PA und PC Lote auf g (man bat dieFig. 12
noch einmal entstehend zu denken), dann konnte man nach A 2

*) Fillt (Fig. 12) in ¢ Punkt C auf dle andere Seite von D, dann zieht man
Satz 23, i heran.

R

a
DX
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auf g einen Punkt D auBerhalb der Strecke AC annehmen. Machte
man nun X a, = <Xa, DQ = DP, dann wire nachC 6 <t DCQ =
< DCP, daher lige nach der 11. Erkl. und wegen der Gleichheit
aller rechten Winkel der Punkt @ auf der Verlingerung von PC.
Ebenso miiBte aber @ auf der Verlingerung von PA liegen, die
beiden Lote wiirden auf zwei Geraden liegen, die im Widerspruch
mit Satz 18 ¢ die beiden Punkte P und ¢ gemeinsam hitten.

Den Satz 23f beweist man einfach dadurch, daf man ein ge-
zeichnetes gleichschenkeliges Dreieck mit der Basis auf die Ge-
rade und mit dem Basismittelpunkt auf den gegebenen Punkt
gelegt denkt.

Alles von der Streckenkongruenz in Nr. 20 nach C 2 vor C 3
Gesagte gilt auch von der Winkelkongruenz, wie aus C5 und
23h zu schliefen ist.

24, Unter den weiteren mit den Axiomen A—C beweis-
baren Sitzen kommen fiir uns vor allem auch die folgenden
in Betracht:

Fig. 13.

a) Bilden zwei verschiedene Gerade mit einer dritten Ge-
raden gleiche Wechselwinkel, dann haben sie keinen Punkt
gemeinsam,

Hier ein Beweis dieses Satzes: ¢ und a’ schneiden ¢ in 4 und
A’ (Fig. 13) unter gleichen Wechselwinkeln. Sind dies rechte
Winkel, dann folgt der zu beweisende Satz unmittelbar aus 23 e.
Die Wechselwinkel seien nun keine rechten Winkel, Dann nehinen
wir an, @ und &’ hitten einen Schnittpunkt S. Man kénnte dann
AA’ in H halbieren (23 b} und das Lot H#5 auf a fillen (28 el

3.
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Weiterhin konnte man A4’B’ = 48 machen (22a), dann wire
nach Axiom CO6 < B’ = <¢ I3 cin rechter Winkel und < AHB
= J A’HB’. Zufolge 23 und C 4 wiren diese beiden letzten
Winkel Scheitelwinkel, daher ligen die Punkte B, H, B’ in einer
Geraden, zu welcher es im Widerspruch mit 23 ¢ ans § die zwei
Lote SB und SB’ gibe.

12. Erklirung. Zwei Punktreihen, die keinen Punkt ge-
meinsam haben, nennt man ,,parallel®.

Ein oft benétigter Spezialfall des Satzes a), den man auch
unmittelbar aus 23 e folgern kann, ist der Satz

b) Stehen zwei Gerade auf einer dritten senkrecht, dann
sind sie parallel.

Die fiir uns wichtigste Folgerung aus dem Satz a) lautet

¢) Es gibt zu jeder Geraden durch jeden nicht

auf ihr liegenden Punkt
A mindestens eine Parallele.

Beweis (Fig. 14): Ist a’ die
Gerade, 4 der Punkt, dann wahlt
man 4’ auf a’ beliebig und macht

, nach C 4 die in der Figur gleich

P1 bezeichneten Wechselwinkel gleich.

Fig 14. Dann sind nach dem Satz a) die
Geraden a und a’ parallel.

Das Wort ,,mindestens'* in diesem Satze c) ist deshalb nétig,
weil man aus den Axiomgruppen A—C allein nicht beweisen kann,
dafl die Gerade a unabhingig von der Wahl des Punktes A4’ ist.

Da demnach aus den Axiomgruppen A—C die Existenz der
Parallelen folgt, miiBte eine Geometrie, in der es auch
nur zu einer einzigen Geraden durch einen einzigen
Punkt keine Parallele gdbe, im Widerspruch mit
mindestens einem Axiome dieser drei ersten Grup-
pen stehen.

Als weiterer beweisbarer Satz sei noch der folgende genannt:

d) Trifft einc Gerade die Seite AB eines A ABC und keine
von dessen Ecken, dann trifft sie auch noch genau eine weitere
Dreieckseite*). (Vgl. @ und (@) in Fig. 2, Nr.17, sowie die
Bemerkung am Schluf von Nr.17.)

*) Bewels (nur mittcls der Axiomgruppe A) in der ersten der in Anm, **)
zu Nr. 13 genannten Abhandlungen, S. 217—218. Man beachte, daB 244 in-
haltlich itber dic aus Satz 18c¢ fiir A 6 gezogene Folgerung hinausgeht.
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25. Die Beziehungen ,,gréBer und ,kleiner* bei Strecken
faBt man durch die

13. Erkldrung. Sind AB und A’B’ zwei Strecken und
kann man einen Punkt C in AB so angeben, daf AC = A'B’
ist, dann nennt man A4’'B’ kleiner als AB, AB griBer
als A’B’, in Zeichen A’'B' << AB, AB> A'B’.

Aus Satz 22 b folgt nun sofort der Satz

a) Von zwei nicht kongruenten Strecken ist eine bestimmte
kleiner als die andere.

Entsprechendes findet man fiir Winkel an Hand der

14. Erklarung. Sind < (e, b) und <t (@', ) zwei Winkel
und kann man eine vom Scheitel von < (a, b) innerhalb des
Wlnkels ausgehende Halbgerade ¢ so angeben, daB < (a, ¢)

b’) ist, dann nennt man <t (¢',b") kleiner als

{ (a ) @: (a,b) graBer als < (o', b").

In diesen Definitionen von gré8er und kleiner steckt das Eu-
klidische Axiom VIII fiir Strecken- und Winkelgrofen.

26. Hieran anschlieBend beweist man die bekannten Sitze

a) Jeder Auflenwinkel eines Dreiecks ist grofer als jeder
ihm nicht benachbarte Innenwinkel*).

b) Im Dreieck kann hochstens ein Winkel nicht spitz sein.

¢) Im spitzwinkligen Dreieck liegt jede Hohe innerhalb

des Dreiecks, im nicht spitzwinkligen die vom groften Win-
kel ausgehende,

d) 2. Kongruenzsatz: Zwei Dreiecke ABC und A'B'C’
sind kongruent, wenn AB = A’'B’ ist, X A=< 4 und
weiterhin entweder ¢ B= < B’ oder L C =< (.

e) Sind a, b zwei sich schneidende Gerade und h, k die Hal-
bierungslinien der vier durch a und b bestimmten Winkel,
dann haben alle und nur die Punkte der Geraden A und %
gleiche Abstinde von @ und .

f) Die drei Halbierungslinien der Winkel eines Dreiecks
schneiden sich in einem Punkt innerhalb des Dreiecks.

*) Auf diesemn Satze baut Euklid in den Elementen I, 26 den Beweis {ir
die Existenz von Parallelen auf.
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g) Im Dreieck liegt der groBeren von zwei Seiten der grifere
Winkel gegeniiber und dem grioBeren von zwei Winkeln die
grofere Seite,

h) Die Summe von zwei Dreiecksseiten ist groBer als die
dritte Seite (,,Dreiecksungleichung).

i) 4. Kongruenzsatz: Zwei Dreiecke ABC und A'B'C’
sind kongruent, wenn AB = A'B’ ist, BC = B'C’, < C
=<0 und 4B > BC.

Aus g) folgt, daB im rechtwinkligen Dreieckk die Hypotenuse
groBer ist als jede Kathete, nach i) sind zwei rechtwinklige Drei-
ecke, die in der Hypotenuse und einer Kathete iibereinstimmen,
kongruent.

j) Ist A ein Punkt, g eine ihn nicht enthaltende Gerade und
G der FuBpunkt des von A auf ¢ gefillten Lotes (23 e), dann
ist AG die kiirzeste Strecke mit dem einen Endpunkt 4 und
dem anderen Endpunkt auf g.

k) Haben 4, g, G die Bedeutung des vorigen Satzes und
gind P und @ zwei weitere Punkte von g, wobei GP > GQ
ist dann ist auch AP > AQ.

Bei Euklid treten nur die drei ersten Kongruenzsitze auf, und
zwar im ersten Buch der Elemente, der 1. Kongruenzsatz als
Satz 4, der 3. als Satz 8 und der 2. als Satz 26. Der 4. Kongruenz-
satz ist zum erstenmal im Jahre 1750 ausgesprochen worden (vgl
Tropfke [14], S.99).

Einige Siitze iiber den Kreis.

27. Man definiert nun nach Hilbert den Kreis durch die

15. Erkliarung. Ist M ein beliebiger Punkt, so heiBt die
Gesamtheit derjenigen Punkte A4;, fiir welche die Strecken
M A; einander kongruent sind, ein ,,Kreis*; M heilt der
Mittelpunkt des Kreises, die Strecken MA4; heiflen Halb-
messer des Kreises.

Aus den Axiomgruppen A—C ergeben sich unter anderem
folgende Sitze iiber den Kreis:

a) Im Kreise gehoren zu gleichen Zentriwinkeln gleiche
Sehnen und zu gleichen Sehnen gleiche Zentriwinkel.
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b) Eine Gerade trifft einen Kreis hochstens in zwei Punkten.

c) Ist A ein Punkt eines Kreises mit dem Mittelpunkt M,
dann trifft jede Gerade durch 4, die nicht zu AM senkrecht
steht, den Kreis in genau einem weiteren Punkte, wihrend
die in A zu AM senkrechte Gerade den Kreis nicht mehr trifft.
Diese letztere Gerade heiBt Tangente des Kreisesin 4 und A
ihr Berithrpunkt.

d) Durch jeden vom Beriihrpunkte verschiedenen Punkt
einer Kreistangente kann man noch genau eine weitere
Tangente an den Kreis legen.

e) Ist P ein Punkt, durch den zwei Tangenten an einen Kreis
mit dem Mittelpunkt M gehen und sind 4, und A, deren Be-
rithrpunkte, dann ist PA, = P4, und < 4, PM = < 4,PM.

f) Zu jedem Dreieck gehért genau ein Kreis, dessen Mittel-
punkt im Innern des Dreiecks liegt und der die Dreieckseiten
zu Tangenten hat, der Inkreis des Dreiecks.

g) Zwei Kreise konnen héchstens zwei Punkte gemeinsam
haben, ihre Mittelpunkte liegen dann auf der Mittelsenk-
rechten zu der durch diese beiden Punkte begrenzten Strecke.

h) Haben zwei Kreise genau einen Punkt gemeinsam, dann
haben sie in ihm die Tangente gemeinsam.

16. Erklarung. Ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und
einem Halbmesser MA gegeben, dann bilden diejenigen
Punkte B;, fiir welche MB; << MA ist, das ,,Innere* des
Kreises, diejenigen Punkte, fiir welche MB; > MA ist, das
~AubBere des Kreises.

Zu Satz 23e sei nachtriglich bemerkt, daf bei Euklid I, 12 das
Lot aus einem Punkte P auf eine Gerade g (Fig. 15) in der Weise
konstruiert wird, daB man auf der
von P abgewendeten Seite von g P
einen Punkt X annimmt, um P den
Kreis durch K beschreibt und die
von den Schnittpunkten dieses
Kreises mit g begrenzte Strecke AB
in L halbiert. PL ist dann das ge- I
suchte Lot. Dabei wird stillschwei- ¢ P~
gend vorausgesetzt, daB g diesen 4 X B
Kreis schneidet. Tatsdchlich kann Fig, 15.
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man bei ausschlieblicher Verwendung der Axiomgruppen A—C
diese Annahme Euklids, daB eine Gerade, die einen Punkt
innerhalb eines Kreises enthilt, den Kreis trifft, nicht
beweisen*). Er hitte diese Klippe gemaf 27¢ umsteuern kénnen,
wenn er K auf ¢ angenommen hatte.

Euklid definiert in der Def. XV des ersten Buches den Kreis
folgendermaBen: ,,Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen
Linie eingeschlossene Figur, bei der die Strecken, die sich nach
ihr von einem gewissen Punkt innerhalb der Figur erstrecken,
alle einander gleich sind“. Man konnte diese Definition so auf-
fassen, daB darin die Tatsache ausgesprochen ist, daB der Kreis
die Ebenc in zwei Gebiete teilt, und dann wiirde der angegebene
Satz aus der Definition des Kreises folgen. Diese Definition hitte
aber dann den Mangel, daB sie nicht, wie die Hilbertschen Er-
klirungen, nur schon bekannte Eigenschaften verwendet und
neue Bezeichnungen einfithrt, sondern daB sie, was nur die
Axiome tun sollen, neue Eigenschaften einfithrt. Deshalb wech-
seln auch bei Hilbert Erklirungen und Axiome miteinander ab.

D. Axiome des Messens.

28. In Hilberts ,,Grundlagen* folgt auf die Axiome der Kon-
gruenz als einziges der Gruppe IV das Axiom der Parallelen. Es
schlieBen sich in der Axiomgruppe V die Axiome der Stetigkeit an,
niamlich das Archimedische Axiom V, 1 und das Vollstindigkeits-
axiom V, 2. Damit ist Hilberts Axiomensystem abgeschlossen.
Da unser Ziel zufolge Nr. 14 ein Axiomensystem der absoluten
Geometrie ist, werden wir von den ,,Grundlagen* im folgenden
noch in einigen Punkten abweichen: Das Euklidische Parallelen-
axiom schieben wir an das Ende des Axiomensystems der Eukli-
dischen Geometrie. Bei uns folgen nun in der Axiomgruppe D
zwel ,,Axiome des Messens*; D entspricht daher Hilberts Axiom-
gruppe V. Unser D 1 ist eine spezielle Form des sogenannten
,,Archimedischen Axioms*, wihrend an Stelle von Hilberts
Vollstindigkeitsaxiom**) als unser Axiom D 2 eine besondere
Fassung eines von G. Cantor stammenden Axioms tritt. Damit
ist dann das Axiomensystem der absoluten Geometrie abge-
schlossen, ihm kann spiter zur Gewinnung der Euklidischen Geo-
metrie das Euklidische Parallelenaxiom angefiigt werden. Dies
liefert folgende Fortsetzung unseres Axiomensystems:

*) Vgl hierzu Enriques [5], S. 141.
**) Von diesem wird noch am Schlu8 von Nr. 36 die Rede sein.
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D 1. Es gibt eine Strecke AB einer Punktreihe ¢ von fol-
gender Art (Fig. 16): A, sei ein beliebiger Punkt in der Strecke ;
in a gibt es dann »—1 Punkte 4,, 4,,..., 4a, so daB die
Strecken AA,, A)4,,..., An— A4, einander kongruent sind
und B zwischen Aa—; und A4, liegt.

‘Wir wollen den Sachverhalt von D 1 kurz durch den Aus-
druck ,,die Strecke A4, und die Strecke 4B verhalten sich
zueinander Archimedisch* bezeichnen.

—h 4 4

Fig. 186,

Aus D1 und den Axiomgruppen A—C laBt sich dann
folgern:

a) Jeder Winkel verhilt sich zu jedem anderen Archi-
medisch.

Daraus kann man dann, vor allem mittels der Kongruenz-
axiome, beweisen:

b) Jede Strecke verhilt sich zu jeder anderen Archime-
disch*).

Die Bezeichnung ,,Archimedisches Axiom* fiir den Sach-
verhalt 28b (oder fiir den spezielleren D 1)ist, historisch betrachtet,
nicht korrekt, da dieses Axiom jedenfalls schon auf Eudoxus
zuriickgeht. Es wird deshalb in der neueren Literatur auch als
Axiom des Eudoxus bezeichnet (z. B. in Zacharias [15]). Wir
bleiben bei der in der Literatur viel hiufiger auftretenden Bezeich-
nung des Axioms als Archimedisches Axiom, die sich auch bei
Hilbert und seiner Schule findet. Wenn man, wie in Nr. 25, die
Bezeichnung kleiner und gréfer fiir Strecken schon eingefithrt hat,
dann kann man das Archimedische Axiom kiirzer so aussprechen:
Es gibt eine Strecke, zu der von jeder Teilstrecke ein
Vielfaches existiert, das gréfer ist als jene. Bei Euklid
tritt das Archimedische Axiom versteckt in der Def. IV des 5.
Buches auf: ,,Ein Verhiltnis zueinander haben GroBen, welche
vervielfiltigt einander iibertreffen konnen'. Dazu ist grundsatzlich
dasselbe zu bemerken wie zur Euklidischen Def. XV des Kreises
am Schluf unserer Nr. 27.

*) Die Sitze a) und b) sind bewiesen bei R. Baldus, ,,Zur Axiomatik der
Geometrie IIT. Uber das Archimedische und das Cantorsche Axiom*, Sitzungs-
berichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, 1930, 12 8, (Dort ist
die letzte Anm. zu streichen.)
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29, Das Archimedische Axiom (D 1) ermédglicht durch den
Satz 28 b die Messung der Strecken, und zwar in der Weise,
daf man zunichst einer speziellen, willkiirlichen
Strecke die Linge 1 gibt; sie heit die ,,Einheits-
strecke. Nun kann man jeder Strecke eindeutig eine
positive (rationale oder irrationale) Lénge zuordnen, wenn
man folgende Festsetzungen macht:

a) Kongruente Strecken haben dieselbe Linge;

b) Ist B ein Punkt einer Strecke AC und haben 4B und
BC die Léngen a und b, dann hat AC die Lénge a 4 b.

Hieraus folgt zuniichst, dafl der Halbierungspunkt H einer Ein-
heitsstrecke ADB die Strecken AH und HB mit den Lingen !/,
liefert, deren Halbierungspunkte Strecken mit den Lingen 1/, usf.
Durch solches fortgesetzte Halbieren, durch das demnach die
Linge wegen hm (%)m = 0 schlieBlich beliebig klein wird, 1a8¢

sich jede Strecke klemer als eine willkiirlich vorgegebene Strecke
machen; das ist eine Folge des Archimedischen Axioms, es ergibt
sich durch eine naheliegende indirekte SchluBweise aus 28b.

Wie man die Zuordnung der Langen zu den Strecken bestimmen
kann, zeigt das Beispiel der Fig. 17 fiir die Strecke AP: 44, habe
die Linge 1. Dann hat bei Anwendung des Archimedischen Axioms
die Strecke 44,,_, nach den Festsetzungen a) und b) die Linge
n—1, die Strecke 44,, die Linge », und fiir die Linge p von AP
ergibt sich daraus zufolge b) ein 1. Naherungswert n — 1 << p, < n;
nun halbiert man 4,,_,4,, in H, und erhilt einen 2. Niherungswert
n— 4 <p, < n, man halbiert H,4, in H, und erhilt als 3. Nihe-
rungswert n— ¥ < py <<n — 3+ usw. In dieser Weise wird p in
immer engere Grenzen eingeschlossen, und p 1a8t sich, anuch wenn
das Verfahren nicht durch Zusammenfallen eines der Halbierungs-
punkte mit P abbrechen sollte, mit jeder vorgegebenen Genauigkeit
angeben.

4 4, 4, 4, P 4,
' ) HtH
IHSZ

Fig. 17.

Man kann bekanntlich statt des gebriduchlichen dekadischen
Systems auch andere Zahlensysteme einfithren, z. B. das dya-
dische System. In diesem braucht man zur Darstellung jeder
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Zahl nur die Ziffern 1 und 0. Beispielsweise wire die Zahl
des dekadischen Systems 11 =1-23 +0.22 4-1.214-1.20 im
dyadischen System dargestellt durch 1011. An die Stelle der
Dezimalbriiche treten im dyadischen System Dualbriiche, wo-
bei, wie im dekadischen System, jede rationale Zahl durch einen
abbrechenden oder periodischen Dualbruch dargestellt wird, jede
Irrationalzahl durch einen unendlichen, nicht periodischen Dual-
bruch. Dem Dezimalbruch 0,3 z. B. entspricht der Dualbruch
0,01001 1001 1001 ... Das Verfahren der Fig. 17 liefert nun, wie
man sofort erkennt, die Lénge von 4,,_, P als Dualbruch 0, d,d,d,d,
..., wobei d, = 1 ist, wenn H, links von P liegt, dagegen d, = 0,
wenn H, rechts von P liegt. Fillt H, auf P, dann bricht der Dual-
brueh mit der Stelle d, = 1 ab. In unseier Fignr wiirde der Dual-
bruch fiir 4,,_, P mit 0,100 . ... beginnen.

Das Archimedische Axiom (D 1) ordnet in der soeben be-
handelten Weise jeder Strecke eindeutig eine positive Léinge
zu; man kann daraus aber nicht schliefen, daB auch jede
positive (rationale oder irrationale) Zahl als Streckenlinge
auftritt.

Fithrt man die den Festsetzungen a) und b) entsprechenden
Bestimmungen fiir Winkel ein, dann folgen vermige 28 a die
dem vorigen Absatz entsprechenden Tatsachen auch fiir die
Winkelmessung.

30. Wir kommen zum zweiten Axiom des Messens, nach dem
ersten Absatze von Nr. 28 einer speziellen Form des Cantor-
schen Axioms:

D 2. Es gibt eine Strecke A,B, folgender Art: 4,B,,
y=2,3,...seieine Folge von Strecken derart, daB die End-
punkte der »-ten Strecke in der (y-1)-ten liegen*) und daB es

4, "‘12 4, 4,4, X

8, B, By B, B,
Fig. 18.

keine Strecke gibt, deren Endpunkte in allen Strecken A4,B,
liegen; dann gibt es einen Punkt, der in allen Strecken 4,B,
liegt.

*) D. b. nach der 3. Erkldrung (Nr.17): 4, sowle B, sind Punkte zwischen
Av—yund B, ..
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Axiom D2 ist ein reines Anordnungsaxiom. Da nach
Satz 22b bei kongruenter Ubertragung die ,,zwischen®-
Beziehungen erhalten bleiben, kann man nun aus den Axi-
omen A—C, D1 die Tatsache beweisen, die gewshnlich als
»Cantorsches Axiom* bezeichnet wird*):

a) Liegt, Fig. 18, in einer Geraden g eine (unendliche) Folge
von Strecken 4,B, (» =1, 2, 3,...) derart, daB jede Strecke
ihre Endpunkte innerhalb der vorhergehenden Strecke hat
und daB die Lingen der Strecken gegen Null konvergieren,
dann gibt es genau einen Punkt X, der innerhalb aller dieser
Strecken liegt**),

31. Der letzte Satz und damit das Axiom D 2 leistet nun
das, was nach dem vorletzten Absatz von Nr. 29 durch D1
noch nicht erreicht werden konnte: nun werden die positiven

Zahlen als Lingen von Strecken erschopft. Das ist der Inhalt
des Satzes

4 4, 4, B, B,
4, B, E
4, B,
Fig, 19.

a) Figt man zu D1 noch D 2 hinzu und schreibt man
eine Einheitsstrecke vor, dann sind die Punkte P;
einer von einem Punkt O ausgehenden Halbgeraden den posi-
tiven Zahlen umkehrbar eindeutig so zugeordnet, dal
die betreffenden Zahlen die Léngen der Strecken OP; angeben.

Dies erkennt man in der folgenden Weise: Es sei eine beliebige
Zahl vorgegeben. Fiir eine ganze Zahl kann man durch wieder-
holtes Abtragen der Einheitsstrecke von G aus auf der Halbgeraden
sofort den zugehorigen Punkt angeben. Ist die Zahl, und das ist
der allgemeinste Fall, in der Form eines (endlichen oder unend-
lichen) Dezimalbruches gegeben, etwa 37,6875..., dann kann
man dem Teile links vom Komma in der soeben angegebenen

*) Vgl die in der Anm. zu Satz 28b genannte Abhandlung.
**) Niheres iiber das Cantorsche Axiom sowic iiber (weiter tragende)
Stetigkeitsaxiome von WeierstraB und Dedekind findet manin Enriques
[4], S. 35ff.
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Weise einen Punkt 4 zuordnen, und es bleibt noch diec Bestim-
mung einer Zusatzstrecke 4X mit der Lange 0,6875 ... iibrig.
Die Linge von AX denken wir uns als Dualbruch 0, d,d.dsd, - ..
dargestellt, wobei wieder (Nr. 29) jedes d, eine der Zifiern O oder 1
ist, und verfahren folgendermafien (vgl. Fig. 19 fiir eine Linge
0,1011...): Wir halbieren die Einheitsstrecke AL, wihlen deren
linke oder rechte Hilfte, je nachdem d; = 0 oder d, =1 ist, und
bezeichnen den linken Endpunkt der gewihlten Teilstrecke mit
4,, den rechten mit B;; nun halbieren wir diese Teilstrecke nnd
wihlen deren linke oder rechte Halfte, je nachdem d, = 0 oder
d, =1 ist, und bezeichnen die neugewéhite Strecke mit 4,B, usf.
In unserer Figur liegen nun alle Punkte von 4,;B; zwischen 0,1
und 1, die Punkte von A,B, zwischen 0,1 und 0,11, die Punkte
von A4,B, zwischen 0,101 und 0,110, die Punkte von 4,B, zwischen
0,1011 und 0,1100. Allgemein erhdlt man so eine Reihe von
Strecken 4,B, so, dafl 44, die Linge 0, d,d,d, ... d. hat und die
Strecke A, By die Lénge (4)". Bricht der Dualbruch mit der p-ten
Stelle ab, dann ist der Punkt 4, der gesuchte Punkt X. Ist der
Dualbruch aber unendlich, dann kann man aus der unendlichen
Folge von Strecken A,B, eine Folge von Strecken auswihlen,
die alle Voraussetzungen des Cantorschen Axioms erfiillen*),
und der nach Satz 30 a existierende Punkt X liefert die gesuchte
Strecke AX mit der vorgeschriebenen Lange.

Hierbei wurde die Tatsache beniitzt, daB jede Strecke durch
fortgesetztes Halbieren kleiner gemacht werden kann als
eine beliebig vorgegebene Strecke (vgl. Nr. 29).

Ein wichtiger Zusatz zur Streckenmessung wird noch in den
Nrn. 114 und 115 folgen.

32. Ubertrigt man Satz 30 a auf Winkel, dann erhiilt man
folgende Aussage:

a) Ist eine unendliche Folge von Winkeln < (a,,0),
(»=1,2,3,...) mit gemeinsamem Scheitel O gegeben, der-
art, da die Schenkel jedes Winkels innerhalb des vorher-
gehenden liegen und daff die GroBen der Winkel gegen Null
konvergieren, dann gibt es genau eine von O ausgehende
Halbgerade x, die innerhalb aller dieser Winkel liegt.
x trennt, wenn die Bezeichnung geeignet gewihlt wurde, alle
Halbgeraden «, von allen Halbgeraden b..

*) Wenn man jeden unendlichen Dualbruch, der auf lauter Ziffern 1 endigt,
von Anfang an durch den ihm gleichen endlichen ersetzt hatte.
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Ist cine solche unendliche Folge von Winkeln gegeben,
dann nimmt man auf ¢, einen Punkt 4, an, auf b, einen Punkt
B; und erkennt mit Beriicksichtigung des Satzes 21 a, daB
damit auf 4,B, fiir die Treffpunkte 4, und B, mit den r,
und b, die Voraussetzungen des Satzes 30a gegeben sind, und
daB daher diese Aussage 32a iiber die Winkel als Satz gilt.

Es liegt nun nahe, fiir die Winkelmessung die den Forde-
rungen 29 a und 29 b entsprechenden Festsetzungen zu treffen
und eine Winkeleinheit vorzuschreiben, z. B. indem man dem
rechten Winkel die GroBe 1 beilegt. Dann kann man, wie bei
den Strecken der Fig. 19 (Nr. 31), mittels der Dualbriiche
zeigen, daB es zu jeder, hier zwischen 0 und 1 liegenden,
WinkelgroBe Winkel gibt, und durch Umkehrung des Ver-
fahrens, daB jeder Winkel eine zwischen 0 und 1 liegende
GroBe hat.

33. Nachdem man die WinkelgroBen so definiert hat, kann
man den Satz beweisen:

a) Die Winkelsumme im Dreiecke kann hdchstens zwei
Rechte betragen.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in Liebmann [8], S. 15.
Erinnern wir uns nun des Vierecks, das Saccheri seinen Betrach-
tungen zugrunde legte (Nr. 7): Die Dreiecke BAD und ABC (Fig.
44, Nr. 76) sind nach dem 1. Kongruenzsatz kongruent, daher gilt
BD = AC. Folglich sind nach dem 3. Kongruenzsatz auch die Drei-
ecke BCD und ADC kongruent und daher, wie in Nr. 7 erwihnt
wurde, < 7 = < 8. Die Summe der vier Viereckswinkel ist gleich
der Summe der Winkel der beiden Dreiecke ABC und ACD und
daher nach Satz 33 a hochstens 4 R.

Damit ist, in Ubereinstimmung mit Saccheri, die Unzu-
lissigkeit der Hypothese des stumpfen Winkels nachgewiesen.
Da man die Zahlen, welche die Streckenldngen darstellen,
teilen kann, ist man nach 31 a in der Lage, den Satz von der
Teilbarkeit jeder Strecke in n gleiche Teile auszusprechen:

b) Ist A4Ax irgendeine Strecke, dann gibt es in ihr n —1

Punkte 4;, 4,, 4,,..., An—1 derart, daB die Strecken 4,4,,
A Ay, AgA,, . .., An 1A, kongruent sind.
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In entsprechender Weise ergibt sich die Teilbarkeit jedes
Winkels in » gleiche Teile*).

Weitere Siitze iiber den Kreis.

34. Von den weiteren Sitzen, zu denen die Axiomgruppen
A—D fiihren, seien noch die folgenden genannt:

a) Enthilt eine Gerade einen Punkt im Innern eines Kreises,
dann trifft sie den Kreis, und zwar in genau zwei Punkten.

b) Von jedem Punkte auBerhalb eines Kreises gibt es genau
zwel Tangenten an den Kreis.

¢) Enthilt ein Kreis einen inneren und einen dulleren Punkt
eines zweiten Kreises, dann schneiden sich die beiden Kreise,
und zwar in genau zwei Punkten.

Von dem Satze 84 a sprachen wir schon in Nr. 27 bei Fig, 15,
Zu seinem Beweisist D 2 (oder das Cantorsche Axiom) notig**).
Wir wollen hier den Beweis nicht ganz ausfithren, nur kurz an-
deuten, da man vom Kreismittelpunkte das Lot auf die Gerade
fallt und von dessen FuBpunkt aus den Kreishalbmesser auf der
Geraden abtrigt. So erhilt man einen Punkt auBerhalb des Kreises.
Durch fortgesetztes Halbieren und durch Anwendung der Sitze
26 h und 26 k gelingt dann der Beweis. In Enriques (5] S. 141/143
ist er so durchgefiihrt, daB er auf unsere Hilfsmittel iibertragen
werden kann. Dasselbe gilt vom Beweis unseres Satzes 34c,
ebenda S.143/145.

Aus 34a folgt 34b: (K) sei der Kreis, M sein Mittelpunkt und P
ein Punkt auBerhalb von (K). Man zeichne die Strecke M P; auf
ihr liegt ein Punkt A des Kreises. In A4 errichte man das Lot
auf M P. Der Kreis um M durch P enthilt 4 im Innern, schneidet
also das Lot; @ sei der Schnittpunkt. Man ziehe die Strecke M Q;

*) Damit ist nur ausgesprochen, daB man die Teilpunkte oder Teilgeraden
mit jeder vorgeschriebenen Genauigkeit angeben kann, und zwar nach einer
An7abl von Schritten, die von dieser Genauigkeit abhdngt: es ist die Existenz
der Teilpunkte und -geraden bewiesen. Eg ist aber noch nicht entschieden,
ob und wie man die Teilung in # > 2 Teile mit endlich vielen Konstruk-
tionsschritten theoretisch exakt mittels Zirkels und Lineals durch-
fithren kann. In der Tat ist ja z. B. die Dreiteilung allgemeiner Winkel selbst
nach Einfilhrung des Parallelenaxioms in der Ruklidischen Geometrie bei
Beschrinkung auf TLineal und Zirkel als Konstruktionswerkzeuge mit endlich
vielen Schritten bekanntlich nicht moglich.

**) Die gegenteilige Behauptung in Weber- Wellstein, ,, Xnzyklopddie der
llementarmathematik®, Bd. 11, 3. Aufl,, 1913, 594 8., auf 8. 234, daB man
den Beweis fithren kdnne. wenn man von den Stetigkeitsaxiomen nur das Archi-
medische voraussetzt, ist dort nicht bewiesen und unrichtig.
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auf ihr liegt ein Punkt B von (K). Man verbinde P mit B. Wegen
der Kongruenz der Dreiecke M BP und MAQ, die in zwei Seiten
und dem eingeschlossenen Winkel bei M {ibereinstimmen, ist <¢ B
wie <¢ A ein Rechter, folglich ist PB eine Tangente an (K).*)

Rechtwinklige Koordinaten und Vollstindigkeitssatz.

35. Der Satz 31a gibt die Moglichkeit, die Punkte der Ebene
koordinatenméBig zu erfassen, und zwar in der folgenden
Weise: Man nimmt eine Punktreihe (Gerade) als X-Achse an,
auf ihr einen Punkt O als Koordinatenanfangspunkt und einen
von ihm verschiedenen Einheitspunkt E (Fig. 20). Die von
O ausgehende Halbgerade, welche E enthilt, nennt man die
positive Halbachse, die andere die negative Halbachse. Man
nennt eine solche Gerade orientiert.**) Irgendeinem Punkt
A der X-Achse ordnet man als z-Koordinate die mit
der Einheit OF gemessene Linge der Strecke 04 zu, die
man mit dem positiven oder negativen Vorzeichen ver-
sieht, je nachdem A auf der positiven oder negativen Halb-
achse liegt. Nach den Sitzen 18 g und 31 a sind damit den
Punkten der X-Achse die sdmtlichen reellen (positiven und
negativen, rationalen und irrationalen) Zahlen als z-Koordi-
naten umkehrbar eindeutig zugeordnet. Die X-Achse teilt

die Ebene nach Satz 18 h

P in zwei Halbebenen, die

man als positive und ne-

gative Halbebene unter-

scheidet. Hierdurch hat

o E_| man die Ebene orientiert.

- T P, Ist nun P ein beliebiger
Punkt der Ebene auBer-
halb der X-Achse, dann
sucht man den nach Satz 23 e eindeutig bestimmten
FuBpunkt P; seines Lotes auf die X-Achse. Die z-Koordinate
von P, wihlt man auch als z-Koordinate fiir P, dazu

Fig. 20,

*) Diese Konstruktion beschreibt Jiuklid in seinen Elementen IIT 17.
Es fillt auf, daB er nicht dic auf dem Satz des Thales beruhende, cin weniy
einfachere, aber nur in der Euklidischen Geometrie giiltige Konstruktion bringt.
**) In Fig. 20 ist die Orientierung durch cinc Pfeilspitze angedeutet.
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als y-Koordinate fir P die mit der Einheit OE gemessene
Linge von PPz, der man das positive oder negative Vorzeichen
gibt, je nachdem P in der positiven oder negativen Halbebene
liegt. Zu jedem Punkte gehéren so eindeutig die Zahlen eines
Paares (z, y) als dessen Koordinaten. Aus den Sitzen 31a, 23f
und 22a folgt, dab umgekehrt auch zu jedem Paare reeller
Koordinaten (z, y) eindeutig ein Punkt gehért*). Nennt man
diese Koordinaten rechtwinklige Koordinaten, dann
ist damit der wichtige Satz bewiesen:

a) Auf Grund der Axiomgruppen A—Dgehiort nach
Wahl des Koordinatensystems zu jedem Punkte
der Ebene umkehrbar eindeutig ein Paar von
rechtwinkligen Koordinaten (z, y). Dabei erschop-
fen die Punkte alle Paare reeller Zahlen (x,y).

36. Wir denken uns nun zwei Menschen 2 und %, von denen
sich jeder ein Bild der aus den Axiomgruppen A—D folgenden
Geometrie macht, indem er die Axiome in irgendeiner logisch
zulissigen Weise deutet. Nach Nr.15 konnen diese Deu-
tungen sehr verschieden sein. Wir fragen nun, ob es maglich
ist, daB der eine von beiden, etwa B, in dem Sinne mehr als
A denkt, daB er zwar alles das, was ¥ Punkt, zwischen, Punkt-
reihe (Gerade), Winkel, kongruent, parallel usw. nennt, ebenso
bezeichnet, kurz dessen ganze Deutung verwendet, dariiber

hinaus aber noch Punkte P, denkt, die im Bilde des 9% nicht
vorkommen. Man erkennt, daB dies nicht mdglich ist: 9B

kann zur Deutung des ¥ kein Gedankending als Punkt P,
hinzufiigen; denn denken wir uns nach Nr.35 ein Koordi-
natensystem im Bilde des % eingefiihrt, dann wiirde das auch
im Bilde des B ein Koordinatensystem sein, und nach Satz 35a
brauchte B auch fiir jeden seiner neuen Punkte P, ein reelles
Zahlenpaar als Koordinaten, wihrend nach demselben Satz
alle diese Zahlenpaare schon durch die alten Punkte, die auch
A denkt, erschiptt sind. Was wir soeben bewiesen haben, ist der

Vollstindigkeitssatz: Es ist nicht maglich, zu
einem System von Punkten, welche die A xiom-

*) Selbstverstindlich muf festgesetzt werden, daB fir dic Punkte der
X-Achse y = 0, fiir die Punkte der in O auf X senkrechten Y-Achse z = 0,
fir den Ursprung O # = y = 0 sein soll,

Baldus, Nichteuklidische Geometrie. 4
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gruppen A—D erfiilllen, ein anderes System von
Dingen so hinzuzufiigen, daB in dem durch Zu-
sammensetzung entstehenden System wieder die
Axiomgruppen A—D gelten und dal die Dinge und
Beziehungen des urspriinglichen Systems in dem
zusammengesetzten System erhalten bleiben.

Die Allgemeinheit der Aussage dieses Satzes ist iiberraschend.
Wihrend die sonstigen geometrischen Sitze von den bei einer
Deutung gedachten Dingen, den Punkten und ihren Anordnungen,
handeln, liegt hier eine Aussage iiber diese gedachten Dinge und
alle iiberhaupt denkbaren Dinge vor. In ilteren Auflagen
von Hilberts ,,Grundlagen* trat der Vollstindigkeitssatz als
»Axiom der Vollstandigkeit* aui*), in den neueren Auflagen ist
er eine Folgerung aus dem ,,Axiom der linearen Vollstindigkeit‘.
Aus jedem dieser beiden Vollstindigkeitsaxiome ergibt sich dann
die Aussage des Cantorschen Axioms (und damit unser Axiom D 2)
als Satz, so daB eine ausdriickliche Stetigkeitsvoraussetzung ver-
mieden wird.

III. Abschnitt.
Die Euklidische Geometrie.

E. Das Euklidische Parallelenaxiom.

37. Wir haben im vorhergehenden in den Axiomgruppen
A—D ein Axiomensystem der absoluten Geometrie kennen-
gelernt und gewinnen nun nach Nr. 14 die Euklidische Geo-
metrie, indem wir den bisherigen Axiomen als SchluBstein
ein dem V. Postulat Euklids &quivalentes Axiom E hinzu-
fiigen.

Nach Satz 24 ¢ folgt schon aus den Axiomgruppen A—C
die Existenz mindestens einer Parallelen zu jeder Geraden
durch jeden nicht auf der Geraden liegenden Punkt. Wir

*) Bedenken gegen dieses Axiom findet man bei R. Baldus,,,Zur Axiomatik
der Geometrie. . Uber Hilberts Vollstiindigkeitsaxiom', Math. Ann. 100, 1928,
S. 321—833; das oben anschlieBend erwihnte ,,Axiom der linearen Vollstindig-
keit‘* zerstreut diese Bedenken nicht. Ebenda ist S. 327 auch eine Moglichkeit
zur Verscharfung des Vollstindigkeitsaxioms angegeben; iiber diese Moglich-
keit gehen die 7. und die spitcren Auflagen der ,,Grundiagen** noch hinaus,
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wissen, daB Euklids berithmtes V. Postulat oder jede der ihm
nach Nr.6 dquivalenten Aussagen gleichbedeutend mit
der Annahme ist, daB es zu jeder Geraden durch jeden Punkt
hochstens eine Parallele gibt; zusammen mit Satz 24c¢
bedeutet das die Existenz von genau einer Parallelen,

Statt zu sagen ,,g ist eine Gerade, P ein nicht auf ihr lie-
gender Punkt; es gibt durch P genau eine Gerade, welche ¢
nicht trifft“, werden wir im folgenden kurz sagen ,,P verhilt
sich zu ¢ Euklidisch®.

Man kann ein sehr eng gefaBtes Parallelenaxiom ausspre-
chen, wenn man sich auf folgenden wichtigen Satz stiitzt:

a) Sind die Axiomgruppen A—D erfiillt und verhilt sich
ein einziger Punkt zu einer ein-
zigen Geraden Euklidisch,dann p
verhilt sich jeder Punkt zu ——q——* 9
jeder Geraden Euklidisch. ¢

Wir gehen beim Beweise dieses
Satzes schrittweise vor. P ver-
balte sich zu ¢ Euklidisch mit
der Parallelen g, (Fig. 21). Man
fillt das Lot PL auf ¢ und er-
kennt,

o) daB sich jeder Punkt
der Ebene zu jeder Geraden,
die ven ihm einen Abstand _
von der Linge PL hat, Eukli- Fig. 21.
disch verhilt. o

Denn hat P von 6 den Abstand PL = PL, und macht man
¥ @ = < o, dann ist zunichst g,//g. Hatte nimlich g, einen Schnitt-
punkt § mit g, dann kénnte man LS = LS machen, und nach
dem Axiom C 6 wire < LPS= < LPS =< @ = < ¢, also
nach C 4 der Punkt S ein Punkt von g,. Ebenso erkennt man,
daB eine von g, verschiedene Parallele zu g durch P mittels kon-
gruenter Ubertragung sofort auf eine von g, verschiedene Parallele
zu ¢ durch P fiihren wiirde.

5) Das Lot PLsteht auch auf ¢, senkrecht, da die Senk-
rechte zu PL in P nach Satz 24 b parallel zu g ist.

4*
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A sei ein Punkt der Strecke PL (Fig. 22), a sei irgendeine Ge-
rade durch A, die zu PL nicht senkrecht steht. Dann macht man
<X % = <X % und erhiilt nach Satz 24 a die parallelen Geraden
a'fja. Die Gerade a’ ist von g, verschieden, triftt daher g in einem

P P,
NSKT AV %
B ¥
I L, °
Fig. 22. Fig. 23.

Punkte B, dann muB aber nach Satz 24 d die Strecke BL von a ge-
troffen werden, a ist nicht parallel zu g. Nur das Lot zu AL in 4 ist
demnach parallel zn g, 4 verhilt sich zu g Euklidisch., Dann
folgt aber sofort mittels der SchluBweise, die wir beim Beweise
von a) verwendeten,

p) daB sich auch jeder Punkt der Ebene zu jeder Ge-
raden Euklidisch verhilt, die von ihm einen Abstand
hat, der kleiner als PL ist.

L, sei von L auf g verschieden (Fig. 23). Tragt man an L, P in
P den < vy = < y; an, dann fillt nach Satz 24a der andere
Schenkel auf die einzige Parallele g,. Nun macht man PP, = LL,
und erhilt nach dem 1. Kongruenzsatze <¢ PP,L, = R, P,L, =
PL. Daher verhalt sich nach a) jeder Punkt von g zu g, Euklidisch,
und wegen £) gilt auch

d) gund g, sind dquidistant; jedes Lot auf einer dieser
Geraden steht auch auf der anderen senkrecht.

Nun verlangert man (Fig. 24) LP um PM = LP. Dann ver-
halt sich nach a) M zu g, Euklidisch mit der Parallelen g,. Irgend-
eine zu PM nicht senkrechte Gerade 2 durch M trifft g, daher in
einem Punkt N, und man schlieBt wieder aus Satz 24 a, dal
<X ¢ = < @ ist. Fiir das Lot NQ auf g gilt J) zufolge NQ) = PL
= MP und <x QNS = R. Macht man nun Q7 = PN, dann ist
nach dem Axiom C 6 < PMN = < QNT und daher auch
X @, =< ¢, =< ¢- Folglich smd X @ und < ¢, Scheitel-
winkel, und d1e Gerade MN trifft gin T. Jede zu LM nicht senk-
rechte Gerade durch M trifft daher g, d. h. M verhélt sich zu
g Euklidisch. Man kann daher die Aussagen a) und p) jetzt fiir
den Abstand ML = 2. PL machen. Durch Wiederholung dieser
Verdoppelung kann man daher nach dem Archimedischen Axiom
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den Abstand jedes vorgegebenen Punktes von jeder vorgegebenen
Geraden fassen, der Satz 37 a ist bewiesen.
Das Axiom D 2 wurde beim Beweise nicht herangezogen.

92 1
h
2 R PN g
P NP2
/7 0 T
Fig. 24,

38. Nun kann man das Parallelenaxiom in folgender Form
aussprechen:

E. Das KEuklidische Parallelenaxiom: Es gibt
eine Punktreihe ¢ und einen ihr nicht angehérenden
Punkt A derart, daB hochstens eine Punktreihe,
weleche A enthélt, zu a parallel ist.

Aus dem Satze 24 ¢ ergibt sich jetzt, daBl es genau eine
Parallele zu a durch A4 gibt, und aus dem Satze 37 a, daf} dies
dann fiir jeden beliebigen Punkt und fiir jede beliebige, den
betreffenden Punkt nicht enthaltende Gerade gilt.

Nunmehr kann man Euklids V. Postulat sowie die ihm
dquivalenten Sitze 6 a—f beweisen; weiterhin die Sitze,
daB jeder AuBenwinkel eines Dreiecks gleich ist der Summe
der ihm nicht benachbarten Innenwinkel, da8 der Winkel im
Halbkreis ein Rechter ist, daB in einem Kreise die Peripherie-
winkel iiber gleichen Bogen gleich sind, vor allem auch die
Satze iiber die Ahnlichkeit der Figuren, man kann die Lehre
von der Verwandlung der Figuren in inhaltsgleiche ableiten
und damit die Inhaltslehre gewinnen, desgleichen den Py-
thagoreischen Lehrsatz, iiberhaupt den ganzen Rest der Eu-
klidischen Geometrie.

Man kann jetzt auch zeigen, daB alle Punkte einer Geraden
in den rechtwinkligen (, y)-Koordinaten von Nr.35 eine
lineare Gleichung in & und y erfiillen; damit erhilt man die
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Cartesische reelle analytische Geometrie fir recht-
winklige Koordinaten.

In den Axiomgruppen A—E liegt eine Losung der in Nr. 13
gestellten Aufgabe vor, ein vollstindiges Axiomensystem der
Euklidischen Geometrie anzugeben. Auf die Frage, ob nun wirk-
lich kein Axiom iibersehen worden sei, a0t sich antworten, dafl
man trotz sehr eingehender kritischer Beschiftigung die mit diesen
Axiomen in der (modernen) Euklidischen Geometrie durchge-
fiihrten Beweise nicht angreifen konnte. DaB trotzdem noch eine
axiomatische Liicke in der Euklidischen Geometrie iibersehen
wurde, ist damit praktisch ausgeschlossen, grundsitzlich un-
moglich ist es allerdings nicht; eine derartige, wenn auch duferst
geringe Unsicherheit steckt aber letzten Endes infolge der mensch-
lichen Unvollkommenheit auch im einfachsten mathematischen
Beweise.

Die Euklidische Geometrie kann definiert werden als die Ge-
samtheit aller Sitze, die aus den Axiomen A—E folgen; das ist
aber streng genommen erst dann berechtigt, wenn sich nachweisen
14Bt, daB das System dieser Axiome abgeschlossen ist in dem Sinn,
daB kein weiteres Axiom hinzugefiigt werden kann, ohne dafi ein
Widerspruch auftritt.

IV. Abschnitt.

Axiomatik der hyperbolischen Geometrie im
Einheitskreise.

Die Axiome A 1-—6 und B.

39. Der kurze geschichtliche Riickblick in den Nrn. 4—12
liat uns gezeigt, daB die Frage ,,Wie kann man das Parallelen-
axiom beweisen?* sich allmahlich in die Frage verwandelt
hat ,,Kann man das Parallelenaxiom beweisen?* und daB
diese letzte Frage von den Entdeckern der Nichteuklidischen
Geometrie verneint worden ist, was sie allerdings noch nicht
streng begriinden konnten.

Im folgenden werden wir zu der gleichen, nun aber
wohlbegriindeten Antwort kommen, indem wir, gestiitzt
auf die Euklidische Geometrie, zeigen, dal man die
Axiome der Gruppen A—D in einer ganz anderen Weise,
als wir es bisher taten, deuten kann (vgl. Nr. 15), und zwar
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in einer Weise, die das Axiomensystem der absoluten Geo-
metrie nicht im Euklidischen Parallelenaxiom E, sondern in
einem ihm widersprechenden Axiom fortsetzt. Dabei wird
die innere Widerspruchsfreiheit des Nichteuklidischen
Axiomensystems auf die des Euklidischen zuriickgefiihrt
werden (Nr. 53 u. b4). Die aus dieser Deutung entstehende
Nichteuklidische Geometrie wird aus einem spéter (Nr. 71)
zu erdrternden Grunde ,,hyperbolische Geometrie®
genannt. Abkiirzend bezeichnen wir weiterhin Euklidisch
mit e., hyperbolisch mit h.

40, Nach Nr. 38 fithren die Axiome der e. Geometrie zur
gewthnlichen analytischen Geometrie mit rechtwinkligen
Koordinaten. Deren Elemente setzen wir im folgénden als
bekannt voraus, desgleichen die Elemente der projektiven
Geometrie. Dabei arbeiten wir, solange wir nicht ausdriick-
lich auf das Gegenteil aufmerksam machen, nur mit reellen
Grofen.

Man kennt heute sehr verschiedene Wege in das Gebiet der
Nichteuklidischen Geometrie (vgl. Nr. 116—118). So anregend und
niitzlich der Vergleich dieser verschiedenen Zuginge und das
Studium ihrer Zusammenhinge auch wire, wir miissen uns im
folgenden auf einen von ihnen beschréinken und wihlen einen Weg,
der, von der Euklidischen Geometrie ausgehend, iiber die Elemente
der analytischen und der projektiven Geometrie zur Nichteuklidi-
schen Geometrie fiihrt, einen Weg, der bei ihrer Erforschung eine
besonders wichtige Rolle gespielt hat und noch spielt.

Wir nehmen in der e. Ebene einen Kreis (K) an, dessen
Halbmesser wir, um die spateren Rechnungen zu verein-
fachen, die Lange 1 geben, und fassen als Punkte unserer
h. Geometrie die e. Punkte im Innern von (K) auf,
als h. Gerade (Punktreihen) die e. Sehnen von (K),
d. h. die im Innern von (K) liegenden Stiicke der Sekanten.
Die Punkte des Kreisumfanges werden nicht zu den
h. Punkten gezihlt. Diesen Kreis (K) bezeichnen wir in
naheliegender Weise als ,, Randkreis*.

Die Beziehung ,zwischen® deuten wir in unserer
h. Geometrie genau so, als ob die betreffenden
h. Punkte e. Punkte wiren. Damit sind dann, wie man
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ohne weiteres sieht, die Anordnungsaxiome A 1—6 (Nr. 17)
und das Dimensionsaxiom B (Nr. 19) erfiillt. Eine h. Strecke
ist dann nichts anderes, als die zwischen denselben Endpunk-
ten liegende e. Strecke. Aber, und das ist das wesentliche Neue,
wir fagsen nicht die e. kongruenten Strecken als h. kongruente
Strecken auf, sondern wir werden die h. Kongruenz auf dem
aus der analytischen und vor allem aus der projektiven Geo-
metrie bekannten Begriffe des Doppelverhdltnisses anfbauen.
Das miissen wir tun; denn die h. Bewegungen werden in
dieser Deutung — vorausgesetzt, daB sie sich als durchfiihr-
bar erweist — Transformationen sein, die die Punkte von
(K) in ebensolche und die Sehnen von (K) in Sehnen iiber-
fithren, d. h. Kollineationen, die den Kreis (K) in sich trans-
formleren oder als Ganzes ,,1nvar1ant“ lassen. Solchen Trans-
formationen gegeniiber ist aber das Doppelverhiltnis eine
Invariante.

Hyperbolische Streckenkongruenz. Die Axiome C 1-—3.

41*). 8ind (%1, 1), (%29 Y2)s (23, Ya) (s, Ya) die e. rechtwinkli-
gen Koordinaten von vier verschiedenen Punkten 4,, 4,, 4,
A, einer Geraden, dann bezeichnet man in bekannter Weise
a's das Doppelverh&ltnis (4,4,4,4,) der vier Punkte die Grifle

—n 7 Ty _ YY1 Ya Y
41,1) (A, d4,4,4)=3" 2 247" 037 91 4 I8
(411) (4i4,d,4,) T—x m— @ Ys— Y Ya— W1
wobei einer dieser beiden Ausdriicke unbestimmt werden kann,
wenn nimlich die Gerade zu einer Koordinatenachse parallel ist,
wihrend der andere dann bestimmt bleibt. Man bestatigt durch
Gl. (41, 1) die Richtigkeit der folgenden bekannten Sétze:

a) Das Doppelverhiltnis § kann die Werte 0, 1, oo nicht an-
nehmen.

b) & ist unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems.

¢) Schreibt man drei Punkte einer Geraden und eine endliche,
von O und 1 verschiedene Zahl vor, dann gibt es genau einen
lunkt der Geraden, der mit den drei vorgeschriebenen Punkten in

*) Der Inhalt dieser Nummer gehort zu den Elementen der projektiven
Geometric, ebenso der der jeweils kleingedruckten Teile der Nrn. 43, 44, 46,
47, 50,
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gegebener Reihenfolge ein Doppelverhiltnis ¢ gleich dieser Zahl
bildet.

d) 6 geht in den reziproken Wert 1 : § iiber, wenn man entweder
die beiden Punkte des Paares 4;, 4, oder die des Paares 4g, A,
miteinander vertauscht.

e) d bleibt ungeindert, wenn man gleichzeitig A, mit 4; und A2
mit 4, vertauscht.

42. Sind nun 4, B zwei h. Punkte (Fig. 25)*) und U, V die
Endpunkte ihrer Verbmdungssehne dann ist mach 41 d

1 1
(42,1) (BAUV)= @Bo7) und (ABVU) = (ABOVY"

Jede Strecke ist sich selbst kongruent, 4B = 4B (Nr. 20,
vorletzter Absatz); nach der 3.
Erklirung (Nr. 17) bezeichnen
BA und AB dieselbe Strecke,
demnach gilt auch AB = BA.
Daher mufl man, wenn man die
h. Streckenkongruenz durch das
Doppelverhiltnis fassen will,
wegen der Gln. (42, 1) folgen-
dermafBen definieren:

Zwei h. Strecken bezeich-
net man dann als h. kon-
gruent, wenn die Doppel-
verhdltnisse, die sie mit ihren Sehnenendpunkten
bestimmen, gleich oder reziprok sind.

Nun ist es wegen der Gln. (42, 1) fiir die h. Streckenkon-
gruenz auch gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge man die
beiden Sehnenendpunkte wihlt.

Vermige der Definition der h. Streckenkongruenz ist auch
das Axiom C2 (Nr. 20) erfiillt.

43. A, B seien wieder zwei h. Punkte, U, V die zugehérigen
Seh.nenendpunkte Das Doppelverhiltnis (4BUV) ist nach

*) Hier und 1n der Folge slnd in den Figuren h. kongruente Strecken und
Winkel nicht nur als solche durch gleiche Bezelchnungsweise charakterisiert,
sondern tatsiichlich h. kongruent konstruiert. Damit geben die Figuren gleich-
zeitig eine Vorstellung davon, wie stark in dleser Deutung die h. Kongruenz
von der e. abweichen kann.

Fig. 25.
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Satz 41 b unabhingig vom Koordinatensystem. Legt man fiir
einen Augenblick den Koordinatenanfangspunkt auf U, die
positive X-Achse auf UV, dann findet man aus Gl. (41, 1) fol-
gende Sitze:

a) Es ist immer § = (ABUV) > 0, und zwar § > Loder § < 1,
je nachdem die Richtungen UV und 4 B gegeneinander laufen oder
iibereinstimmen.

b) Ist A ein Punkt der Sehne UV und S ein e. Punkt auf einer
der Verlingerungen der Sehne, dann ist (4ASUV) < 0.

Eine h. Strecke AB auf der Sehne UV nennen wir weiter-
hin ,,positiv gerichtet* (BA negativ gerichtet), wenn B
zwischen A und U liegt. Dann folgt aus 43 a und 41 d ohne
weiteres

¢) Zu positiv gerichteten h. Strecken gehtren Werte 6 > 1,
zu negativ gerichteten Werte ¢ <C 1. Bei der Umkehrung der
Richtung einer Strecke geht 4 in 1:4 iiber.

Hieraus und aus der Definition der h. Streckenkongruenz
ergibt sich nun

d) Sind AB und A’'B’ zwei h. kongruente Strecken und
sind U, V die Sehnenendpunkte der ersten Strecke, dann kann
man die Sehnenendpunkte der zweiten Strecke immer so mit
U’ und V'’ bezeichnen, da (ABUV)= (4'B'U'V’) ist. Die
beiden Strecken sind dann gleich gerichtet.

44. Gibt man (Fig. 25) die Strecke AB vor, zu der das
Doppelverhiltnis ¢ gehoren moge, dazu auf der Sehne UV’
den Punkt A’, dann gibt es nach 41 ¢ auf der Geraden U'V’
je einen Punkt Bj und B; derart, daB (4'B;U’'V’)= ¢ ist
und (4'B’,U'V') =1:6. Nach den Sétzen 43 a und b liegen
By und B; zwischen U’ und V’, daher sind 4’'B; und A’B.
h. Strecken und zu 4B h.kongruent. Einer der Werte 8, 1:6
ist > 1, der andere << 1%*), demnach liegen nach 43 a die
Punkte Bi und B; auf verschiedenen Seiten von A’. Damit
ist der Satz 22 a und das Axiom C1 (Nr. 20) erfiillt.

AB und BC seien gleich gerichtete h. Strecken auf der Sehne
UV (Fig. 2b), zu 4B gehore das Doppelverhiltnis 6,, zu BC der

*) Der Fall § = 1: é fiihrt auf den nach 41a ausgeschlossenen Wert 6 = 4 1,

weiterhin auf den Wert 8§ = — 1, d. h. auf die harmonische Lage von vier
Punkten, die fiir uns wegen 43a vorliufig noch keine Bedeutung hat.



Die Axiome des Messens 59

Wert J,, za AC der Wert d;. Dann liefert das Erweitern des &
darstellenden Bruches folgende Beziehung:

AU-CV AU-BV BU-CV

(ACUV)=cg—av=BU-4v o By — ABUV)BCUD),
d.h.
(43,1 8y =0, 0,

Sind nun die h. kongruenten Strecken des Axioms C3
AB = A’B' und BC = B'C’, dann kann man nach Satz 43 d
diese vier Strecken gleichrichten, und es ist dann (4ABUV)
= (A'B'U'V") sowie (BCUV)=(B'C'U'V') und folglich
wegen Gl. (44.1) auch (ACUV)=(A'C’'U’'V’). Mithin er-
fiillen die h. Strecken auch das Axiom C3 (Nr.20).

Die Axiome des Messens.

45. Wiahrend wir die noch fehlenden Kongruenzaxiome
C4—6 erst behandeln kénnen, nachdem wir eine Definition fiir
die h. Winkelkongruenz gegeben haben, ist es uns schon jetzt
moglich, die beiden Axiome des Messens zu betrachten. Legt
man das Koordinatensystem wieder wie zu Beginn von Nr. 43,
dann beweist man leicht den Satz

a) Ist A, ein Punkt einer positiv gerichteten h. Strecke 4B,
dann ist (ABUV) > (44,UV) > 1.

Wihlt man nun eine Reihe h. kongruenter Strecken A4,
A 4,, ... so, wie sie das Axiom D 1 (Archimedisches Axiom)
(Nr. 28) voraussetzt, dann kann man sie alle positiv orien-
tieren; daher ist, wenn wieder U, V die Endpunkte der zu-
gehorigen Sehne sind, (44,U7V) = (4,4,UV) = (4,4;,UV)
= .. = ¢ > 1 und weiterhin nach Gl (44, 1) (44,UV) = .
Nach Satz 45a ist (ABUV)= 4 > §, und D1 verlangt jetzt
nur, daf man # so groB macht, da§ 6 > A ist. Da dies immer
mdglich ist, erfiillen die h. Strecken auch Axiom D 1.

Das Axiom D 2 (Cantorsches Axiom) (Nr. 30) enthilt nur
Anordnungsaussagen. Da nach Nr. 40 das h. ,,zwischen* zu-
gleich das e. ,,zwischen® ist, folgt aus der e. Lirfilllung von
D 2, daB auch die h. Geometrie dem Axiom D 2 geniigt.

Eine unmittelbare Folgerung aus Nr. 40 sowie den Sitzen
22 b und 45 a ist der Satz
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b) Zur h. groBeren von zwei positiv gerichteten Strecken
gehort das groBere Doppelverhéltnis,

Im folgenden ist nun noch die Ubereinstimmung der h.
Geometrie mit den Axiomen C 4—6 (Nr. 21 u. 22) und E
(Nr. 38) zu untersuchen. Dazu bedarf es aber noch einiger
Vorbereitungen.

Automorphe Kollineationen des Randkreises.

46. Ordnet man in der e. Ebene jedem Punkt (z, y) einen Punkt
(#, ¥) zu (in Zeichen: —) durch die Gleichungen

_ ezt bhyte, _  ax+by +e ]allhcli
46,1) ="' Do BT 3 ; 0.
wh @57+ b3y + ¢ ! 3% + byy + ¢4 217: :3:: *

so hat man damit eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen
den Punkten der Ebene hergestellt, die man als Kollineation
bezeichnet. Dieser Name erinnert daran, da dabei Punkten einer
Geraden stets wieder Punkte einer Geraden entsprechen. Nach
einem der Hauptsitze der projektiven Geometrie werden die
Doppelverhiltnisse durch Kollineationen nicht gedndert.

Sind U, V, S, P vier Punkte, von denen keine drei in einer

Geraden liegen, ebenso U,V,S, P, dann ist durch die Zuord-

wungU ~ U, V -V, 8 8, P~ Pgenau eine Kollineation be-
stimmt.

47. Aus der e. Geometrie ist bekannt: Ist g eine Gerade der Ebene
und trifft das aus dem Mittelpunkt M des Kreises (X) auf g gefillte
Lot 1 (K) in A und B sowie g in L, dann bezeichnet man den
mit L zu 4 und B harmonisch liegenden Punkt G von I als Pol
von g in bezug auf (K). Schneidet irgendeine Gerade durch G
den Kreis (K) in 4, und B, sowie ¢ in L;, dann ist (4,B,L,G)
= —1; auch diese Punkte liegen daher zueinander harmonisch.
Trifft ¢ den Kreis nicht, dann liegt G in dessen Innerem, ist g
Kreistangente, dann ist G deren Beriihrungspunkt; enthilt g eine
Kreissehne, dann ist G der Schnittpunkt der Kreistangenten in
den Sehnenendpunkten. g heifit die Polare von G in bezug auf (K).

Fibhrt man nach Desargues (1593—1661) in bekannter Weise
»unendlich ferne** oder ,,uneigentliche* Elemente ein, indem man
paralielen Geraden einen gemeinsamen uneigentlichen Punkt bei-
legt, der Ebene eine uneigentliche Gerade, auf der alle uneigent-
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lichen Punkte liegen*), dann ist der Pol eines Kreisdurchmessers
der uneigentliche Punkt der zu ihm senkrechten Geraden, die
Polare des Kreismittelpunktes ist die uneigentliche Gerade.

Ist P ein Punkt von g, dann geht dessen Polare p durch G.
Daraus ergibt sich sofort, daB die Polare s des Schnittpunktes S
zweier Geraden g und h die Verbindungslinie der Pole ¢ und H der
beiden Geraden ist.

48. Um zu einer brauchbaren Definition der h. Winkel-
kongruenz zu gelangen, wollen wir Kollineationen suchen,
die jeden Punkt des Randkreises (K) wieder in einen Punkt
von (K) iiberfithren, oder, was dasselbe bedeutet, ,,auto-
morphe Kollineationen des Randkreises (K)“; s. den
Schlufy von Nr. 40. Es gilt nun der folgende wichtige Satz:

a) Sind 4 und 4 zwei gegebene Punkte innerhalb
des Randkreises (K), U und U zwei gegebene Punkte
auf dessen Umfang,
dann gibt es genau LY
zwel automorphe Kolli-
neationen von (K),
weleche 4 in A und
Uin U tiberfithren**),

Hier ein einfacher Beweis
des Satzes (Fig. 26): In den zu
suchenden automorphen Kolli-
neationen von (K) sind ein-
ander zugeordncte Punkte

A—>A4, U—~>U, V->V; daher
entsprechen einander auch die Pole von UV und UV, § - S, und
weiterhin gilt entweder P —~ P oder P -» P". Durch die Annahme
U-U,V~V,8~8, P-Pist nachdem SchluB von Nr.46 genau eine
Kollineation bestimmt, und diese fithrt anch 4 in A sowie (K) in sich

Pig. 26.

*) Die uneigentlichen Elemente erfiilllen nicht mehr alle Axiome A—D, wie
es ja nach dem Vollstindigkeitesatze von Nr. 36 zu erwarten ist. Die Nenner
der GlIn. (46, 1) liefern, gleich Null gesetzt, die Gleichung der Geraden des
X,Y-Systems, welche in der betreffenden Kollineation der uneigentlichen Ge-
raden des X,Y-Systems entspricht.

**) Dabei kann man auch A und A zusammenfallend annehmen, ebenso U
und U; tritt beides ein, dann ist eine der beiden Kollineationen die Identitdt.
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iiber, das letztere, weil es genau einen Kegelschnitt gibt, der zwei
gegebene Gerade (SU und SV) in gegebenen Punkten beriihrt und
durch einen weiteren Punkt P hindurchgeht, da allgemein ein

Kegelschnitt durch fiinf Punkte bestimmt ist. Da man statt P
auch P’ wihlen kann, ist damit der Satz bewiesen.

Durch die erste Kollineation sind die Strahlenbiischel U(SPA
und U(SPA) projektiv aufeinander bezogen; dreht man in Fig. 26
im ersten Biischel einen Strahl im Uhrzeigersinne, dann dreht sich
sein projektiv entsprechender im entgegengesetzten Sinne. Bei der
zweiten Kollineation sind die Drehsinne gleich. Daher gilt der
Satz , .

b) Sind A und A4 zwei Punkte im Innern von (K), U und U
zwel Punkte auf dessen Umfang, und bezeichnet man die durch
die Sekante U 4 gebildeten Kreissegmente mit I und II, die

durch die Sekante U A gebildeten mit I’ und II', dann
fihrt eine der beiden Kollineationen des Satzes48a
punktweise Iin I’ iiber und 1Tin II’, die andere I'in I
und II in T,

Man erkennt ohne weiteres die Richtigkeit der Satze

¢) Zu den automorphen Kollineationen des Randkreises
(K) gehoren die e. Drehungen der Ebene um den Kreismittel-
punkt M, speziell die e. Spiegelungen an M (Drehungen um
zwei Rechte), weiterhin die e. Spiegelungen an den Kreis-
durchmessern, .

d) Jede automorphe Kollineation von (K) fithrt
jede Strecke in einezuihr h. kongruente iiber.

Die Polareigenschaften beziiglich (K) bleiben, da sie auf Doppel-

verhiltnissen beruhen, bei den automorphen Kollineationen von
(K) erhalten.

Hyperbolische Winkelkongruenz., Die A xiome C 4—86.

49. Wir fithren nun durch die 9. Erklirung, Nr. 21, auch die
h. Winkel ein, wobei wir naturgemi$ h. Punkte und h. Halb-
gerade meinen. Da nach Nr. 40 die h. ,,zwischen*-Beziehungen
auch gelten, wenn man die betreffenden Gebilde e. auffaBt,
folgt aus der 9. Erkliarung, Nr., 21, dal die h. Punkte, die h.
innerhalb eines Winkels liegen, mit den e. Punkten innerhalb
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(K) zusammenfallen, die im e. Innern des e. aufgefalten Win-
kels liegen. Daher sind die h. Winkel, wenn man sie
e. betrachtet, hohle Winkel

Nach 48 a und d liegt es jetzt nahe, die Winkelkongruenz
in der folgenden Weise zu definieren:

Zwei h. Winkel sind dann h. kongruent, wenn sie
durch eine automorphe Kollineation von (K)inein-
ander iibergefithrt werden konnen.

Nun betrachten wir das Axiom C 4 (Nr. 21): Gegeben sind
(Fig. 271 h, k, a’, O, B’ und die eine Seite von a’. Nach Satz 48a
gibt es genau zwei automorphe Kollineationen von (K),
welche O in O’ und U in U’ iiberfithren, nach Satz 48 b legt
genau eine davon %’ auf die ge-
gebene Seite von a’. Somit ist
C 4 erfiillt.

50. Wir kommen zu C 5
(Nr. 21). DaBl < (B, k) = < (h, k)
ist, folgt unmittelbar daraus, dafl
zu den automorphen Kollineatio-
nen von (K) auch die Iden-
titdt gehort (Anm. **) zu Nr. 48).
Nach dem ersten Satze der 9.
Erklarung (Nr. 21) ist noech zu
untersuchen, ob auch <t (4, k) =
<X (k, k) ist; mit anderen Worten:
gibt es eine automorphe Kollineation von (K), welche
(Fig. 27) O fest 1iBt und dabei & und ¥ vertauscht?

In einem einfachen Falle kann man eine solche Transfor-
mation ohne weiteres angeben, wenn nimlich O der Kreis-
mittelpunkt ist. Legt man dann den Koordinatenanfangs-
punkt in O und die X-Achse parallel zur Sehne UV, dann
leistet nach 48 c¢ die Spiegelung {&} an der Y-Achse (¢’ = —=.
y = y) das Gewiinschte. Eine einfache Bemerkung wird uns
von hier aus zum allgemeinen Fall iibergehen lassen.

Aus der Bilinearitit der durch die GIn. (46, 1) vermittelten
Kollineationen erkennt man unschwer folgendes: transformiert
man die Punkte z, y kollinear in die Punkte z’, y’, diese wieder
durch eine neue Kollineation in die Punkte =/, ", dann sind auch




64 1V. Axiomatik der hyperbol. Geometric im Linheitskreise

die Punkte z, y auf die Punkte 2"/, 3’ kollinear bezogen. Weiter-
hin ist klar, daB (X) in der zuletzt genannten Kollineation in sich
iibergeht, wenn dies bei den zwei ersten Kollineationen der Fall
ist. Das gilt nun offenbar fiir beliebig viele hintereinander ausge-
fiihrte Kollineationen, mit anderen Worten:

a) Man kann das Ergebnis einer Folge automorpher Kolli-
neationen von (K) auch durch eine einzige automorphe
Kollineation von (K) erreichen*).

Jetzt konnen wir Axiom C 5
auch im allgemeinen Falle behan-
deln (Fig. 28): Wir wihlen eine der
beiden automorphen Kollineationen
des Satzes 48 a als Transformation
{8}, um O und & in ¢’ und »’' zu
transformieren, wobei wir als Punkt
0" den Kreismittelpunkt wihlen;
dabei geht % in eine Halbgerade &’
iiber. Wie im 2. Absatze von Nr. 50
konnen wir durch eine Spiegelung
{€} die Radien &’ und k' vertau-
schen, d. h. O’, &', ¥ in 0", #"’, k" verwandeln, Nun trans-
formjeren wir wieder vermdge der Umkehrung von {®}
zuriick, dann geht O'’, k"', k" in O, k, b iiber (weil ja &' und
k" nichts anderes sind als &’ und #). Durch eine Folge auto-
morpher Kollineationen von (X) haben wir somit O, h, k in
0, k, h transformiert, dann gibt es aber nach Satz 50 a eine
einzige automorphe Kollineation von (K), welche dasselbe
leistet. Demnach ist auch C 5 erfiillt.

51. Nun gehen wir zum Axiom C6 (Nr.22) iiber. Wenn
wir uns des Satzes 43d erinnern, dann sagt in der h.
Geometrie der Vordersatz des Axioms e. folgendes aus
(Fig. 29):

o) es ist (ABST)=(4'B'S'T"),

p) es ist (ACUV)=(A'C'U'V’),

*7*) Kurz: di;automorphen Kollineationen von (K) bilden eine Gruppe.

Uber die Definition der Gruppe vgl. z. B. L. Baumgartner, ,,Gruppen-
theorie*, Slg. Goschen, 1921, 120 8., 3. Aufl. 1958, 110 S., insbes. § 5.

Fig. 28.
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y) es gibt eine automorphe Kollineation {{t} von(K), welche
die Punkte S, 4, U in die Punkte §’, 4’, U’ transformiert.
Der Nachsatz des Axioms fordert, daB man auch <¢ B in
<X B’ transformieren
kann. Durch die Trans-
formation {®} von y)
gehen auch Tund V in
7’ und V' iiber*) und
daher wegen der Gleich-
heit der Doppelver-
héltnisse in ) und B)
auch B und C in B’
und ¢’. Demnach wird
durch {®} auch < ABC
in ¢ A'B'C’ iiberge-
filhrt und die Forde-
rung des Axioms C6
ist erfullt**). Fig. 29.

Der Widerspruch mit dem Euklidischen Parallelenaxiom.

52. Die h. Geometrie erfiillt die Axiome A—D, das
ist unser bisheriges Ergebnis. Wir haben noch das Ver-
halten zum Euklidischen Parallelenaxiom E (Nr. 38) zu priifen.
Wiirde dieses in der h. Geometrie gelten, dann wiirde, e. ge-
sprochen, daraus folgen:

a) Es giibe eine Sehne g des Kreises (K) und einen nicht auf
g liegenden Punkt Pinnerhalb (K) derart,da8 es hidchstens eine
Sehne durch P gibt, welche mit g keinen inneren Punkt ge-
meinsam hat.

Dieser Satz ist aber nicht richtig, da man sofort eine unend-
liche Menge von Sehnen durch P angeben kann, welche g nicht
schneiden, und zwar in folgender Weise: man greift einen be-
liebigen Punkt A auf der Verlingerung von g heraus, dann
trifft die Gerade AP den Kreis nach Satz 34a in zwei Punkten

*) Erster Absatz des Beweises in Nr. 48.

*%) Da {f} die Strecke BC in die Strecke B'C’ transformiert, sind auch diese

Strecken h. kongruent, so daB hier der 1. Kongruenzsatz ohne besonderen Be-
weis als unmittelbare Folgerung aus der Figur 29 zum Axiom C & auftritt.

Baldus, Nichteuklidische Geometrie. 5
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und liefert damit eine Sehne, welche g zufolge Satz 18¢ nicht
schneiden kann, da sich die beiden die Sehnen tragenden Ge-
raden schon auflerhalb (X) in A schneiden. Daraus folgt:
Die hyperbolische Geometrie erfiillt alle Axiome
der Euklidischen Geometrie mit Ausnahme des
Parallelenaxioms; diesem widerspricht sie.

‘Widerspruchslosigkeit der hyperbolischen Geometrie.

53. Die h. Geometrie beruht auf einer von der gebriuchlichen
abweichenden Deutung der Worte ,,Punkt®, ,,Punktreihe‘
(,,Gerade®), ,,zwischen®, , kongruent®, ,,parallel usw., die,
wie wir nachgewiesen haben, die Axiome A—D formallogisch
erfiillt. Diese Deutung 1a83t sich — eine Tatsache, die wir
immer wieder beniitzt haben — in die Sprache der e. Geome-
trie iibersetzen. Wire nun das Euklidische Parallelenaxiom
mittels der Axiome A—D beweisbar, dann wiirde seine Aus-
sage als Satz in jeder Geometrie gelten, welche diese Axiome
erfiillt, demnach auch in der h. Geometrie; daher miiBte in
der e. Geometrie die oben gegebene Ubersetzung 52a dieser
Aussage gelten. Da dies nicht der Fall ist, kann das Eukli-
dische Parallelenaxiom nicht aus A—D beweisbar sein.
ZusammengefaBt:

Man kann aus der Euklidischen Geometrie
beweisen, daB es nicht moglich ist, die Aussage des
Euklidischen Parallelenaxioms aus den iibrigen
Axiomen der Euklidischen Geometrie als Satz ab-
zuleiten,

Damit ist, in gedanklichem AnschluB an Nr. 12, die Losung
des uralten Ritsels des Euklidischen Parallelenaxioms gegeben.
Sie rechtfertigt Euklid, der in genialer Weise die Notwendig-
keit seines V. Postulates gefiihlt hat.

54. Der entscheidende SehluB in der vorigen Nr, war der, da
die Aussage 52a in der e. Geometrie nicht bewiesen werden
kann, weil eine ihr widersprechende Aussage beweisbar ist. We-
sentlich war dabei die stillschweigende Annahme, daB die e.
Geometrie nicht zwei einander widersprechende Sitze liefern
kann, dal sie widerspruchsfrei ist. Welche Gewihr hat
man dafiir?
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Man kann nicht etwa so schlieBen: ,,Die e. Geometrie ist durch
einen AbstraktionsprozeB, durch eine Verfeinerung aus der physi-
schen Wirklichkeit bis zu idealen Grenzen entstanden (was sich
noch deutlich in den in Nr. 2 erwihnten Euklidischen Defn. I, II,
1V ausspricht), und da die Wirklichkeit widerspruchslos ist, gilt
dasselbe auch fiir die e. Geometrie.* Denn in diesem Abstraktions-
proze8 steckt so viel Willkiirliches darin, er ist in seinen Einzel-
heiten so verwickelt*), daB es unmoglich ist, darauf eine derartige
Aussage zu stiitzen, selbst wenn es klar wire, was die ,,logische
Widerspruchslosigkeit der Wirklichkeit* bedeuten soll.

Einen Weg fiir die Behandlung der Frage nach der Wider-
spruchslosigkeit der e. Geometrie zeigt die analytische Geome-
trie, die uns ein Mittel gibt, jeden e. Beweis, jede e. Aussage
rechnend zu verfolgen, se daB ein Widerspruch in der e. Geo-
metrie einen Widerspruch in der Rechnung nach sich ziehen
miifite. Das Rechnen in der analytischen Geometrie kann
man wieder auf die Arithmetik (das Rechnen mit den posi-
tiven, ganzen Zahlen) zuriickfithren, so da man aus der
Widerspruchslosigkeit der Arithmetik auf die der e. Geome-
trie schlieBen kann. Und damit miissen wir uns vorldufig
begniigen. Die Widerspruchslosigkeit der Arithmetik ist bisher
noch nicht in allgemein anerkannter Weise bewiesen worden;
es wird sogar bestritten, daB es iiberhaupt einen Sinn hat,
dies zu versuchen**).

Die naheliegende Frage nach der Widerspruchslosigkeit der
h. Geometrie 14t sich nun sofort beantworten. Da sich die Aus-
sagen der h. Geometrie in e. Form kleiden lassen, wie wir es
zuletzt beim Euklidischen Parallelenaxiom in Nr. 52 taten, sind
alle Sitze der h, Geometrie nichts anderes als Sitze der e. Geo-
metrie***), Daher wire ein Widerspruch in der h. Geometrie
gleichbedeutend mit einem solchen in der e. Geometrie. Nimmt
man die soeben besprochene Beziehung der letzteren zur Arith-
metik hinzu, dann folgt daraus:

*) Vgl die erste der in Anm, **) zu Nr. 16 genannten Arbeiten von
R. Baldus.

**) Niheres enthilt z. B. die in Anm, **) zu Nr. 16 zuletzt erwihnte Schrift.
Vgl. auch H. Xneser, ,,Notio und notatio*, Jahresber. d. D. M. V. 53, 1943,
2. Abt., S. 9—21, bes. ab 8. 17, ferner H. Meschkowski, Wandlungen des
mathematischen Denkens, Braunschweig 1960, 8. 1001f.

*+#) Daf sich die Batze der h. Geometrie in e. Form vielfach nur sehr um-
sténdlich aussprechen lassen, ist hier gleichgliltig.

5*
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Ist die Arithmetik widerspruchslos, dann ist es
auch die Euklidische und die hyperbolische Geo-
metrie.

Der Beweis dafiir, daB man das Parallelenaxiom nicht ent-
behren kann, wurde durch die Deutung der iibrigen Axiome in einer
Geometrie geliefert, die dem Parallelenaxiom widerspricht. Mittels
desselben grundsitzlichen Gedankenganges kann man nun auch
die Notwendigkeit anderer Axiome nachweisen. Beispiele hierfiir
findet man in den ,,Grundlagen*, auBerdem in Enriques [4] und
Schur [12]. Ein néheres Eingehen hierauf kann fiir uns im Rahmen
dieses Biichleins nicht in Frage kommen.

Das Nichteuklidische Parallelenaxiom E’.

55. Aus den Axiomen A—C folgt vermage Satz 24¢ die Exi-
stenz mindestens einer Parallelen zu irgendeiner Geraden durch
irgendeinen Punkt auBerhalb der Geraden. Gibt es weiterhin
in einer die Axiome A—D erfiillenden Geometrie durch einen
einzigen Punkt zu einer einzigen ihn nicht enthaltenden Gera-
den mehr als eine Parallele, dann gilt dies nach Satz 37a fiir alle
Punkte und Geraden. Will man die Axiome A—D der abso-
luten Geometrie durch Hinzufiigung eines Nichteuklidischen
Parallelenaxioms zu einem Nichteuklidischen Axiomensystem
erginzen, dann erreicht man dies daher durch

Das Nichteuklidische Parallelenaxiom E': Es gibt
eine Punktreihe g und einen Punkt P auBerhalb ¢
von der Eigenschaft, daB (mindestens) zwei Punkt-
reihen durch P die Punktreihe ¢ nicht treffen.

Die Aussage dieses Axioms gilt dann fiir alie Punkte und
Geraden.

(K) 56. In der h. Geometrie haben wir ein

Beispiel einer Geometrie kennengelernt,
welche die Axiome A—D, aber nicht das
Axiom E erfiillt. An dessen Stelle tritt

° in der h. Geometrie folgende Aussage,
A die scheinbar enger ist als das Nicht-

euklidische Parallelenaxiom E’(Fig. 30):
v a) Ist ¢ irgendeine Gerade und P
irgendein Punkt auBerhalb ¢, dann

Fig. 30. gibt es zwei von P ausgehende, nicht
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auf einer Geraden liegende Halbgerade z, y derart, da von
den Geraden durch P jede, welche durch das Innere des <t
(2, y) lauft, ¢ trifft und jede, welche nicht durch das Innere
dieses Winkels lduft, g nicht trifft.  und y treffen g nicht*).

Sagen wir dafiir kurz ,,P verhdlt sich zu ¢ hyperbo-
liseh*, dann kénnen wir den folgenden wichtigen Satz aus-
sprechen:

b) Aus den Axiomen A—D und E’ folgt, dal sich
jeder Punkt zu jeder ihn nicht enthaltenden Ge-
raden hyperbolisch verhilt.

Dies beweist man in folgender Weise: P sei irgendein Punkt,
¢ eine ihn nicht enthaltende Gerade, p und ¢ seien die beiden
Parallelen durch P zu g, die nach dem SchluB von Nr. 55 exi-
stieren (Fig. 31). Da sich p und
g nicht schneiden, liegen alle
Punkte von g auf derselben Seite
von p (Satz 18 h). Das Entspre-
chende gilt fir ¢ und g. Wir zer-
legen p in die Halbgeraden p,,
p.**) und ¢ in q,,q, so0,dall g und
p, auf derselben Seite von ¢
sowie g und ¢, auf derselben Seite
von p liegen. ¢ liegt dann im
Innern des < (ps, ¢1) (9. Erkla-
rung, Nr. 21).

Das Lot I aus P auf g trifft ¢
in einem Punkt L (23¢) und ver-
lauft deshalb im < (py, ¢,). Jede von I verschiedene Halbgerade
welche ¢ trifft, liegt im < (p,, I} oder im <t (g, I).

Wir betrachten zunichst nur die Halbgeraden im < (py, 1).
Trifft die Halbierungslinie A, dieses Winkels g, dann tut dies nach
21 a jede Halbgerade im < (h,, !). In diesem Falle bezeichnen wir
hy mit @, und p, mit b,. Schneidet dagegen h, die Gerade g nicht,
dann gilt dies fiir alle Halbgeraden im ¥ (p,, #,) und wir be-
zeichnen dann ! mit @, und %, mit ;. Nun halbiert man den
< (a4, by) darch h, und bezeichnet entweder <x (h,, b,) oder < (a,, )
als <¢ (a5, &,), je nachdem A, die Gerade ¢ trifft oder nicht. Sc

Tig. 31.

*) Schon Saccheri hatte in seinem Lehrsatze XXXII diescn Sachverhalt
klargestellt,
**) In diesem Beweise meinen wir hier und weiterhin mit einer Halhgeraden
immer eine von P ausgehende Halbgerade.
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fahrt man nun fort und erhilt eine Folge von ineinanderliegenden
Winkeln < (@,, b,) mit dem gemeinsamen Scheitel P von der
Eigenschaft, daB unter den (von P ausgehenden) Halbgeraden die
innerhalb < (py, b,) liegenden g nicht treffen, die innerhalb
< (1, a,) liegenden g treffen.

Das Verfahren bricht ab, wenn eine Halbierende h,,, die ¢
treffenden Halbgeraden von den nicht treffenden im < (a,, b,)
trennt; dann bezeichnen wir h,,, mit x.

Tritt dies nicht ein, dann sind die Voraussetzungen von Satz 32a
erfiillt, und die nach diesem existierende Halbgerade z trennt im
< (py, 1) die g schneidenden Halbgeraden von den nicht schnei-
denden. Ebenso findet man im <r (g;, !) eine Halbgerade .
z und y kénnen nicht auf derselben Geraden liegen, weil sie beide
im <X (py, ¢,) verlanfen oder auf dessen Schenkel fallen.

Damit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen, bis auf seine
letzte Aussage, daB z und y die Gerade g nicht schneiden. Wiirde
etwa z die Gerade g in X treffen, dann kénnte man einen Punkt
S auf ¢ so annehmen, da# X Punkt der Strecke LS wire (Satz
18¢) und erhielte dann eine Halbgerade PS8, welche im < (p,, x)
liegend g treffen wiirde, was dem soeben bewiesenen Teile des
Satzes widerspriche.

AuBerdem sind 2z und y zum Lot ! symmetrisch; das
folgt ohne weiteres daraus, daBl andernfalls die Spiegelung der
einen Seite am Lot (durch kongruente Ubertragung) auf der
anderen Seite zu einem Widerspruch fiihren wiirde.

Einzigartigkeit der hyperbolischen Geometrie.

b7. Setzt man die Axiome A—D voraus, dann gibt es zu
irgendeiner Geraden durch irgendeinen, nicht auf ihr liegenden
Punkt mindestens eine Parallele, und zwar, je nachdem man
das Axiom E oder E’ hinzufiigt, genau eine oder mehr als eine.
Wegen der vollstindigen Disjunktion in dieser Aussage iiber
die Parallelen gibt es daher keine anderen Fortsetzungen des
Systems der Axiome A—D der absoluten Geometrie als in den
beiden genannten Parallelenaxiomen.

Das Axiom E liefert die Euklidische Geometrie; aus dem
Axiom E’ folgt der Satz 56b. Bezeichnet man — nunmehr un-
abhingig von der Deutung innerhalb (K) — als h. Geometrie
diejenige Geometrie, welche die Axiome A—D erfiillt und in
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der sich jeder Punkt zu jeder ihn nicht enthaltenden Geraden
h. verhilt, so kann man daher den Satz aussprechen:

Das System der Axiome A—D kann nur im Eukli-
dischen Parallelenaxiom E oder im Nichteuklidi-
schen Parallelenaxiom E’ fortgesetzt werden; im
ersten Fall erhdlt man die Euklidische Geometrie,
im zweiten die hyperbolische. Das Axiomensystem
wird dadurch in jedem Fall abgeschlossen.

DaB sich das System der Axiome A—E’ innerhalb eines Rand-
kreises deuten 14Bt, haben wir im vorliegenden Abschnitt gezeigt.
DaB diese Deutung nicht etwa als zu eng erweitert werden kann,
das folgt aus dem Vollsténdigkeitssatze von Nr. 36.

Eine wichtige grundsétzliche Bemerkung iiber diese
Deutung des Axiomensystems der h. Geometrie wird noch in
Nr. 116 folgen.

V. Abschnitt.
Die hyperbolische Geometrie als selbstindige Disziplin.

Vorbemerkungen,

58. Ein Problem der Euklidischen Axiomatik, die Frage nach
der Beweisbarkeit des Euklidischen Parallelenaxioms, hat zur
Entdeckung der hyperbolischen Geometrie gefilhrt. In den
Uberlegungen des vorhergehenden Abschnittes haben wir die h.
Geometrie nur so weit entwickelt, als es zur Beantwortung die-
ser Frage notig war. Dabei wurde die Erkenntnis gewonnen,
daB nach Nr. 57 die h. Geometrie die einzige Nichteuklidische
Geometrie ist in dem Sinne, daB sie die einzige Geometrie
ist, die neben einem dem Euklidischen Parallelenaxiom
widersprechenden Axiom E’ alle iibrigen Axiome A—D
der Euklidischen Geometrie erfilllt. Diese Tatsache legt
den Gedanken nahe, die der h. Geometrie eigentiimlichen
Sitze ndher zu untersuchen, das sind diejenigen Sitze,
welche wesentlich vom Nichteuklidischen Parallelenaxiom
E’ abhingen. Wir wollen dies im folgenden tun.
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Dabei behalten wir fernerhin die bisherige Deutung der h.
Geometrie im Randkreise (K) mit dem Mittelpunkt 3 bei und
bezeichnen diese Deutung mit {D}.*)

Da die absolute Geometrie der gemeinsame Unterbau der e.
und der h. Geometrie ist, konnen die Sitze des I1. Abschnittes
als Sitze der h. Geometrie bei der Ableitung weiterer h. Sitze
vorausgesetzt werden.

Die in Nr. 48 behandelten automorphen Kollineationen von
(K)lassen die h. GréBen der Strecken und Winkel unveréindert;
es liegt demnach nahe, sie in Ubereinstimmung mit dem
in Nr. 22 Gesagten kiirzer als ,,h. Bewegungen* zu be-
zeichnen und z. B. davon zu sprechen, da man durch eine h.
Bewegung einen Winkel mit seinem Scheitel auf M legt. Letzten
Endes greift man dabei immer wieder auf die durch die Axiome
C gewahrleisteten kongruenten Ubertragungen von Strecken
und Winkeln zuriick. (Vgl. den SchluB von Nr. 40, ferner die
Nrn. 42, 44, Satz 48d und die Nrn. 49 bis 51).

59. Im folgenden werden wir viele Tatsachen der h. Geo-
metrie mittels eines einheitlichen, einfachen Gedankens ab-
leiten, den man als ,,Prinzip der speziellen Lage** bezeich-
nen kann: Man denkt sich die zu untersuchende h. Figur {F}
durch eine h. Bewegung so zu M gelegt, daB sie in der neuen
Lage {J}' eine einfache e. Bedeutung hat und die Ubersetzung
vom Hyperbolischen ins Euklidische und umgekehrt besonders
leicht wird. Gelingt es nun, aus bekannten e. Sitzen einen h.
Satz fiir %‘”y}' abzuleiten, der nur h. Beziehungen enthilt, die
durch h. Bewegungen nicht zerstért werden, dann gilt der so
bewiesene h. Satz auch fiir die urspriingliche Figur {}. Der
Anwendung dieses Prinzips wollen wir zundchst durch Ab-
leitung einiger Hilfssitze vorarbeiten.

*) Zur Erginzung sei hingewiesen auf die Arbeiten von M, GroB8mann,
Die fundamentalen Konstruktionen der nichteuklidischen Geometrie. Beflage
zum Programm der thurgauischen Kantonsschule auf das Jahr 1903/04.
Frauenfeld, Huber & Co., und Projektive Konstruktionen in der nicht-
euklidischen Geometrie. Math. Ann. 68 (1910), ferner auf das Buch von
K. Kommerell, Vorlesungen iiber analytische Geometrieder Ebene, 2. Aufl.
Leipzig 1949, S. 189ff, sowie auf Klein (7] und Lingenberg [9].
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Hyperbolische Gebilde in spezieller Lage zum Randkreise,

60. d sei ein Durchmesser von (K), ¢, und ¢, seien die beiden
Hilften einer zu d e. senkrechten Sehne, Fig.32*) Nr.62. Die
Spiegelung der Ebene an d zeigt vermoge Satz 48c, daB
<X (¢, @) und <t (5, d) auch h. kongruent und folglich nach
der 11. Erklirung (Nr. 23) rechte Winkel sind. D. h.

a) Geht der eine Schenkel eines h. (e.) rechten Winkels durch
M, dann ist der Winkel auch e. (h.) ein rechter **).

Wir bezeichnen weiterhin solche rechte Winkel als ,,absolut
rechte Winkel*, in naheliegender Analogie zur Bezeichnung
des den beiden Geometrien gemeinsamen Teiles als absoluter
Geometrie.

Tragt man auf den beiden Halbsehnen ¢, und ¢, vom Sehnen-
mittelpunkt aus zwei e, gleiche Strecken ab, dann sind diese,
wie man wieder durch die e. Spiegelung an d erkennt, auch h.
kongruent, daher ist die e. Spiegelung an d gleichzeitig auch
eine h. Spiegelung an d; wir kénnen daher von einer ,,absolu-
ten Spiegelung® sprechen. Und weiterhin ergibt sich ohne
weiteres der Satz

b) Zwei Strecken oder Winkel, die absolut spie-
gelbildlich zu einem Durchmesser von (K) liegen,
sind absolut (d. h. e. und h.) kongruent.

Satz a) war ein Spezialfall hiervon. Weitere Spezialfille sind
die Sitze

¢) h. (e.) kongruente Strecken mit dem gemeinsamen Endpunkt
M sind auch e. (b.) kongruent.

d) h. (e.) kongruente Winkel mit dem gemeinsamen Scheitel M/
sind auch e. (h.) kongruent.

e) Geht die h. (e.) Halbierungslinie eines Winkels durch M,
dann ist sie auch dessen e. (h.) Halbierungslinie.

Ebenso erkennt man aus den e. Spiegelungen an M zufolge
Satz 48¢ den Satz

f) Liegen zwei Strecken oder Winkel absolut sym-
metrisch zu M, dann sind siec absolut kongruent.

*) Doppelbogen in den TFiguren bezeichnen auch weiterhin e. rechte Winkel.
**) In den Satzen dieser und der folgenden Nummer heiBt e. immer soviel
wie ,,0. und innerhalb ( K) liegend*.
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Mittels des Prinzips der speziellen Lage erkennen wir nun
unmittelbar die Giiltigkeit des folgenden Satzes auch in
der h. Geometrie:

g) Die Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen an
zueinander senkrechten Achsen ergibt die Spiege-
lung an deren Schnittpunkt*).

61. Nach Nr. 32 ist in der Winkelmetrik die Einheit beliebig.
Als einfaches Beispiel wurde dort fiir den rechten Winkel die
Grofe § gewihlt. Da es in der e. Geometrie aus bekannten
Griinden rechnerisch vorteilhaft ist, dem rechten Winkel die
GriBe 47 beizulegen, wollen wir dies weiterhin auch in der h.
Geometrie tun (so daf alle WinkelgroBen zwischen 0 und n
liegen). Dann folgt aus Satz 60d sofort der Satz

a) Winkel mit dem Scheitel M haben e. und h. die-
selbe GroBe.
Aus Satz 60c ergibt sich die Aussage

b) Legt man durch eine h. Bewegung einen h. Kreis mit sei-
nem Mittelpunkt auf M, dann wird er ein e. Kreis mit dem
Mittelpunkt M.

Und aus Satz 60b folgt

¢) Legt man durch eine h, Bewegung ein h. regulires n-Eck
mit dem Mittelpunkte seines Inkreises auf M, dann wird es ein
e. regulires n-Eck mit dem Mittelpunkt M.

Damit haben wir die Hilfsmittel fiir die Anwendung des Prinzips
der speziellen Lage bereitgestellt, das uns nicht nur in die Lage
versetzen wird, die Deutung {®} genau kennenzulernen, sondern
dariiber hinaus die Haupttatsachen der h. Geometrie auf einfachste,
auch dem Euklidisch Eingestellten leichtverstindliche Weise abzu-
leiten.

Orthogonalitit.

62. Die beiden h. senkrechten Geraden ¢; und d der Fig. 32
haben die Eigenschaft, da3 jede von ihnen verlingert durch

*) Die Spiegelungen spiclen eine wichtige Rolle in der absoluten Geometrie;
auf sie lasscn sich alle Bewegungen und Umlegungen zuriickfiihren. Vgl.
¥. Bachmann, Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Berlin-
Gottingen- Heidelberg 1959,
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den zu (K) gehérenden Pol (Nr. 47) der anderen hindurch-
geht, Hat man irgend zwei andere h.

zueinander senkrechte Gerade ¢ und AN
b, dann kann man durch eine h. Be- 4
wegung nach Axiom C4 den rechten
< (5, @) auf einen der vier von den
Geraden a, b gebildeten h. rechten
Winkel legen, wobei die Polareigen-
schaften erhalten bleiben, d. h. !

a) Zwei h. Gerade a, b stehen
in der Deutung {®} dann auf-
einander h. senkrecht, wenn, e.
gesprochen, jede von ihnen ver-
lingert durch den zu (K) gehd-
renden Pol der anderen hin-
durchgeht. Dies tritt ein, wenn eine
der beiden Geraden den Pol der Fig. 32.
anderen enthilt.

Auf den durch 4 laufenden Sekanten der Fig. 32 liegen daher
die Sehnen, welche h. die zu a senkrechten Geraden darstellen.
Die Richtigkeit der Sitze 23 e und f fiir die h. Geometrie erkennt
man so neuerdings, hier durch unmittetbares Ablesen aus der Figur.

Parallele Gerade.

63. In unserer Deutung {D} der h. Geometrie schneiden sich
zwei h. Gerade nicht, sie sind h., parallel, wenn die sie darstellen-
den e. Kreissehnen einen Punkt von (K) oder keinen Punkt ge-
meinsam haben. Wir wollen die beiden h. Geraden im ersten
Falle ,randparallel” nennen, im zweiten Fall iiberparal-
lel“*). Auch zwei h. Halbgerade, die sich auf (K) treffen,
nennen wir randparallel ¥*),

*) Die Bezeichnungen liegen nahe, da man die e. Punkte des Randkreises
(K) auch als ,,Randpunkte der h. Ebene bezeichnet, die e. Punkte auBeyhalb
(K) nach Liebmanu [8] als ,,Uberpunkte”. Die e. Geraden, auf denen die be-
vreffenden h. Geraden liegen, haben im ersten Fall einen Randpunkt, im zweiten
einen Uberpunkt gemeinsam, der auch ein e. uneigentlicher (unendlich ferner)
Punkt sein kann. Man sagt auch, die Punkte auBerhalb von (K) und auf (K)
stellen ,,uneigentliche* oder ,,ideale* Punkte der Nichteuklidischen Ebene dar,
die Punkte auf (K) speziell ihre unendlich fernen Punkte, was in Nr. 71 be-
griindet wird; entsprechendes gilt fiir die Geraden.

**) Nach Hilbert sagt man in diesem Fall auch: die beiden Halbgeraden
haben ein ,,Ende‘ gemeinsam.
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Ist nun eine h. Gerade g und ein nicht auf ihr liegender h.
Punkt P gegeben (Fig. 33), dann gibt es durch P die zwei zu ¢
randparallelen Halbgeraden z und y,
G welche nach Satz 56a im Geraden-
7t biischel] mit dem Scheitel P die ¢
schneidenden von den ¢ nicht

schneidenden Geraden trennen.

Nun ergibt sich ohne weiteres, dafl
zwei Halbgerade, welche zu einer dritten
randparallel sind, auch untereinander

2\ 4 randparallel sind. Sagen wir von jeder
Halbgeraden, sie sei zu sich selbst rand-
parallel, so wird der Randparallelis-
mus — wie der e. Parallelismus —
eine reflexive, symmetrische und tran-
sitive Beziehung (vgl. Nr. 20 u. 23);
damit wird eine ,,Aquivalenz oder
Gleichheit* definiert — wie in der e.
Geometrie fiir den so geschaffenen Be-
griff der Riehtung — hier fiir den Begriff des Endes: e. parallele
Gerade ,,haben gleiche Richtung*, h. randparallele Halbgerade
,,haben dasselbe Ende‘.

In Nr. 6 hatten wir Sdtze der e. Geometrie kennengelernt,
die, als dem e. Parallelenaxiom &dquivalent, in der h. Geometrie
nicht erfiillt sein kénnen. Fiir 6 a ist das ohne weiteres klar: die
Gerade a der Fig. 33 z. B. trifft h, aber nicht die zu A parallele
Gerade g.

Vielfach, so von GauB und Lobatschefskij, wird die Bezeich-
nung ,parallel den randparallelen Geraden vorbehalten. Dies
setzt voraus, daB in der absoluten Geometrie an die Stelle der
12, Erklarung (Nr. 24) eine andere tritt. Die Uberparallelen werden
dann z. B. als ,divergierende Gerade* eingefiihrt. J. Bolyai
nennt randparallele Gerade ,,asymptotisch*; die Begriindung
tiir diese tretfende Ausdrucksweise folgt spéter (in Nr. 73).

In Fig. 32 (Nr.62) gibt es, h. gesprochen, durch keinen Punkt
von b eine Gerade, welche beide Schenkel des spitzen <X (d, )
trifft, in erwartetern Widerspruch mit dem e. Satze 6 b.

64. Aus Nr. 47 und dem Satze 62a folgen nun ohne weiteres
die beiden Sitze
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a) In der h. Geometrie gibt es zu zwei Geraden,
dic sich schneiden oder die zueinander randpar-
allel sind, kein gemeinsames Lot.

b) In der h. Geometrie haben zwei Uberparallele
genau ein gemeinsames Lot.

Das gemeinsame Lot dieses Satzes b) ist in der Deutung {®}
die Polare des auBerhalb (X) liegenden, e. eigentlichen oder un-
eigentlichen Schnittpunktes der verlingerten Geraden. In der
Fig. 82 (Nr.62) steht ¢, auf 4 h. senkrecht, a nicht, und doch
haben a und ¢,, beliebig verlingert, keinen h. Schnittpunkt (vgl.
Nr. 7, letzter Absatz).

Eine unmittelbare Folge aus den Séitzen a) und b) ist der Satz

¢)In der h. Geometrie sind die Lote in zwei Punk-
ten einer Geraden zueinander iiberparallel.

Bezeichnet man in der h. Geometrie den Mittelpunkt des
gemeinsamen Lotes zweier Uberparallelen als deren ,,Sym-
metriepunkt®, dann folgen aus dem Beweise des Satzes 24a
und aus dem Satze 64b ohne weiteres die Sitze

d) Werden in der h. Geometrie zwei Gerade von
einer dritten unter gleichen Wechselwinkeln ge-
schnitten, dann sind die beiden ersten Geraden zu-
einander iberparallel, und das Stiick der dritten
Geraden zwischen den beiden ersten wird von de-
ren Symmetriepunkt halbiert.

e) In der h. Geometrie trifft jede Gerade durch
den Symmetriepunkt zweier Uberparallelen,welche
eine der beiden Uberparallelen trifft, auch die an-
dere, und beide unter gleichen Wechselwinkeln.

Aus der Definition des Symmetriepunktes und den Sitzen
60a und c folgt .

f) Legt man in der Deutung {D} zwei Uberparallele durch
eine h. Bewegung mit ihrem Symmetriepunkt auf M, dann
werden sie e. parallel, und M liegt auf ihrer e. Mittelparallelen.

Abstandslinien,

65. Es soll nun die Frage entschieden werden, ob die zu einer
Geraden dquidistanten Punkte in der h. Geometrie ebenso wie
in der e. auf zwei Geraden liegen. Wir wenden wieder das Prin-
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zip der speziellen Lage an, indem wir die Gerade durch eine h.
Bewegung mit einem ihrer Punkte auf M legen. Sie moge dabei
die Lage d annehmen, Fig. 34. Nun suchen wir die h. Punkte,
welche von d h. konstanten senkrechten Abstand haben. Die
h. Lote zu d stehen nach Satz 60a auch e. auf d senkrecht. Nach
Satz 60b liefert jeder Punkt
des vorgeschriebenen h. Ab-
standes von d einen beziig-
lichd absolut symmetrischen
Punkt der gleichen Eigen-
schaft. P,, P, seien diese
beiden Punkte auf dem zu
d senkrechten Kreisdurch-
messer. Sollen nun die h.
Strecken MP, und NQ,
kongruent sein, dann miissen
die zugehorigen Doppelver-
héltnisse gleich sein. Deren
Werte berechnet man, wenn
a, s, [die e, Lingenvon M P,,
NU, N@, sind, leicht nach
Gl. (41, 1), und man erhilt, da (K) den Radius 1 hat,

(65, 1) (MPST) = (1 + a): (1 — a)
—(NQUV) = (s +1): (s—1).

Zwischen den e. Koordinaten z und y von @, besteht dem-
nach die Gleichung

I—a)((I—F+y) =1+a)(fT—2—y)
oder m2—|—Z—:~1=0.

Fig- 34.

Das ist eine e. Ellipse (C) mit der groBen Achse d und der
kleinen Achse P,P,. Die Punkte, welche von d denselben h.
Abstand wie P; haben und auf der Seite dieses Punktes liegen,
bilden die obere Halbellipse, die Punkte auf der anderen Seite
von d die untere Halbellipse*). In der h. Geometrie liegen dem-

" %) Die Endpunkte der groSen Ellipsenachse treten unter diesen Punkten
nicht auf,
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nach die auf einer Seite einer Geraden von dieser gleich weit
entfernten Punkte nichtselbst wiederauf einer Geraden,
im Gegensatz zu der Aussage 6¢ in der e. Geometrie*).

Jede der beiden durch d getrennten Hilften von (C) bezeich-
net man in der h. Geometrie, da alle ihre Punkte gleiche senk-
rechte Abstinde von d haben, als eine zu d gehérende ,,Ab-
standslinie*. d heiBt ihre Mittellinie oder Achse, der kon-
stante Abstand ihr Halbmesser.

Ist g eine h. Gerade, (E) die Kurve der Punkte, welche
von ¢ einen gegebenen senkrechten Abstand haben, dann den-
ken wir uns zunichst wieder g samt (E) so bewegt, dab in
Fig. 34 g auf d, (E) anf (C) fallt. Legt man nun nach Satz 48a
durch eine neue h. Bewegung M auf N, wihrend R fest bleibt,
dann fillt dabei jeder Punkt von d wieder auf einen Punkt von
d und jeder Punkt von (C) nach der Definition dieser Kurve
wieder auf einen Punkt von (C), z. B. P, oder P, auf @,, folglich
auch die Tangente in einem der beiden ersten Punkte auf die
Tangente in @,**). Da nun die Tangenten in P, und P, auf
P,MP, (absolut) senkrecht stehen, folgt daraus

a) Ist in der h. Geometrie (&) eine zu einer Gera-
den g gehérende Abstandslinie, dann steht die Tan-
gente in irgendeinem Punkte P von (E) auf dem
Lote senkrecht, das man aus P auf ¢ fillen kann.

Da (C) durch (absolute) Spiegelung an P, M in sich iibergeht,
folgt daraus weiterhin

b) In der h. Geometrie geht eine zu einer Geraden
gehorende Abstandslinie durch Spiegelung an ir-
gendeinem Lote dieser Geraden in sich iiber.

Auf die Abstandslinien waren schon Saccheri und Lambert ge-
stoBen, auch J. Bolyai ging bereits bei seinen ersten Versuchen von
ihnen aus. GauB schlug fiir sie die Bezeichnung ,,Hypercykel* vor.

*) Ist UV eine beliebige Sehne von (K), dann liegen die zu dieser Geraden
h. d4quidistanten Punkte auf einer e. Ellipse, welche (K) in den Punkten U und
V bertihrt. Das kann man daraus -erkennen, daBl die automorphen Kollinea -
tlonen von (K) Ellipsen innerhalb (K) wieder in Ellipsen verwandeln.

**) Als einzige Gerade durch @, welche zu d nicht randparallel ist und (C) in
keinem zweiten Punkte triffr
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Kreise,

66. Aus Satz 61b folgt,daB man die Gleichung eines beliebi-
gen h. Kreises (C) in e. Koordinaten erhilt, wenn man auf
einen e. Kreis (C) mit dem Mittel-
punkt M eine automorphe Kolli-
neation von (K) anwendet, wobei M
in den h. Mittelpunkt M von (C)
iibergeht (Fig. 35). Durch die For-
derungen M~ M, U - U, segm
(UPV) - segm (UPV) ist nach den
Satzen 48a und b genau eine solche
Kollineation bestimmt; ihre Glei-
chungen sind, wovon man sich leicht
durch rechnerische Nachpriifung
iiberzeugt, wenn Y durch M geht,
(66,1) z = z/T —m2: 1—my), y =(F—m) : (1 — my)*)-

Nun transformieren wir, wie gesagt, einen Kreis

Bl yP—r2=0, r<l

durch die GIn. (66,1) und erhalten als e. Gleichung eines allge-
meinen h. Kreises mit Mittelpunkt auf Y die Ellipsengleichung

(66, 2) 731 — m?) 4+ (1 — m*?) — 2ym(l — %) = 1> — m3
Das heiit
_a) In der Deutung {®} ist ein h. Kreis mit dem Mittelpunkt
M eine e. Ellipse, deren kleine Achse auf dem Durchmesser von
(K) liegt, der M enthilt.
_ Wie man eine solche Ellipse (E) bestimmt, wenn der Mittelpunkt
M und ein Punkt P des durch sie dargestellten h. Kreises gegeben
ist, das zeigt Fig. 86: U, V seien die Endpunkte der Sehne MP

und S, T die Endpunkte des Durchmessers MM von (K). Man
bringt US mit VT in C zum Schnitt und schneidet den Durch-
messer mit CP in 4. Dann ist wegen der Perspektivitit der Punkt-

*) Ersetzb man hierin ¥ durch — y, dann hat man die Kollineation, weiche
T->V,V>U entsprechen}aBt und die im tibrigen dasselbe wie (66, 1) bewirkt.
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reihen (MPUV) = (MAST), daher sind die Strecken MP und
MA h. kongruent; folglich ist 4 der eine Endpunkt der kleinen
Achse der gesuchten Ellipse (¥). Entsprechend findet man aus
dem Schnittpunkt D von VS und UT den anderen Endpunkt B
dieser Ellipsenachse und kennt von der Ellipse nun die kleine
Achse AB und einen Punkt P, so daB man in bekannter Weise
ihre groBe Achse und beliebig
viele ihrer Punkte angeben
kann*).

In Fig. 36 ist gleichzeitig die
Aufgabe geldst, in der Deutung
{D} eine beliebig gegebene
h. Strecke AM iiber ihren
Endpunkt M hinaus zu
verdoppeln. Wir denken uns zu
diesem Zwecke den hier unwe-
sentlichen Punkt M aus der gi
Figur weg, wihlen U auf (K)
beliebig, tbertragen AM h.
kongruent nach PJM und dieses
wieder h. kongruent nach BM.

Grenzkreise.

67. In der h. Geometrie sei C der Mittelpunkt eines Kreises,
P ein Punkt des Kreises. Man 148t nun C auf der Halbgeraden
PC gegen den Rand riicken und betrachtet die unendliche
Folge der Kreise, welche alle durch den festen Punkt P gehen
und die Lagen des bewegten Punktes C zu Mittelpunkten ha-
ben. Diese Kreise streben, wie wir sogleich erkennen werden,
einer Grenzkurve zu, und diese bezeichnet man als einen
,, Grenzkreis“, Man kann einen Grenzkreis nach dieser De-
finition kurz als ,,h. Kreis mit unendlich gro8em Halb-
messer ansprechen; die Begriindung fiir diese Sprechweise
folgt in Nr. 71.

*)} Liegt der gegebene Punkt des h. Kreises zufdllig auf MM, d. . ist A
gegeben, dann findet man durch die in Fig. 36 angegebene Konstruktion den
Punkt P auf einer beliebigen Sehne durch 37 und bestimmt daraus wie oben
den Punkt B.

Hierzu beachte man den Literaturhinweis in der FuBinote zu Nr, 58,

Baldus, Nichteunklidische Geometrie. 6
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Um den soeben angegebenen Grenziibergang analytisch ver-
folgen zu konnen, denken wir uns, wieder in Anwendung des
Prinzips der speziellen Lage, in der Deutung {9} den Ausgangs-
kreis durch eine h. Bewegung so gelegt, daf sein Punkt P auf M
fallt. M wihlen wir als Anfangspunkt eines rechtwinkligen e.
X, Y-Koordinatensystems, dessen Y-Achse wir durch den

Punkt M legen, auf den der Mittelpunkt C des Kreises fillt,
Fig. 35, (Nr.66). Schreiben wir in Gl. (66,2) x und y statt zund ,
dann haben wir die Gleichung dieses Kreises, wenn wir auBer-
dem noch beriicksichtigen, daf sie fiir £ = y = 0 erfiillt sein
muB. Die letzte Bedingung liefert ¥2—m2 = 0 und daher als e.
Gleichung des h. Kreises

2¥(1 — m?) 4 yP(l—m*) —2ym(l—m?) =0, 1 —m?==0,d. h.
(67, 1) 2* 4 y* (1 4+ m?) — 2ym = 0.

Nun erhalten wir die in der Definition des Grenzkreises auf-
tretende Schar von Kreisen, wenn wir M gegen U laufen lassen

oder, was dasselbe ist, m in den Wert 4 1 itbergehen lassen.
Dann tritt an Stelle von (67, 1) die Gleichung
(67, 2) 2?4+ 22— 2y =0.

Dies ist demnach die e. Gleichung eines Grenzkreises.
Sie stellt, e. gesprochen, eine Ellipse mit der kleinen Achse MU
dar, deren Halbachsen a = |/1 und b = % sind. Der Kriim-
Y mungskreis dieser Ellipse im

Endpunkt U ihrer kleinen
Achse hat den Halbmesser
a?:b =1, tallt daher mit(K)
zusammen, vgl. (G) in Tig.
() 37. Aus bekannten Eigen-
schaften der Scheitelkrim-
X mungskreise einer Ellipse
M oder durch unmittelbare
Berechnung der Schnitt-
punkte der Tllipse (67,2)
(K) mit (K) erkennt man, daB
diese vier Schnittpunkte in
TFig. 87. U zusammenfallen.

Ul
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Fiihrt man, um aus der speziellen wieder in dic allgemeine
Lage zuriickzukommen, eine automorphe Kollineation von
(K) durch, dann bleibt die Ellipse als Kegelschnitt, der ganz
innerhalb (K) liegt und (K) in einem Punkte vierpunktig
trifft, eine Ellipse, die (K) zum Scheitelkriimmungskreise
hat*). Das gibt den Satz, fiir den Fig. 37 drei Beispiele zeigt:

In der Deutung {®} sind die Grenzkreise e. El-
lipsen, welche den Randkreis (K) zum Scheitel-
krimmungskreis haben**).

Man kann den Grenzkreis ebensogut auch als Grenzlage
einer Folge von Abstandslinien (Nr. 65) erhalten, deren
Mittelgerade d man gegen eine Randtangente riickenlaBt***),
wahrend man einen ihrer Punkte P festhilt.

Liegt ein beliebiger Grenzkreis vor und legt man ihn
durch eine h, Bewegung mit irgendeinem seiner Punkte auf M
und die Y-Achse durch seinen Randpunkt, dann tritt wieder
der Fall der Gl. (67, 2) und damit der Ellipse () ein. Daraus
folgen unmittelbar drei Sdtze. Zunichst die Tatsache

a) Alle Grenzkreise sind h. kongruent.

Da die X-Achse Tangente an (¢) in M ist und auf MU ab-
solut senkrecht steht, ergibt sich weiterhin

b) In der h. Geometrie steht die Tangente in ei-
nem beliebigen Punkt eines Grenzkreises senkrecht
auf der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem
Randpunkte des Grenzkreises.

(@) geht durch (absolute) Spiegelung an MU in sich iiber.
Daraus schlieBt man

¢)In der h. Geometrie geht ein Grenzkreis in sich
iiber, wenn man ihn an irgendeiner nach seinem
Randpunkte laufenden Geraden spiegelt.

*) Dabei geht der Mittelpunkt der alten Ellipse im allgemeinen nicht in den
Mittelpunkt der neuen Ellipse iiber.

*#) Zeichnet man zu einer Ellipse die Scheitelkrimmungskreise, dann ver-
laufen die zu den Endpunkten der groBen Achse gehérenden innerhalb der
Ellipse, die zu den Endpunkten der kleinen Achse gehdrenden auBerhalb der
Ellipse. Daher haben alle diese Ellipsen auf (K) einen Endpunkt jhrer kleinen
Achse. Jede solche Ellipse stellt einen Grenzkreis dar.

**%) Die beiden Beriihrupgspunkte mit dem Rand (K) riicken dabei zu-
sammen und ergeben dadurch eine vierpunktige Berithrung.

L4
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Zu den Grenzkreisen war J. BRolyai schon 1820 gelangt, sie
waren der Ausgangspunkt seiner Iintdeckungen. Gauli schlug fiir
sic den Namen ,,Paracykel” vor, benutzte gelegentlich auch dio
Bezeichnung ,,Trope. Bei Lobatschefskij treten die Grenzkreise
als ,,Oricyclen‘ (Horocyklen) anf und fiihren bei ihm wie auch bei
J. Bolyai zur Aufstellung der h. trigonometrischen Formeln.
Vgl. hierzu auch Liebmann [8], S.59ff.

Winkelmessung.

68. < o und <¢ « in Fig. 38 seien h. kongruent. Der nicht
auf der X-Achse liegende Schenkel von < o treffe e. die
positive Y-Achse (innerhalb oder auferhalb (X)) in B;
dann sind nach den Sitzen 60a und 6la die beiden
Winkel h. spitz. Die h. Bewegung, welche <( & in < & iiber-
fithrt — d. h. 4, U und die obere Kreishélfte in A, U und die
obere Kreishilfte (Satz 48b) —, hat, wie man wieder leicht
nachypriift, die Gleichungen

68,1) z=(z—a):(1—az), =y}l —a:(1—ax).

Den Punkten M (0;0) und B (0; b) entsprechen vermige
Gl. (68,1) die Punkte M (—a; 0) und B (— a; bl/l — a?).
Bezeichnet man mit o, das e. Mal von < o, mit o, dessen h.
MaB usw., dann ist

tgo,=0:a, tgX=)1—atbia=)1—a? tgo,.
Daraus folgt &, << o,, wahrend &, = &, ist. D. h.

a) Legt man einen h. spitzen

12%2 Winkel, dessen einer Schenkel

M enthilt, durch eine h. Be-

wegung mit dem Scheitel auf

B () M, dann wird der Winkel dabei
e. kleiner.

Nimmt man noch den Satz
6la hinzu, d. h. &, = &) = o,
dann ist damit folgender Satz
bewiesen:

b) Ist <C & ein h. spitzer
Winkel,dessen einer Schen-
Fig. 38. kel durch M lauft, wihrend
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sein Scheitel von M die e. Entfernung ¢ hat, dann
besteht zwischen der h. und der e GriBe des
Winkels die Beziehung

(68, 2) tgop =V1—a? tgo,.

Daraus ergibt sich speziell
¢) Lauft genau ein Schenkel eines h. spitzen Winkels durch
M, dann ist der Winkel h. .
gemessen kleiner als bei e.
Messung.

Liegen zwei h. kongruente
spitze Winkel so, daB je einer
ihrer Schenkel durch M geht,
dann ist nach dem Satze b)
derjenige von ihnen e. groBer,
dessen Scheitel weiter von M
entfernt ist. Liegt M im Innern
eines h. spitzen Winkels, dann
verbindet man seinen Scheitel mit M und erkennt, daB auch
dieser Winkel h. gemessen kleiner ist als in e. MaB. Fig. 39 zeigt
eine aus Gl. (68, 2) folgende einfache Konstruktion des < g,
dessen e. GroBe gleich der h. GroBe des spitzen < a ist.

Aus Satz b) folgert man ohne weiteres

d) LBt man einen e. unveridnderlichen spitzen Winkel inner-
halb (K), dessen einer Schenkel bestindig durch M liuft, mit
dem Scheitel an (K) heranriicken, dann konvergiert die h.
GroBe des Winkels gegen 0.

Fig. 39.

Winkelsumme im Dreieck.

69. ABC sei irgendein h. Dreieck. Dann gilt dafiir der Satz
26f, und man kann durch eine h. Bewegung das Dreieck mit
dem Schnittpunkt seiner Winkelhalbierenden auf M legen.
In der neuen Lage ist M nach Satz 60e auch Schnittpunkt der
e. Winkelhalbierenden und zufolge Satz 60a sind die 6 Teil-
winkel h. spitz*). Wendet man auf sie den Satz 68¢ an, dann
folgt daraus:

*) Das kénnte man auch aus dem Satze 33 a schiieBen.
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a) In der h. Geometrie ist dic Winkelsumme im
Dreieck <.

Ist @ ein Punkt auf dem h. Halbkreis iiber einer Strecke PR
und ist O der Mittelpunkt des Kreises, dann sind die Dreiecke
POQ und QOR h. gleichschenklig und daher nach Satz 23d
< OPQ und < PQO h. kongruent, ebenso <¢ OQ R und < QRO.
Daher ergibt sich aus a) sofort der Satz

b) In der h. Geometrie ist der Winkel im Halb-
kreis < fm.

Diese beiden letzten Sitze waren nach dem letzten Absatz
von Nr.7 zu erwarten.

Indem man ein Viereck durch eine Diagonale in zwei Drei-
ecke zerlegt, erkennt man ohne weiteres als Folge des Satzes a)
den Satz

¢) In der h. Geometrie ist die Winkelsumme im
Viereck < 2.

70. Angenommen, es gibe in der h. Geometrie zwei nicht
kongruente Dreiecke ABC und A’B’C’ mit paarweise kon-
gruenten Winkeln. Dann konnte man nach Satz 26¢ von zwei
entsprechenden Ecken aus, etwa B und B’, in den Dreiecken
verlaufende Hohen BH und B'H’ angeben. Dabei kinnte nicht
AH kongruent A’H’ sein, da sonst nach dem 2. Kongruenz-
satze die betreffenden beiden
Teildreiecke und anschlieBend
auch die beiden anderen Teil-
dreiecke kongruent wéiren und
damit auch die urspriinglichen
Dreiecke.

Wiirde man nun durch h.
Bewegungen die beiden Dreiecke
mit den HohenfuBpunkten H
und H' auf M legen und mit den
beiden Hohen auf den gleichen
Halbmesser von (K), dann ent-

Fig. 40. stiinde, wenn etwa h. A’H’ >

AH wire, die Fig. 40, wobei

oy, = oy’ wiire. Nach Satz 68b wire demnach o, > o, und folg-
lich $," << B, sowie e. M B’ > M B, demnach, wieder nach Satz
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68D, B << B Weiterhin miifite e. auch MC’ > MC sein, da
sich sonst nicht aus den linken Teildreiecken ebenfalls e.
MB’' > MB ergeben wiirde, und im Dreieck 4’B'C’ wiiren
daher die beiden Teilwinkel h. kleiner als die entsprechenden
Teilwinkel in A BC, folglich wiire h. <¢ 4'B'C’ << < ABC, im
‘Widerspruche mit der urspriinglichen Voraussetzung. D.h.

a) In der h. Geometrie sind zwei Dreiecke kon-
gruent, wenn sie in den drei Winkeln iibereinstim-
men.

Dies ist ein 5. Kongruenzsatz, er ist fiir die h. Geometrie cha-
rakteristisch. Da es demmnach in der h. Geometrie keine
zwei dhnlichen, nicht kongruenten Figuren geben
kann, fillt damit 'die ganze, in der e. Geometrie so bedeutungs-
volle Lehre von der Ahnlichkeit weg. Die Sitze 69a und 70 a
stellen den erwarteten Widerspruch zu den e. Sitzen 6e¢ und
6f fest.

Streckenmessung; Hyperbelfunktionen,

71. Die Streckenmessung der absoluten und folglich auch der
h. Geometrie wurde in den Nrn. 29 und 31 behandelt. Damit ist
jeder h. Strecke eine positive Zahl als Lange zugeordnet, und es
dringt sich naturgemiB die Frage auf, ob und wie sich in der
Deutung {®} die h. Linge einer Strecke e. oder, besser,
projektiv ausdriicken 1aBt.

Bei der Beantwortung dieser Frage wollen wir uns zunichst auf
h. Strecken beschrinken, die nach Nr. 43 positiv orientiert sind.
Dann gehéren zau h. kongrmenten Strecken gleiche endliche
Doppelverhiltnisse & > 1; man wird daher zufolge der Forde-
rung 29a fiir die e. Deutung der h. Streckenmessung eine die
Streckenlinge d ausdriickende Funktion von ¢ suchen, die die in
29b ausgesprochene Forderung erfillt, da die Ldnge einer
Strecke gleich der Summe der Léngen ihrer Teilstrecken
sein soll; da nach Gleichung (44, 1) die entsprechenden Doppel-
verhéltnisse sich multiplizieren, ist der Logarithmus zu einer
beliebigen Basis eine solche Funktion:

(71, 1) 0=c¢nd,
wo ¢ eine beliebige, von Null verschiedene Konstante bedeutet.
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Man kann sich fragen, ob dies die einzigen Funktionen sind,
die das Gewiinschte leisten*); diese Frage 1i8t sich folgender-
maflen beantworten: Jede Funktion von ¢ ist eine Funktion von
b; sie sei mit f (b) bezeichnet. Um 29b zu erfiillen, muB f der Funk-
tionalgleichung geniigen

(71, 2) T+ 9 =1@+ 1.

Sie wurde von Cauchy auf einfache Art unter der Voraussetzung
gelost, daB f (r) eine stetige Funktion sein soll**); die Forderung
der Stetigkeit 1iBt sich durch die der Monotonie ersetzen, was
unserem geometrischen Problem angemessener ist. Als Lésung er-
gibt sich

(71, 3) f®)=C-g

wo C eine willkiirliche Konstante ist. Das fiithrt auf den oben schon
gemachten Ansatz zuriick, der sich damit als der allgemeinste,
der maglich ist, herausstellt.

Damit ist in ¢-In § die gesuchte projektive Deutung der
h. Lange orientierter Strecken gefunden. Die Verfiigung iiber
die Konstante ¢ entspricht der nach Nr. 29 willkiirlichen
Annahme der Streckeneinheit in der h. Geometrie, Wir
wollen aus einem Grunde, den wir in Nr. 74 angeben werden,
¢ = } annehmen und haben damit den Satz gefunden:

a) Die h. Linge a einer orientierten Strecke 4B
auf der Sehne UV hat in der Deutung {9} den Wert
a=14%-In(4BUV). Bei Umkehrung des Strecken-
sinnes geht a in —a iber***).

Aus diesem Satz und dem Satz 45a ergibt sich nun sofort
die Tatsache

b) Liegt eine h. positive Strecke 4 B auf einer Geraden g und
rickt B auf g von 4 weg unbegrenzt auf (K) zu, dann wichst
die h. Lange der Strecke iiber alle Grenzen.

*) Fiir den weiteren Ausbau der Theorie wiirde es geniigen, in dem den
logarithmus naturalis enthaltenden Ergebnis ¢ -in 6 eine Moglichkeit zu
besitzen, um die ,,additive Eigenschaft’ der Lingenmessung zu
erreichen.

**) A. L. Cauchy, Analyse algébrique, Paris 1821, Chap. V. — DaB dic
Caunchysche Losung hier nicht wiedergegeben wird, ist durch das in der vorigen
I'ullnote Gesagte gerechtfertigt.

***) Wir bezeichnen weiterhin die e. Lingen von Strecken in der iiblichen
Weise durch kursive Buchstaben a, b, ¢, ..., die h, Lingen von Strecken
dureh Buchstaben in Fraktur a,b,¢,....
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Die Punkte von (X) haben demnach fiir die h. Geometrie dic-
sclbe Bedeutung wic die Punkte der in Nr. 47 erwdhnten uneigent-
lichen Geraden fiir die e. Geometrie. In der e. Geometrie hat die
Hyperbel zwei unendlich ferne Punkte; im Hinblicke darauf ist
die Bezeichnung ,hyperbolische Geometrie* gewidhlt worden,
weil in dieser Geometrie jede Gerade zwei unendlich ferne Punkte
hat. .

Das zu der hier durchgefiihrten Betrachtung im Sinn der pro-
jektiven Geometrie duale Vorgehen fithrt zu Ausdriicken fiir Win-
kelgroBen und fiir Abstdnde von Geradenpaaren (s. Nr. 73) durch
Doppelverhiltnisse*).

72. Aus dem Satz 71a und der zweiten der Gln. (65, 1) folgt

a)Liegt in der Deutung {D} die positiv orientierte
h. Strecke AB mit dem einen Endpunkt auf dem
Halbierungspunkt ihrer Sehne und sind b und s die
e. (positiven) Lingen der Strecke und der Halb-
sehne, dann bestehen zwischen diesen und der h.
Linge b der Strecke die Beziehungen

12,1) b=1%-In ((s4b):(s—d)),
’ b=1s5-(e2—1):(e® 4 1)=5-Fgb.

Hieraus folgt speziell fiir eine von M ausgehende positive h.
Strecke von der h. Lénge a und der e. Lange o

(72,2) a=% -In(1+a:1—a),
’ a= (% —1):(e% 4 1) = Zga.

Wir stofen hier auf die bekannten Hyperbelfunktionen**)
Hyperbelsinus von a: Bina =} (e*—e 9,
Hyperbelkosinus von a: Cofa =3i(e*+ e,
Hyperbeltangens von a: Iga (e* —e=%):(e*+ e %),
Hyperbelkotangens von a: Qotga = (e* | ¢ ~%): (% — e ~%).

Fiir positive Werte asind alle Hyperbelfunktionen positiv; durch-

lauft a alle reellen Zahlen, so tut das auch Sin a, wihrend stets
Cofa=1und —1< Tga< 1gilt.

I

¢) Ein solcher projektiver MaBausdruck wurde zum ersten Male fiir die
Winkel in der Euklidischen Ebene von E. Laguerre 1853 gefunden.
**) Die Ableitung der Hyperbelfunktionen aus der gleichseitigen Hyperbel
ist z. B. in Liebmann [8] S. 56/567 angegeben.
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Aus den bekannten Zusammenhingen der trigonometrischen
Funktionen mit der Exponentialfunktion, die in der Eulerschen
Formel

(72, 8) é¥=cosa+t isina

erschopfend zum Ausdruck kommen*), wo ¢ in der iiblichen Weise
durch die Beziehung i = — 1 eingefiihrt ist, ergibt sich ohne
weiteres

(72, 4) sin (¢ ) = ¢ Gin q, cos (¢ a) = Cof q,
? tg(ta)y=1Tga, cotg(ta)=—1Cotga.

Hieraus oder aus den vorhergehenden Exponentialgleichungen
findet man leicht

(72,5) Cof?a—Ginta=1, 1—%g2a=1:60f2q,
(72,6)  €of (a % f) = Cof a Cof 8 + Gina Sin b,
(72,7  Gin(a 4= B) = Gin a Cof § 1- Cof a Sin §,

(72, 8) Cof2a =Cof2a+ Cinfa,

(72, 9) Gin2a = 26Ginalofa;

(72, 6 u. 7) sind die ,,Additionstheoreme*.

73. Es seien zwei Randparallele gegeben. Mittels einer h. Be-
wegung bringt man sie in die Lagen ¢ und % derart, daB g durch
M geht. Aus Fig. 41a folgt

b=pl—g), s=}1—2a

)

Co

(K)

Fig. 41a. Fig. 41b.

*) Winkel sind hier in BogenmaB zu messen (Nr. 61).
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und aus Gl (72, D
b=fln()IT+z+p)I—2): (Y1 +2z—p)L1—2))

Aus dieser Gleichung erkennt man ohne weiteres in Uber-
einstimmung mit dem letzten Absatz von Nr. 7 den Satz

a) Sind in der h. Geometrie zwei Randparallele
gegeben und fillt man von den Punkten A, der
ersten die Lote auf die zweite, dann konvergieren
die Lingen dieser Lote bestindig abnehmend ge-
gen 0 oder wachsen bestédndig und iiber alle Gren-
zen, je nachdem die 4, auf den gemeinsamen End-
punkt der Parallelen zu- oder von ihm weglaufen.

Damit ist es gerechtfertigt, Randparallele als asympto-
tische Halbgerade zu bezeichnen.

Es seien zwei Uberparallele g, r gegeben. Mittels einer h. Be-
wegung bringen wir sie in die Lage g, r, derart, daB der eine
Endpunkt ihres gemeinsamen Lotes (Satz 64b) auf M fillt.
Dann werden sie nach Satz 60a e. parallel, Fig. 41b, und ¢ ist
ihr gemeinsames Lot. Nun ist nach den Gin. (72, 1) und (72, 2)

=3l (YT — 22+ a): ()1 — 2* — a)),
also b>1ln(1+a):(1—a)=aq,

und aus dieser letzten Gleichung liest man folgenden Satz ab:

b) Es seien in der h. Geometrie ¢, r zwei Uberpar-
allele und @ der auf g liegende Endpunkt ihres ge-
meinsamen Lotes. Unter allen Loten, die man von
den Punkten von » aus auf ¢ fallen kann, ist das
gemeinsame Lot das kiirzeste, und die Lingen
dieser Lote wachsen bestindigund iiber alle Grenzen,
wenn sich ihre FuBpunkte von @ nach der einen
oder anderen Seite entfernen.

Ist AB eine ¢ mit r verbindende, vom gemeinsamen Lote ver-
schiedene Strecke, dann fillt man das Lot AB; auf r. Dieses
ist nach dem soeben ausgesprochenen Satze mindestens so groB
wie das gemeinsame Lot, und aus dem rechtwinkligen Dreieck
AB, B ergibt sich wegen des Satzes 26g der Satz
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¢) Das gemeinsame Lot zweier Uberparallelen ist
die kiirzeste Verbindungslinie, die zwischen den
beiden Uberparallelen moglich ist.

Der Parallelwinkel.

74, In der h. Geometrie sei eine Gerade und ein nicht auf ihr
liegender Punkt gegeben, der von der Geraden den senkrechten
Abstand [ hat. Es soll der Winkel A bestimmt werden, den nach
dem Schlusse von Nr. 56 jede der Randparallelen durch den
Punkt zu der Geraden mit dem Lot ein-
schlieBt, das man aus dem Punkt auf
die Gerade fillen kann. Wir denken
uns zu diesem Zwecke die Gerade und
den Punkt durch eine h. Bewegung so
gelegt, daBl der Punkt auf M fillt. g sei
dann die Lage der Geraden, Fig. 42
Dann hat das (nach Satz 60a absolute)
Lot aus M auf g die e. Lénge cos 4
Fig. 42. und daher nach Gl (72, 2) die h. Linge

{=3%In((1+cosd):(l—cosd)) =IncotgAa,

wihrend A nach Satz 61a auch die h. GrioBe des zu bestimmen-
den Winkels ist. A nennt man seit Lobatschefskij den zu dem
Abstand | gehorenden ,,Parallelwinkel® und bezeichnet ihn
mit J/7(1). Im vorstehenden ist folgender Satz bewiesen:

a)In der h. Geometrie besteht zwischen der Lot-
linge [ und dem zugehdrigen ParallelwinkelZ7(\)=2
die Gleichung

(74, 1) el=tgll

Der Parallelwinkel konvergiert nach Gl. (74, 1)gegen & 7, wenn
I gegen O konvergiert, und er konvergiert gegen 0, wenn [ iber
alle Grenzen wiachst. Um der Formel (74, 1) in Ubereinstimmung
mit Lobatschefskij, fiir dessen Aufbau der Nichteuklidischen
Geometrie sie grundlegend ist, diese einfache Form geben zu
konnen, haben wir in Nr. 71 den Wert ¢ = } gewahlt. Damit
decken sich dann auch unsere iibrigen Formeln mit denen Loba-
tschefslijs.

(K)
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Aus Fig. 42 und Gl. (72, 2) liest man ohne weiteres ab
cos A =1=Zgl, folglich 1—eos2d1=1— Fg?1,
also nach (72,5) sin?1 =1:Cof2 . D. .
b) Zwischen einer h. Strecke | und dem zugehdori-
gen Parallelwinkel //({) bestehen die Beziehungen

(9 CosH=Tgl sinfI() =1:Cof,
; tg II(1) = 1:@in 1, cotg [T (1) = Cin .*¥)

Parallelogramme und Trapeze,

75, Es liegt nahe, in der h. Geometrie, in Anlehnung an die e.
Geometrie, ein nicht iiberschlagenes Viereck 4BCD, in dem je
zwei Gegenseiten einander gleich sind, als ,,Parallelogramm®
zu bezeichnen. Ist ABCD, Fig. 43, ¢in solches Parallelogramm,
dann sind nach dem 3. Kongruenzsatze die Dreiecke ABC und
CDA kongruent, und es ist daher <¢ BCA =< DAC. Legt man
den h. Mittelpunkt von AC durch eine h. Bewegung auf M, dann
erkennt man sofort aus den Sitzen 60c und 60f, daB in der
neuen Lage das h, Parallelogramm
zugleich ein e. Parallelogramm
ist. Damit ergeben sich aus be-
kannten Eigenschaften der e.
Parallelogramme unmittelbar fol-
gende Sitze fir h. Parallelo- Fig. 43.
gramme **):

a) In der h. Geometrie sind je zwei Gegenseiten eines Paralle-
logramms iiberparallel. Diese beiden Paare von Uberparallelen
haben den gleichen Symmetriepunkt. In ihm halbieren die
beiden Diagonalen des Parallelogramms einander. Je zwei
Gegenwinkel im Parallelogramm sind gleich.

b) Stehen in der h. Geometrie die beiden Diagonalen eines
Parallelogramms aufeinander senkrecht, dann sind die vier
Seiten des Parallelogramms gleich, Diese vier Seiten haben

*) Man hitte, wenn auch nicht so rasch, die Gin. (74, 2) auch aus der GI. (74, 1)
und den trigonometrischen Darstellungen von sin 4, cos 2, tg 4, cotg A durch
tg //, gewinnen konnen, deren drei erste bekanntlich fiir tg A/, =¢ lauten:
Sin A= 2¢:(14+1£2), cosd = (L—¢2): (L4 ), tgh=2¢:(1—£%).

*%) Man konnte die hier folgenden Sitze a)—d) auch mit weiterer Benutzung

der Kongruenzsiitze unabhingig von der hier verwendeten Deutung {D} der
i, Geometrie einfach beweisen.
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vom Diagonalenschnittpunkte gleiche senkrechte Abstinde
(h. Raute; sie besitzt einen Inkreis).
¢) Sind die Diagonalen eines Parallelogramms gleich, dann
sind dessen vier Winkel gleich (h. Analogon zum Rechteck).
d) Sind die Diagonalen eines Parallelogramms gleich und zu-
einander senkrecht, dann hat das Parallelogramm vier gleiche
Seiten und vier gleiche Winkel (h. Analogon des Quadrats).

76. Ein h. rechtwinklig-gleichschenkliges Trapez
ABCD erhalt man, indem man, wie in Fig. 44, < DAB =
X CBA=1in macht und AD = BC. Man erkennt sofort aus
der Kongruenz der Dreiecke 4 BC und BAD die Kongruenzen
AC = BD sowie < CAB = < DBA und hieraus weiterhin
SA = 8B sowie SC = 8§D. Daher ist nach Satz23d die ge-
meinsame Halbierende der beiden Scheitelwinkel <¢ ASB und
< CS8D Mittelsenkrechte zu AB und CD. Weiterhin sind die
Dreiecke DOA und CDB kongruent. Da in dieser Uberlegung
das Nichteuklidische Parallelenaxiom nicht verwendet wurde,
gilt damit fiir die absolute Geometrie der Satz

a) Im rechtwinklig-gleichschenkli-
o gen Trapez ABCD mit den rechten

P R° Winkeln bei A und B steht die Ver-
sl bindungslinie der Mittelpunkte der
a8 % Sciten AB und CD auf diesen Seiten

“B senkrecht; sie ist Symmetrieachse der
Figur. Die Trapezwinkel bei C und D
sind gleich*).

Die Hjelmslevsche Mittellinie.

77. P und @ seien die Mittelpunkte der Seiten 4B und AC
eines Dreiecks, Fig. 67,Nr.106**), D, E, F die FuBpunkte der
Lote aus 4, B, C auf die Gerade PQ. Dann sind die Dreiecke

*) Von der letzten Tatsache war schon zu Beginn von Nr. 7 die Rede. Hier
und im folgenden leiten wir gelegentlich Sétze der absoluten Geometrie ab,
die demnach eigentlich im II. Abschnitte hitten gebracht werden sollen. Da sie
aber entweder nicht zum allgemein bekannten Bestande der Euklidischen Geo-
metrie gehdren und bei der Behandlung der h. Geometrie entdeckt wurden, oder
da die dafiir iiblichen Beweise (axiomatisch fiberfliissiger Weise) das Euklidische
Parallelenaxiom verwenden, haben wir sie Gem V. Abschnitt eingereiht.

*¢) Es kommen hier noch nicht alle in der Figur eingetragenen Linien in Frage.
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ADQ und CFQ nach dem 2. Kongruenzsatze kongruent, ebenso
die Dreiecke ADP und BEP, folglich ist BE= AD =CF, und
das Trapez BCFE ist rechtwinklig-gleichschenklig. Daher
folgt aus dem Satze 76a der wichtige Satz der absoluten
Geometrie: .

a) Die Mittelsenkrechte einer Dreiecksseite steht
auf der Verbindungsgeraden der Mittelpunkte der
beiden anderen Dreiecksseiten senkrecht.

Wir beschrinken uns nun S
wieder auf die h. Geometrie
und betrachten die Fig. 45, in

der P, @, R die h. Mittelpunkte Z 0 ¥
der Strecken SA4, SB, SC seien.

Dann ist nach dem soeben be- 9— ¥ ¢
wiesenen Satze die Mittel- Fig. 45

senkrechte von AB das gemein-
same Lot der Geraden g und P, die Mittelsenkrechte
von BC das gemeinsame Lot von ¢ und QR. Da nach den
Sétzen 64a und 64b in der h. Geometrie zwei Gerade hoch-
stens ein gemeinsames Lot haben kénnen, liegen demnach
P, @, R sicher nicht in einer Geraden. D. h.

b) Sind in der h. Geometric 4, B,C drei Punkte
einer Geraden und ist § ein Punkt auBerhalb der
Geraden, dann liegen die Mittelpunkte der drei
Strecken S4, SB, SC nicht in einer Geraden,

Daraus ergibt sich das folgende, dem e. Parallelenaxiom dqui-
valente einfache Axiom: Es gibt drei Punkte 4, B, C auf einer
Geraden und einen Punkt S auBerhalb der Geraden derart, daB
lqie Mittelpunkte der drei Strecken AS, BS, CS auf einer Geraden
iegen.

78. Es sei in der h. Geometrie eine Gerade g mit den Punkten
4, B,C, D, ...und eine Gerade g, mit dem Punkt 4, gegeben.
Dann kann man auf g, nach Satz 22a zwei Punkte B, so be-
stimmen, da 4, B, = AB wird ; nach Wah] eines dieser Punkte
B, ist dann ein Punkt C, so bestimmt, dal 4,0, = AC und
B,C, = BC wird, ein Punkt D, so, daB 4,D, = AD und
C,D, = CD wird usf. Man erhélt so auf ¢, zwei zu der Punkt-
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reihe auf ¢ kongruente Punktreihen; sie sind dadurch
charakterisiert, daf irgendeiner Strecke der einen Geraden
eine kongruente Strecke in der anderen Geraden entspricht.
Man kann nun zu jedem Punkte von g, indem man ihn in die
Punktreihe von ¢ eingebettet denkt, in jeder der kongruenten
Punktreihen auf g, genau einen entsprechenden Punkt be-
stimmen ¥),

Wir betrachten jetzt die Mittelpunkte der Strecken 44,
BB,, 0C,, . . .der kongruenten Punktreihen g (4, B,C,. . .) und
9:(4,, By, Cy,. . .) und wollen annehmen, daB die Mittelpunkte
von A4, und BB, in einem Punkte P zusammenfallen, Fig. 46.
Dann miissen die Punkte B und B, auf verschiedenen Seiten
der Geraden 44, liegen. Nach dem 1. Kongruenzsatze sind die

Dreiecke APB wund A,PB;

9 ¢ F A B kongruent und daher <¢ BAP

A = < B,4,P. Folglich sind nach

dem Satze 64d die Geraden

D iiberparallel mit dem Sym-

N metriepunkte P. Aus der nun

B, A, F, C, leicht zu erkennenden Kon-

gruenz der Dreiecke CPA und

C, P4, folgt,daBl P auch Mittel-

punkt der Strecke CC, ist und iiberhaupt Mittelpunkt jeder

Vt;ibindungsstrecke zweier entsprechender Punkte der Punkt-
reihen.

Sind F und F, die FuBpunkte des (P enthaltenden) gemein-
samen Lotes von g und g,, dann folgt aus dem 2. Kongruenz-
satze die Kongruenz der Dreiecke 4, PF, und APF und dem-
nach 4,F, = AF,d. h. die Punkte F und ¥, sind einander ent-
sprechende Punkte der beiden kongruenten Punktreihen.

Bezeichnet man nun zwei kongruente Punktreihen auf Uber-
parallelen als ,gleichsinnig®, wenn je zwei entsprechende
Punkte Bund B,,C und C,, . . . immer auf derselben Seite der

%

Fig. 46.

*) Projektiv gesprochen erhilt man die kongruenten Punktreihen auf g und
¢, dadurch, daB8 man die Geraden so projektiv aufeinander bezieht, daB die
Punkte 4 und 4, einander zugeordnet sind und den Schnittpunkten von g mit
(K) die Schnittpunkte von g, mit (K) entsprechen, was auf zweierlei Weise
moglich ist.
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Geraden A4, liegen, im anderen Fall als ,,gegensinnig* (z.B.
in Fig. 46), dann ist damit der Satz bewiesen:

a) Sind in der h. Geometrie ¢ (4, B,C,...) und
%1 (4y, By, Gy, .. .) kongruente Punktrelhen s0 haben
zwei — und dann sofort alle — Strecken AA,, BB,
CC,,...denselben Mittelpunkt immer und nur dann,
wenn «) g und g, uberparallel, g) die Punktreihen
gegensinnig sind und y) die FuBpunkte des gemein-
samen Lotes von g und ¢, einander entsprechen.
Der gemeinsame Mittelpunkt aller Strecken ist
dann der Symmetriepunkt von g und g,.

79. Es gilt nun der folgende schone Satz von J. Hjelmslev*):

a) Sind in der h. Geometrie g(4, B, C,...) und
0. (4;, By, Gy,...) kongruente Punktreihen und sind
nicht alle drei Bedingungen «), 8),y) des Satzes 78a
erfiillt, dann liegen die Mittelpunkte der Strecken
A4, BBl, CC,, ... auf einer Geraden.

Zum Beweise betrachte man die Fig. 47: P und @ seien die
Mittelpunkte der Strecken A4, und BB,. Man macht auf der

Fig. 47.

*) J. Hjelmslev, , Neue Begriindung der ebenen Geometrie’, Math.
Ann. 64, 1907, S. 449—474, speziell 8. 458—459. H. Liebmann fand bald
danach, daB der Satz auch fitr windschiefe kongruente Punktreihen im Raum
gilt; siehe [8], S. 21£, Ein einfacherer Beweis steht bei F. Lobell, Der Hjelms-
levsche Mittelliniensatz und verwandte Sétze. Monatshefte f. Math. 65 (1961),
8. 250, Siehe auch F. Bachmann, Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungs-
begriff. Berlin-Gottingen-Heidelberg 1959, 8. 54. Die Sitze 782 und 79a lassen
sich leicht als Sdtze der absoluten Geometrie aussprechen. In der e.
Geometrie tritt der Fall des Satzes 78a, wie man sofort erkennt, bei gegen-
liufig kongruenten Punktreihen auf parallelen Geraden ein.

Baldus, Nichteuklidische Geometrie. 7
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Geraden PB die Strecke PB, = PB, dann sind die Dreiecke
APB und A,PB, nach dem 1. Kongruenzsatze kongruent,
folglich ist 4,B, = A, B;, und die Halbierende des <¢ B, 4,5,
ist die Mittelsenkrechte zu B, B,. Auf dieser muB nach Satz77a
die Gerade PQ senkrecht stehen. Verfihrt man nun mit C wie
soeben mit B, dann erhilt man C, auf der Halbgeraden A4,B,
und demnach die gleiche kae]_halblerende auf der die Ge-
rade PR senkrecht steht, daher fallen die Gera,den PQund PR
zusammen. Das gilt nun fiir jeden weiteren Streckenmittel-
punkt und damit ist der Satz bewiesen *). Den Ort der Strecken-
mitten P, @, R, ... bezeichnen wir weiterhin als die ,,Hjelms-
levsche Mittellinie®.

80. Auf zwei Uberparallelen seien zwei gleichsinnig kon-
gruente Punktreihen gegeben. Man legt sie durch eine h. Be-
wegung mit dem Symmetrie-
punkte der Trigergeraden auf M
und erhilt dabei nach Satz 64f
die e. parallelen Lagen gund g,
Fig. 48. Den Endpunkten § und
T, ihres gemeinsamen Lotes ent-
sprechen die Punkte §; und 7' Da
die Strecken SS; und T'T, und
damit auch ihre h. Mittelpunkte
Pund ¢ (absolut) spiegelbildlich
zu M liegen, liuft die Hjelms-

Fig. 48. levsche Mittellinie PQ durch M.
Das ist der Beweis des Satzes

a) Sind in der h. Geometrie auf zwei Uberparal-
lelen die kongruenten glemhsmnlgen Punktreihen
g(4, B,C,...) und g, (4, B,, Cy,...) gegeben, dann liuft
deren H]elmslevsche Mittellinie durch den Sym-
metriepunkt von g und g,.

Man erkennt sofort, daB in den kongruenten Punktreihen die h.
Mittelpunkte H und H, der Strecken ST und S,7, einander ent-
sprechen und daB M der Mittelpunkt der Strecke HH, ist. Auf

*) Der Beweis gilt, wie man sich leicht {iberzeugt, unverindert auch dann,

wenn die Geraden g und g, sich schneiden und die Punkte 4, B, C, 4,, B,, C,
irgendwie zum Schnittpunkte liegen.
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den soeben abgeleiteten Satz hitte man auch aus dieser Tatsache
schlieBen konnen.

X sei ein von S, und T, verschiedener Punkt von ¢, (Fig. 48)
und Y der h. Mittelpunkt der Strecke SX. Da M und P die h.
Mittelpunkte von ST, und 88, sind, folgt aus Satz 77b, daB
MP und MY auf verschiedenen Geraden liegen. D. h. in der
hyperbolischen Geometrie gilt der Satz:

b) Hat man auf ¢, zwei verschiedene Punktreihen
91 (43, By, Gy, .. .) und g, (4, By, G, ...), die beide der
Punktreihe g (4, B,C,...)auf derzu g, liberparallelen
Geraden g gleichsinnig kongruent sind, dann kén-
nen die beiden zugehorigen Hjelmslevsehen Mittel-
linien nicht zusammenfallen.

81. Auf zwei Uberparallelen seien zwei gegensinnig kon-
gruente Punktreihen gegeben. Entsprechen in diesen dic End-
punkte des gemeinsamen Lotes
der Tragergeraden einander, dann (K)
gilt der Satz 78a; entsprechen ein-
ander diese Endpunkte nicht, und
das sei jetzt vorausgesetzt, dann
existiert nach Satz 79a eine
Hjelmslevsche Mittellinie. Wir
legen wieder, wie in Nr. 80, die
Trigergeraden durch eine h. Be-
wegung s0, dal ibr Symmetrie-
punkt auf M fillt (Fig. 49). Die
h. Mittelpunkte P und @ der Fig. 49.

Strecken S§8; und T'T, konnen

nicht im Schnittpunkte der beiden Strahlen zusammenfallen,
da sonst Satz 78a gelten wiirde. SS; und TT,, damit auch
P und @ liegen (absolut) symmetrisch zur e. Mittelparallelen
von g und ¢,, demnach ist die Hjelmslevsche Mittellinie
PQ e, parallel zu ST;. Dem h. Mittelpunkte H von ST ent-
spricht der h. Mittelpunkt H, von S,T,, und da die Strecke
HH, ebenfalls e. parallel zu S7', ist, kann deren h. Mittelpunkt
nur dann auf der Geraden P@ liegen, wenn diese Gerade die
Punkte H und H, enthilt. D. h.

brdd
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a)Sind in der h. Geometrie zwei gegensinnig kon-
gruente Punktreihen g(4, B,C,...) und g,(4,, By, C,...)
auf zwei Uberparallelen gegeben und entsprechen
einander nicht die Endpunkte S und 7T des ge-
meinsamen Lotes der beiden Geraden, dann .trifft
die Hjelmslevsche Mittellinie die beiden Geraden
in den Mittelpunkten der Strecken ST und §,7).
Diese Mittellinie enthédlt den Symmetriepunkt der
beiden Geraden nicht. Errichtet man zum gemein-
samen Lote der beiden Geraden im Symmetrie-
punkte die Senkrechte, dann steht auf dieser die
Mittellinie senkrecht.

Da eine Strecke 7, S, auf ¢, einen anderen Mittelpunkt als
T8, hat (wenn 8, und S, voneinander verschieden sind), folgt
aus dem soeben abgeleiteten Satze sofort der Satz

b) Hat man auf g, zwei verschiedene Punktreihen g, (4,, B;»
Cy,...)und ¢, (4, B,, Gy, . . .), die beide der Punktreihe g(A4.,
B, C,...) kongruent sind, und sind in beiden Féllen die Vor-
aussetzungen des Satzes 79a erfiillt, dann konnen die beiden
Hjelmslevschen Mittellinien nicht zusammenfallen.

Fundamentalkonsfruktionen.,

82, Zahlreiche bekannte Konstruktionen der e. Geometrie
gelten auch in der h. Geometrie, da sie nur Sitze der absoluten
Geometrie verwenden, z. B. die Sitze von Nr. 34. Im folgenden
sollen drei fundamentale, fiir die h. Geometrie charakteristi-
sche Konstruktionen behandelt werden, némlich die Konstruk-
tion des gemeinsamen Lotes zweier Uberparallelen die Kon-
struktion von /7(a) bei gegebenem a und die von b bei gegebe-
nem I7(b).

Aus den Siitzen 80a und 80b ergibt sich ohne weiteres fol-
gende Konstruktion des gemeinsamen Lotes zweier
Uberparallelen

a) Man findet in der h. Geometriec den Symmetriepunkt zu
zwel gegebenen Uberparallelen ¢ und ¢, dadurch, daB man zu-
nichst eine Strecke AB auf ¢ und eine ihr gleichsinnig kon-
gruente Strecke A4,B, auf g; annimmt und die Verbindungs-
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gerade der Mittelpunkte der Strecken A4, und BB, zeichnet;
dasselbe wiederholt man mit der Strecke 4B und einer zweiten
ihr gleichsinnig kongruenten Strecke auf g,. Der Schnittpunkt
der beiden erhaltenen, sicher nicht zusammenfallenden Ver-
bindungsgeraden ist der Symmetriepunkt von g und g,. Das
aus dem Symmetriepunkt auf ¢ (oder g,) gefillte Lot ist das
gemeinsame Lot von g und ¢,.

83. Zur Konstruktion des Parallelwinkels bei gegebenem
Abstande gelangt man auf folgende Weise:

Ist in der h. Geometrie ein Punkt auBerhalb einer Geraden
gegeben und sucht man durch
den Punkt die Randparallelen
zur Geraden, dann denkt man
sich, wieder das Prinzip der spe-
ziellen Lage anwendend, Punkt
und Gerade durch eine h. Be-
wegung so gelegt, dal der
Punkt auf M fillt. g sei dann
in Fig. 50 die Lage der Geraden.
Aus der unmittelbar ersicht-
lichen Gleichheit der Doppel-
verhiltnisse (MAUV) = (M]Al Fig. 50.

UV,) folgt die h. Kongruenz der
Strecken MA und M,A4,. Die in der Figur angegebenen
(absolut) rechten Winkel liefern nun folgende K onstruktion
von II(g) bei gegebenem a:

a) Sind in der h. Geometrie ein Punkt P und eine Gerade ¢
gegeben, so findet man die zu g randparallelen Geraden
durch P folgendermaBen: man fillt von P auf ¢ das Lot
PM,, dann von einem von M, verschiedenen Punkt 4, von ¢
aus das Lot 4,B auf die Senkrechte in P zu M, P; nun be-
schreibt man um P als Mittelpunkt den Kreis, dessen Radius
gleich M, 4, ist; er trifft die Gerade A, B in zwei Punkten A4,
die zusammen mit P die gesuchten Randparallelen zu ¢
bestimmen. Zugleich ist damit, wenn a die h. Léinge des
Lotes PM, bezeichnet, der Parallelwinkel I7(a) = & kon-
struiert.
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84, Der dritten der gesuchten Konstruktionen, welche in
Umkehrung der soeben gelésten Aufgabe die Angabe von b zu
gegebenem /1(b) verlangt, miissen wir den Beweis eines Hilfs-
satzes vorausschicken, A BC
sei ein h., bei C recht-
winkliges Dreieck, Fig. 51,
und f =7I(b) der zur
Strecke b = AC gehorende
Parallelwinkel. Man kann
nun sofort ein Viereck
DEFG mit der Seite DE =
AB konstruieren, in welchem < D =f ist, wihrend die
iibrigen drei Winkel rechte Winkel sind *), indem man in D
und E die Winkel antrigt und zu deren freien Schenkeln nach
82a das gemeinsame Lot FG konstruiert**). Fiir dieses
Viereck gilt der Satz

a) Sind in der h. Geometrie a, b, ¢ die beiden Katheten und
die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, und konstruiert
man ein Viereck DEF@ so, daB es bei E,F, G rechtwinklig ist,
daB ferner < D = [I(b) und DE = c ist, dann ist FG' = a***).

Den Beweis fithren wir
i
U.‘

TN R wieder mittels des Prin-
zips der speziellen Lage:
In Fig. 52 sei das Dreieck
ABC mit seiner Ecke B
auf M gelegt. UV sei die
Gerade, die zur Halbge-
raden BA randparallel
und zu dem auf BC in
B errichteten Lot senk-
recht ist; ihr Schnitt-
punkt mit diesem (23¢)
Fig. 52. sei I. Sie schneidet auch

*) Ein h. Viercck mit drei rechten Winkeln heiBt nach Liebmann [8]
nSpitzeck®. Schon Lambert ging bei scincn Untersuchungen (vgl. unsere
Nr. 8) von solchen Vierecken aus.

**) Diefreien dchenkel sind fiberparallel, weil Satz 26 g zufolge ¢ > b und
daber nach Gl. (74,1) I (¢)< 17 (b) ist.

**%) Lobatschefskij sprach in diesem Fall von ,,zugeordneten Figuren*,
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die Gerade CA inmnerhalb von (K); der Schnittpunkt sei
D. So entsteht ecin dreirechtwinkliges Viereck DEFG
mit dem h. spitzen Winkel § bei D, das die Seite BC =
FG@ = a und einen rechten Winkel mit dem Dreieck
gemein hat. Nach (83a) sind AB = ¢ und DE kongruent.
Nun werde h. senkrecht zu CD die Gerade UW gezogen;
ihr Schnittpunkt mit QCDR (23e) sei H. Weil sie rand-
parallel zu DE ist, muB § = IT (DH) sein. Da V”, der Spiegel-
punkt von V an B = M, und W h. symmetrisch zu U be-
ziiglich der zueinander lotrechten Achsen BC und CD, somit
nach (60g) auch h. spiegelbildlich in bezug auf deren Schnitt-
punkt C liegen, sind V’, C und W Punkte einer Geraden.
Daraus folgt aber, weil die Strahlbiischel U (QVW R) und
V' (QVWR) projektiv sind*), die Gleichheit der Doppel-
verhiltnisse (QDHR) und (QACR); d. h. DH und AC =)
sind h. kongruent. Folglich gilt 8 = I7 (b).
Damit ist der Satz bewiesen.

86. Es sei nun in der h. Geometrie ein < 8 gegeben. Dann
kann man immer eine Strecke ¢ so angeben, dafl I7(c) << g ist;
denn nimmt man eine Strecke ¢, an, dann ist der zugehorige
Parallelwinkel y, nach Gl. (74,1)durch cotg sy, = et bestimmt,
zur Strecke ¢, = n - ¢, gehort der Para,llelwinkel yn, fiir den
cotg £ yn = (cotg £y} ist, wobei 49, < {7; da es nun nach
dem Archimedischen Axiom immer ein # derart gibt, dal}
n - In cotg 3 y,> In cotg § B und daher cotg {yn = (cotg 4y,)"
> cotg 3 5, also fyn <<% ist, s0 ist cx=c=mn-¢, eine
Strecke der gesuchten Art.

Sind nun in der h. Geometrie zwei Halbgerade g,, g, mit ge-
meinsamem Endpunkt P gegeben und kennt man den Wert b,
fiir welchen g = [1(b) die Halfte des < (¢, ¢») ist, dann findet
man die zu g, und g, randparallele Gerade, indem man zur
Halbierenden des <t (g, ¢,) im Abstande b von P das Lot er-
richtet. Daher brauchen wir zur Ausfithrung der dritten der
geforderten Fundamentalkonstruktionen nur noch zu g die
Strecke b zu konstruieren, Darauns folgt nun nach dem Satze

*) Das ergibt sich aus einem bekannten Satz der projektiven Geometrie;
hier sind die Biischel nach dem Satz vom Peripheriewinkel im e. Kreis sogar
e. kongruent.
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84a und dem 1. Absatze der vorliegenden Nr. folgende Kon-
struktion des Abstandes b bei gegebenem Parallel-
winkel 8 =171(b):

a) Man konstruiert zu einem gegebenen Winkel 8 mit dem
Scheitel D die vermoge § = I1(b) zugehirige Strecke b, indem
man zunichst auf dem einen Schenkel von <t 3 eine Strecke
DE = ¢ so annimmt, daB die Senkrechte zu diesem Schenkel
in E und der andere Schenkel iiberparallel sind. Das gemein-
same Lot dieser Uberparallelen (Konstruktion 82a) habe die
Lénge a. Nun konstruiert man ein rechtwinkliges Dreieck mit
der einen Kathete BC = a und der Hypotenuse AB = c*);
die zweite Kathete AC dieses Dreiecks ist die gesuchte Strecke b.

Der bemerkenswerte Satz 84 a stammt von Lobatschefskij,
wihrend 83 a im Anschlufl an Lobatschefskij von H. Liebmann ge-
funden wurde. Von 83a und 85a verschiedene Lisungen derselben
Aufgaben stammen von J. Bolyai. In Liebmann [8] findet man
S. 36/37 auch die, nicht ganz einfache, Konstruktion eines h.
Dreiecks aus seinen drei Winkeln, nach der man im AnschluB an
den 5. Kongruenzsatz (70 a) naturgemiB fragen wird**).

Merkwiirdige Punkte des Dreiecks.

86. Der Mittelpunkt des Inkreises eines Dreiecks existiert
nach Satz 27f in der h, wie in der e. Geometrie, er ist nach
Satz 27¢ der Schnittpunkt
der Halbierenden der Dreiecks-
winkel. Legt man durch eine h.
Bewegung ein Dreieck mit dem
Mittelpunkte seines Inkreises
auf M, Fig. b3, dann werden
nach Satz 60e die h. Winkel-
halbierenden gleichzeitig die e.
Winkelhalbierenden. Aus den
Sitzen 60a und 23k folgt, daB
dann auch die h, Halbierenden

Fig. 63. der AuBenwinkel des so gelegten

*) Indem man das in C zu BC errichtete Lot in A mit dem Kreise schneidet,
der den Mittelpunkt B und den Halbmesser ¢ hat (Satz 34 a).

*%) Hierzu vergleiche man auch M. GroBmann, Die Konstruktion des

geradlinigen Dreiecks der nichteuklidischen Geometrie aus den drel Winkeln.
Math. Ann, 58 (1904), S. 578—582. Zu 83a vgl. Schur [12] 8. 101.
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Dreiecks gleichzeitig deren e. Halbierende sind. Schneiden
sich zwei solche e. Halbierende innerhalb (K), dann ist deren
Schnittpunkt der Mittelpunkt eines dem Dreieck anbeschriebe-
nen h. Kreises. Es gilt nun der Satz

a) In der h. Geometrie hat jedes Dreieck einen
Inkreis; die Zahl der Ankreise eines Dreiecks kann
0, 1, 2 oder 3 betragen.

Der noch fehlende Beweis des zweiten Teiles dieses Satzes
ergibt sich ohne weiteres aus Fig. 53: wihlt man zu dem ge-
zeichneten Dreieck der Reihe nach die vier konzentrischen
Kreise als Randkreise, dann treten die vier Fille des Satzes ein.

87. Es ist nach Nr. 6d zu erwarten, daB es in der h. Geo-
metrie nicht zu jedem Dreieck einen Umkreis gibt. Nimmt man
z. B. zwei iiberparallele Gerade
mq und mp an, Fig. 54, fillt man
auBerdem die Lote M P und M@
auf sie und macht man PA und
M P sowie @B und MQ h. gleich,
dann sind m, und mp zwei Mittel-
senkrechte des Dreiecks AMB
und nach Satz 23g kann es zu
diesem Dreieck keinen Umkreis
geben. Dagegen gilt, wie man
aus dem soeben herangezogenen
Satz ohne weiteres erkennt, der .
Satz Fig. 54.

a) Schneiden sich in der h, Geometrie zwei Mittel-
senkrechte der Seiten eines Dreiecks, dann geht
auch die dritte Mittelsenkrechte durch diesenPunkt
hindurch.

In Fig. b4 schneiden sich die h. Mittelsenkrechten der
Strecken LM und MN h. nicht; das erreicht man dadurch,
daB man S und T so annimmt, daf die Lote auf MS in §
und auf M7 in T sich auBerhalb von (K) schneiden, durch
S und T sind aber L und N, wie oben gezeigt, bestimmt.
Das A LMN hat nach den Sétzen 61a und 60a lauter h.
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spitze Winkel. Andererseits zeigt Fig. 56 ein h. stumpi-
wmkhges Dreieck mit (e. und h.) Umkreis. D. h.

HS b) Es gibt in der h. Geometrie
: spitzwinklige Dreiecke ohne Um-
kreis und stumpfwinklige mit
| ™ Umkreis*).

J. Bolyais Vater, W. Bolyai, der jahr-
zehntelang vergebens um einen Beweis des
Euklidischen Parallelenaxioms k&mpfte,
hat unter verschiedenen anderen dem
Axiom dquivalenten Aussagen auch die
(K) Aussage 6 d gefunden.

88. ABC sei ein h. Dreieck und
H der Schnittpunkt von zwei seiner
Hohen, Legt man durch eine h. Bewegung das Dreieck
s0, daB H auf M fillt, dann sind nach Satz 60a in der neuen

Lage die h. Hohen gleichzeitiy die e.

B Hohen des Dreiecks, und wie diese

schneiden sich auch die drei h. Héhen in
einem Punkte.

ABC sei ein h. Dreieck, dessen von B
ausgehende Hohe auBerhalb des Dreiecks
verlduft, Fig. 56. Dann folgt aus Satz

Fig. 56. 26a, daB < ACB stumpf ist. Daraus

und aus dem Axiom A 6 (Nr.17) ergibt

sich dann sofort, da sich auch in der h. Geometrie im
spitzwinkligen Dreieck irgend zwei Hohen innerhalb des
Dreiecks schneiden. Dies gibt zusammengefaBt folgenden Satz:

a) Schneiden sich in der h. Geometrie zwei Hohen
eines Dreiecks in einem Punkte, dann lduft durch
ihn auch die dritte Hohe. Beim spitzwinkligen
Dreieck existiert der Hohenschnittpunkt immer,
und zwar innerhalb des Dreiecks, beim rechtwink-
ligen Dreieck fillt er in den Scheitel des rechten
Winkels. Es gibt stumpfwinklige Dreiecke mit und

Fig. 55.

*) Besitzt ein Drefeck der h. Ebene keinen eigentlichen Umkreis, so licgen
seine Ecken auf einer Abstandslinie oder einem Grenzkreis; die Mittellote
seiner Seiten haben dann ein gemeinsames Lot oder ein gemeinsames Ende.
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solche ohne Hohenschnittpunkt®); er liegt bei den
ersteren auBerhalb des Dreiecks.

Beispiele fiir stumpfwinklige Dreiecke mit und ohne Hohen-
schnittpunkt kann man sich nach dem Bisherigen ohne weiteres
bilden.

89. In der e. Geometrie gilt der bekannte Satz, daBl die Ho-
hen im spitzwinkligen Dreieck die Winkel des Hghenfuf-
punktdreiecks halbieren. Legt man ein h. spitzwinkliges Drei-
eck durch eine h. Bewegung mit seinem h. Héhenschnittpunkt
auf M, dann sind (Nr. 88) in der neuen Lage die h. Hohen auch
die e. Hohen des Dreiecks, und die von diesen nach dem er-
wahnten Satze halbierten Winkel werden nach Satz 60e auch
h, halbiert. Damit ist der Satz bewiesen:

a) In der h. Geometrie sind die Hohen im spitz-
winkligen Dreieck gleichzeitiz die Winkelhal-
bierenden des HohenfuBpunktdreiecks.

Liegt ein h. stumpfwinkliges Dreieck vor und legt man es
mit dem Scheitel des stumpfen Winkels auf M, dann liest man
ebenso folgenden h. Satz aus dem gleichen Satz der e. Geo-
metrie ab:

b)In der h. Geometrie ist die vom stumpfen Win-
kel eines stumpfwinkligen Dreiecks ausgehende
Hohe Winkelhalbierende
des HohenfuBpunktdrei-
ecks, wiahrend die beiden
anderen Hohen Aufenwin-
kel des HohenfuBpunkt-
dreiecks halbieren.

90. Legt man ein h. spitz-
winkliges Dreieck mit seinem
Hohenschnittpunkt auf M, dann
erkennt man aus der Fig. 57,
dal die mit Doppelbogen
bezeichneten Winkel absolut P
rechte Winke] sind (Satz 60a) Fig. 57.

*) In diesem Fall besitzen die drei Hohen ein gemeinsames Lot oder ein
gemeinsames Ende.
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und daB die gleich bezeichneten Strecken absolut gleich sind
(Satz 60b). Dies ist der Beweis des Satzes

a) Zeichnet man in der h. Geometrie in den
Ecken eines spitzwinkligen A ABC die Senk-
rechten zu den Hohen des Dreiecks und bilden
diese drei Geraden ein A PQR¥*), dann sind die
Hohen des A ABC die Mittelsenkrechten der
Seiten des A P@R, und daher ist der Héhen-
sehnittpunkt von A ABC der Mittelpunkt des
Umkreises von A PQR.

Fig. 57 ist die Figur des bekannten, sehr einfachen GauBschen
Beweises fiir den e. Hohenschnittpunktsatz, der diesen auf den
Satz vom Schnittpunkt der Mittelsenkrechten zuriickfithrt, Dabei
wird das Euklidische Parallelenaxiom verwendet. Es gibt aber
einen schénen Beweis von Ch. Gudermann fiir den Hohenschnitt-
punktsatz**), der sich unschwer so fassen 1iBt, daf er unabhingig
vom Parallelenaxiom den ersten Satz von 88a liefert, der in der
absoluten Geometrie gilt. Der Satz vom Hdohenschnittpunkt
findet sich bei Euklid noch nicht, er stammt wahrscheinlich von
Archimedes***).

91. Aus der projektiven Geometrie ist die Figur des vollstin-
digen Vierseits bekannt, Fig. 58, mit der harmonischen Haupt-
eigenschaft (ABDE) = — 1. .

Hilt man darin die Punkte 4,
B, C, P fest, wihrend E ins

4 D B

Fig. 58. Fig. 69.

*) Dies braucht nicht der Fall zu sein, da die Punkte P, @, R nicht inner-
halb (K) zu liegen brauchen.
**) Vgl. R. Baltzer, ,,Elemente der Mathematik*, 2. Bd., 6. Auil,, 1883.
887 S., insbes. 8, 41.
*s») Niheres hieriiber bei Tropfke [14], S. 221.



Merkawiirdige Runkte des Dreiecks 109

Iinendliche riickt, dany wird, . gesprochen, D Mittelpunkt
der Strecke AB, unc £1/ pazaltel zu A B. Daraus folgt der in
der ¢. Geometric geltende Satz

a) Fallt man von einem Punkte P der Seite AC
eines A\ ABC das Lot auf die Mittelsenkrechte der
Seite AB, dann schneidet dieses Lot die Seite BC
in einem Punkte @, und die Strecken AQ und BP
schneiden sich in einem Punkte der Strecke, welche
C mit dem Mittelpunkte von AB verbindet.

Legt man nun ein h. Dreieck durch eine h. Bewegung so, dal
der h. Mittelpunkt der Seite AB auf M fallt, dann ist, Fig. 59,
M absoluter Mittelpunkt von AB (Satz 60c¢), CM absolute
Mittellinie des Dreiecks, MU absolute Mittelsenkrechte und
PQ) absolutes Lot zu MU. Daher folgt aus der e. Giiltig-
keit des Satzes a) dessen Gitltigkeit in der h. und
folglich auch in der absoluten Geometrie.

Ist nun P der h. Mittelpunkt von AC, dann ist nach Satz 77a
auch @ der Mittelpunkt von BC, und es ergibt sich aus dem
soeben bewiesenen h. Satz a) als Spezialfall der, wieder in der
absoluten Geometrie geltende Satz

b) In jedem Dreieck schneiden sich die Verbin-
dungslinien der Ecken mit den Mittelpunkten der
Gegenseiten in einem Punkte.

Der Satz der e. Geometrie, daB der Schnittpunkt der Mittel-
linien eines Dreiecks diese im Verhéltnis 1 : 2 teilt, gilt in der h.
Geometrie nicht, ebensowenig der Eulersche Satz der e. Geometrie,
nach dem Hohenschnittpunkt, Mittelpunkt des Umkreises und
Schnittpunkt der Mittellinien in einer Geraden liegen*).

Hat ein h. Dreieck einen Umkreis, dann legt man dessen Mittel-
punkt durch eine h. Bewegung auf 3/, und in der neuen Lage sind
die e. Mittellinien des Dreiecks zugleich dessen h, Mittellinien,
so dafl sich hier der Satz b) vom Schnittpunkte der Mittellinien
unmittelbar aus der e. in die h. Geometrie iibertragen 1i6t. Bei
Dreiecken ohne Umbkreis versagt dieser einfache Beweis.

*) R. Baldus, ,,Uber Eulers Dreieckssatz in der absoluten Geometrie",
Sitzungsber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss.,, Math.-raturw. Kl. 1929, 11.
Abhdlg.
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Auch der Satz vom Schnittpunkt der Mittellinien findet sich bei
Euklid noch nicht und geht gleichfalls auf Archimedes zuriick*).

Trigonometrie,

92. Fiir die nun folgenden Betrachtungen vergegenwirtigen
wir uns drei Tatsachen, s. Fig. 60:

a) Zwischen der e. Linge a einer von }M ausgehenden
Strecke und ihrer h. Linge a besteht nach Gl. (72, 2) die
Beziehung
92,1) a=3Zga.

b) Liegt auf einer Sehne von (K) eine Strecke mit der
e. Linge b so, daB ihr einer Endpunkt auf den Sehnenmittel-
punkt f4llt, und ist @ deren e. senkrechte Entfernung von M,
dann ist Satz 72a zufolge, wenn b die h. Linge von b ist,
b= ]/1 — a2 Zg b, und nach den GIn. (92, 1) und (72, b) gilt
(92, 2) b=2%3gb:Cofa.

¢) Liuft der eine Schenkel eines spitzen Winkels « durch
M und hat der Scheitel von M die h. Entfernung ¢, dann
besteht nach Satz 68b und den Gln. (92, 1) und (72, b)
zwischen der e. und der h. GréBe des Winkels, o, und o, = o,
der Zusammenhang
(92, 3) tg &, = tg o Cof c.

93. Die soeben angegebenen
drei Beziehungen gestatten nun
vermittels des Prinzips der spezi-
ellen Lage in einfachster Weise
die Ableitung der h. trigono-
metrischen Formeln, zu-
nachst fiir dasrechtwinklige
Dreieck.

Ein h. rechtwinkliges Dreieck
kénnen wir uns immer durch eine
h. Bewegung mit dem Scheitel
Fig. 60. eines seiner spitzen Winkel auf

M gelegt denken, Fig. 60.

*) Vgl. hierzu Tropfke [14], 8. 219.
Einen planimetrischen Beweis, der das e. Parallelenaxiom nicht voraus-
setzt, bringt u. a. das in der 3. Fubnote zu NT. 60 zitlerte Buch von F. Bach-
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Aus dem Pythagoreischen Lehrsatz a? 4- 8% = ¢ folgt
vermége Gl. (92, 1), die auch fiir ¢ und c gilt, und (92, 2)
To2a + Tg2b:Cof2a = Tg2¢ oder wegen (72, 5), 2. Gl,
1—1:CoP2a+1:Co2a—1:Cof2 bCof2a=1—1:C0f?¢;
da nach Nr. 72 alle hier auftretenden Hyperbelfunktionen
positive Werte haben, gilt also

93, 1) Coja-Cojb =Cojc. (H, K, K.y
An Hand der Figur findet man ohne weiteres nach

(92,1 1.2y tgf =(Tgb:Cofa):Tga oder

(93, 2) Gina-tgf =g b. (K, K, W)
Ferner liest man, wenn man wieder (92, 1) auch auf ¢ und ¢

anwendet, aus der Figur ab: sinf = (Tgb:Cofa): Tgc;

hieraus folgt wegen (93, 1) sinf Ginc = &inb. Da die

Katheten a und b zugleich mit den Winkeln x und § ver-

tauschbar sind, hat man auch

(93, 3) sihe - Gine = Gina. (H,K.,g. W)
Ohne weiteres liBt sich nach (92,1) anschreiben:

cos f Tg ¢ = T g a; gleichermalen gilt

(93, 4) cosx - Tgc = Tgb. H,K,a. W)
Beriicksichtigt man auf der linken Seite der wegen

e =k — B geltenden Beziehung tg o, = cotg f die Gl

(92, 3), so erhilt man

(93, 5) tg o - Cof ¢ = cotg . H., W, W)

Aus Gl. (93, 2) folgt €oj b = (Sinb: tg §) : Gin a, somit
bekommt man bei zweimaliger Anwendung von (93, 3)
Cofb = (Gincsinf:tgf): ©incsing, d. h.

(93, 6) sino - €of b = cos S. (K, W., W)

Sind von den 5 Stiicken eines h. rechtwinkligen Drei-
ecks — Hypotenuse, 2 Katheten, 2spitze Winkel —irgend zwei

mann, 8. 74; vgl. auch die Notiz {iber einige Dreieckssétze der absoluten
Geometrie in den Monatsheften f. Math. 67 (1963), 8. 101—108.

%) Bedeutung der Abkiirzungen: H. = Hypotenuse, K. = Kathele,
W. = Winkel, a. = anliegend, g. = gegeniiberliegend.
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gegeben, dann kann man mittels der soeben abgeleiteten
6 Gleichungen*) jedes weitere Stiick berechnen**),

94, Es sei nun ein beliebigesh. Dreieck mit den Seiten a,
b, ¢ gegeben, Fig. 61. Man zeichnet in ihm die Hohe § und
findet durch zweimalige Anwendung von GI. (93,1)

Coj )= Coj b : Cof ¢, = Cofa : Cofc,

Fig. 61.

und folglich wegen ¢, = ¢ F ¢;, wobei sich das Minuszeichen
auf die linke Teilfigur bezieht, das Pluszeichen auf die rechte,
mit Verwendung von Gl. (72, 6) €of a =

(@of b : of ¢;) - Gof (¢ T ¢;) = Cof b - (of ¢ F Sinc - Tg ¢y).

DieBeziehung (93, 4) liefert***) g ¢, = 4 cosx Tg b und
damit den Kosinussatz der h. Trigonometrie

(94, 1) Cof a = Cof b €of ¢ — Sin b Sin ¢ cos .

Durch gleichzeitige zyklische Vertauschung der Grifen
a,b, cunde, §,  erhilt man zwei entsprechende Gleichungen.

*) Um sich diese Formeln leichter merken zu kénnen, kann man sich wie
in der sphirischen Trigonometrie einer Gedichtnisstiitze bedienen, der Neper-
schen Regel, die von Engel fir die Zwecke der Nichteuklidischen Geometrie
geeignet gemacht wurde; vgl. G. Hessenberg-H. Kneser, Ebene und sphi-
rische Trigonometrie, Berlin 1957, S. 121f. (Sammlung Go6schen Bd. 99), und
H. Liebmann [8], 8. 36.

Jede derartige Gedichtnisregel wird iiberfliissig, wenn man das rechtwink-
lige Dreieck als Sonderfall einer alle Fille umfassenden, allerdings rdumlichen
Figur, nimlich des i. allg. windschiefen rechtwinkligen Fiinfseits auffafit;
vgl. F, Lobell, Eine Verallgemeinerung des Pentagramma Mirificum. Math.
Zeitschr, 53 (1950), S. 236—243.

**) Beim Vergleich mit Licbhmann [8], 8. 60-—01 beachte man unsere

GIn. (74,2).
**¥) Hier beachte man im Falle des stumpfwinkligen Dreiecks, dai
cos (# — a) = — cos a ist, wihrend man einige Zeilen weiter unten bedenke,

daf} sin (x — @) = sin a ist.
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Nach (Y3, 3) ist Gin a sin § = Gin h = Gin b sin o; daraus
folgt, wenn man noch eine zyklische Vertauschung vor-
nimmt, der Sinussatz der h. Trigonometrie

(94, 2) Cina:Ginb: Ginc =sinx :sin B :sin y.

95. Aus der sphérischen Trigonometrie ist folgendes be-
kannt: Sind @, b, ¢, &, B, y die Seiten und Winkel eines
Eulerschen*) spharischen Dreiecks, dann gilt der sphérische
Kosinussatz
(95, 1) €08 @ = cos b c0s ¢ + sin b sin ¢ cos o,

und aus dieser Gleichung und den ihr fiir die beiden anderen
Seiten des Drejecks nachgebildeten Gleichungen kann man,
wie schon Lagrange 1798 zeigte, durch rein rechnerische
Umformungen simtliche Formeln der sphirischen Trigono-
metrie ableiten**), z. B. den Sinussatz

(95,2) sina:sind:sine¢ =sino:sinf:siny
und den Kotangentensatz

(95, 8) cotg a sin ¢ = cotg o sin f + cos ¢ cos 3,
aber auch den zu (95, 1) polaren, zweiten Kosinussatz
(95, 4) cosox = — ¢0s § cos v + sin 5 sin y cos a.

«, B,y sind die Fldchenwinkel, a, b, ¢ die Kantenwinkel des
vom Kugelmittelpunkt O aus das sphérische Dreieck pro-
jizierenden Dreikants; beim Kugelradius 1 sind @, b, ¢ zu-
gleich die Lingen der auf der Kugel ausgeschnittenen
GroBkreisbogen. Beschreibt man um O eine imaginire Kugel
mit dem Halbmesser ¢ = V— 1, dann fiihrt dasselbe pro-
jizierende Dreikant auf ein imagindres spharisches Dreieck
mit den gleichen Winkeln «, 3, y, wihrend man fiir dessen

Seiten rein formal ¢a, b, 4¢ setzen muB. Dann tritt an Stelle
von (95, 1) die Gleichung

cos (1) -= cos (¢b) - cos (ic) - sin (i) - sin (¢c) - cos
*) D. h. eincs Dreiecks, dessen Sciten zwischen O und = liegen. a, b, ¢ haben
hier — das ist wohl zu beachten — eine andere Bedeutung als in den Nrn. 92
und 93.
**) Siche G. Hessenberg, a. a. 0. 8. 1261f.

Baldus, Nichtcuklidische Geometrie. 8
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das ist aber nach den Gln. (72, 4) nichts anderes als die Gl.
(94, 1), wenn man a, b, ¢ durch a, b, ¢ ersetzt. Da nun, wie
oben gesagt, aus (99, 1) die ganze sphirische Trigonometrie
folgt, ergibt sich aus (94, 1) durch dieselben rechnerischen
Prozesse die ganze h. Trigonometrie, d. h. es mufl jede
Formel der sphiirischen Trigonometrie in eine richtige
Formel der h. Trigonometrie iibergehen, wenn man alle
sphérischen Seitenlangen mit dem Faktor ¢ versieht. Das
bedeutet aber:

a) Die h. Trigonometrie ist formal nichts anderes
als die elementare spharische Trigonometrie auf
einer Kugelflache vom Radius 4.

Beispielsweise folgen aus (95, 3) und (95, 4), indem man
a, b, ¢ durch ia, 1b, ic ersetzt, bei Beriicksichtigung von (72, 4)
tiir die h. Trigonometrie die Gleichungen

(95, b) Ctga-Cinc = cotgo - sin 8 + Cof ¢ - cos §,
(95, 6) c0s o = — €08 f§ €os y + sin f sin y Cof a.

Wir wollen dieses einfache Verfahren anwenden, um zu
sehen, wie man auch die in der h. Geometrie vorkommenden
Dreiecke mit uneigentlichen Ecken behandeln kann.

a B

c0 4

Y ol
b A

Fig. 62a. Fig. 62b.

Es liege etwa die Ecke C auBerhalb von (K); die beiden nach
C fithrenden Seiten haben dann ein gemeinsames Lot, dessen
Linge ¢° als Mal des Geradenpaares AC, BC an die Stelle
des Winkels 4 tritt, Fig. 62a. Bezeichnen wir mit a und b
jetzt die h. Langen der von B bzw. 4 zu den Fufpunkten
des gemeinsamen Lotes fithrenden Strecken, so sehen wir:
¢ ist durch a, D, ¢® bestimmt, wie, kann man (was schon
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Lobatschefskij getan hat) leicht aus den oben bewicsenen
Beziehungen ableiten (mit ciner Diagonalen als Hilfslinie);
wir kommen aber schneller zum Ziel, wenn wir die zu unserer
Figur analoge sphérische Figur betrachten, Fig. 62b: sie 148t
sich durch ein Dreieck A BC® mit den Seiten {x — a, 1w — b
und dem eingeschlossenen Winkel ¢° ergénzen, und wir er-
halten aus dem in Frage kommenden sphérischen Kosinus-
satz (95, 1), ohne ihn erst anzuschreiben, unmittelbar

95,7) Cofc=—GCina&inb + Cof a Eof b Eof ¢°.

Wollen wir jedoch a durch b, ¢ und & ausdriicken, so finden
wir, ebenfalls an Hand von (95, 1),

(95,8) Gina = &inbCofc—Cofb Sinccosw.

Auf die Fille von Drejecken mit zwei oder drei uneigent-
lichen Ecken, speziell auch mit unendlich fernen Ecken, die
durch verschwindendes Mafl gekennzeichnet sind, sei nur
hingewiesen.

> b
Fig. 63a. Fig. 63b.

Nur eine besondere Figur, auf die wir spiter zuriickgreifen
wollen, moge noch behandelt werden, das zweirechtwinklige
Viereck der Fig. 63a, in dem qa, b, y gegeben, § gesucht sei,
wobei statt des Winkels § sich auch ein kiirzester Abstand b
ergeben kann. Das sphérische Analogon dazu, Fig. 63b, ist
durch ein Dreieck mit den Winkeln $m — a, 3 — b, § und
der Seite z —y zu vervolistindigen, auf das der zweite

8¢
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Kosinussatz (95, 4) anwendbar ist; fiir die h. Figur gibt das*)
(95,9) cos d oder €of b = Sina Sinb — Cof a €of b cos y.

Kurz angemerkt sei, daB man die fiir eigentliche Ecken
abgeleiteten Beziehungen auch unmittelbar auf uneigentliche
Ecken anwenden kann. Dabei ist nur zu beriicksichtigen,
daf der Abstand zweier konjugierter Punkte — deren jeder
auf der Polaren des andern liegt — sich nach (71, 1) zu 4 3n
ergibt, so daBl in den Formeln Argumente der Form reelle
Zahl + ¢ };r auftreten. Das Imaginare tritt uns hier aber aus
einer ganz anderen Quelle entgegen als oben.

Lobatschefskij hat, worauf wir in Nr. 116 noch einmal zuriick-
kommen werden, gezeigt, dal aus den Axiomen der h. Geometrie
eindeutig die hier entwickelte Trigonometrie folgt. Auf den Be-
weis dieser Tatsache konnen wir der Kiirze halber nicht ein-
gehen.

Der hier aufgedeckte Zusammenhang zwischen der sphérischen
und der b. Trigonometrie durch das Imaginire veranlafite Loba-
tschefskij zur Wahl der Bezeichnung ,Imaginire Geometrie*.
Auch J. Bolyai war dieser Zusammenhang bekannt. Nach Nr. 8
hatte schon Lambert den soeben bewiesenen Satz a) vermutet;
die merkwiirdige Stelle in § 82 seiner Abhandlung lautet: ,,Ich
sollte daraus fast den SchluB machen, die dritte Hypothese komme
bey einer imaginiren Kugelfliche vor. GauB hat zwischen 1805
und 1817 die Formeln der h. (,transzendenten‘*’) Trigonometrie
gefunden. Uber die bedeutenden Leistungen des Juristen Tau-
rinus (1794—1874), des Neffen Schweikarts. in der h. Trigo-
nometrie findet man Néheres in Engel-Stickel [3]. Vom Uber-
gang von den hier abgeleiteten h. trigonometrischen Formeln zu
denen Lobatschefskijs wird noch am Schluf von Nr. 104 die
Rede sein.

*) Die vielen hier auftretenden Beziehungen, deren formale Verwandtschaft
in die Augen springt, wurden von F. Schilling (Géttinger Nachr. 1891, 1838ff.)
unter einen Hut gebracht: fiir das rechtwinklige Sechsseit im h. Raum, das u. a.
alle moglichen Dreiecksformen umfagt, gilt eine Formel, die simtliche Sonder-
fille einschlieft; das wird dadurch méglich, dal Winkel und kiirzester Abstand
zweier windschiefer Geraden zu einer komplexen Mafzahl vereinigt werden.
Frst von hier aus wird es auch verstindlich, daB8 z. B. nach (95, 9), Ccf b einen
Wert < — 1 annimmt, falls die beiden Geraden mit dem MaB D gegensinnig
orientiert sind: b ist dann eine komplexe Zahl mit dem Imaginirteil 7 n.
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Reguldre z-Ecke.

96. Auch bei den h. reguldren #-Icken ist wegen des Satzes
61 ¢ das Prinzip der speziellen Lage anwendbar. Damit kann
man aus bekannten Eigenschaften e. regulirer #n-Ecke auf
solche h. regulirer n-Ecke schlieBen.

Ist AB in Fig. 64 die halbe
Seite eines dem Kreise (O)
umschriebenen reguldren #-
Ecks, dann mufl wegen g = 7/,
die e. Linge AM =1 :cos7%/,
< 1sein. Hat nun BM die h.
Linge t, dann folgt daraus
vermoge Gl (72, 2) nach ein-
facher trigonometrischer Um-
formung die Bedingung

t << In cotg #/sy.
Das ist der Beweis des Satzes Fig. 64.

a) In der h. Geometrie kann man einem Kreise
vom Halbmesser r immer und nur dann ein regu-
jéres n-Eck umschreiben, wenn r <ln cotg #/p, ist.

97. Nun sei dem Kreise (C) mit dem Mittelpunkt M, Fig. 64,
ein irreguldres n-Eck [E] mit der Ecke 4 und dem zuge-
horigen Zentriwinkel 2 . umschrieben. Dann ist AM = 7 :¢0S «.
Da [E] irreguldr sein soll, sind nicht alle seine Zentriwinkel
gleich 27/, und mindestens einer, etwa 2 & > 27/, weil sonst
ihre Summe < 27 wire. Nun ist AM > r: cos #/,, und die
Ecke 4 ist e. und folglich wegen Gl. (72, 2) auch h. weiter von
M entfernt als die Ecken des (C) umschriebenen reguliren
n-Ecks. Daher gilt auch in der h. Geometrie der Satz der
e. Geometrie:

a) Mindestens eine Ecke eines einem Kreis
umschriebenen irreguliren #-Ecks ist vom Kreis-
mittelpunkte weiter entfernt als die Ecken

des demselben Kreise umschriebenen reguléren
n-Eeks.
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Hieraus und aus dem Satze 96 a ergibt sich ohne weiteres

b) In der h. Geometrie kann man einem Kreise
vom Halbmesser t== In cotg #/,, kein regulédres oder
irregulires n-Eck umschreiben,

Selbst bei einem Kreise mit einem Halbmesser 7 < In cotg %/,
ist man wesentlich eingeschrinkter in der Wahl der Stiicke als
in der e. Geometrie. Man kann ihm zwar immer regulidre n-Ecke
umschreiben, aber z. B. dem Kreise (C) der Fig. 64 kein Viereck
mit den beiden Ecken .4 und D, wihrend er andere umschriebene
regulire und irregulire Vierecke zuliBt.

98. Ist in Fig. 64 wieder 4 die Ecke eines (C) umschriebenen
reguliren n-Ecks, dann hat <¢ AMB die (e. und h.) GriBBe
71, st ferner u die h. Lange von 4 B,dann kann man die erste
der GIn. (72,1) in der folgenden Weise anwenden: statt b
ist u zu setzen, an die Stelle von s tritt der aus Satz 92 a und
Gl (72,5) folgende Wert ]/1 —2=)1—3gr=1:Cofr,
b ist hierr - tg 7/, = Tg 1 - tg*/,. Dies fiihrt unmittelbar auf
den Satz

a) In der h. Geometrie ist die Seitenlinge 2u des einem
Kreise vom Halbmesser r umschriebenen reguléren n-Ecks

In (14Gint-tg7/,) : (1 —&int-tg=,).

Wendet man weiterhin auf r die Gl. (93, 6) an, dann ergibt
sich der Satz

b) In der h. Geometrie ist die Winkelsumme 2« 3 des einem
Kreise vom Halbmesser r umschriebenen reguliren n-Ecks

2n - arc cos (sin 7/, Cof1).
Ferner folgt aus Gl. (93, 4) der Satz

¢) In de.r h. Geometrie besteht zwischen dem Halbmesser t;
des Inkreises und dem Halbmesser r, des Umkreises*) eines
reguliren n-Ecks die Beziehung

T ri= gty - cos 7/,

*) Falis ein solcher existiert, vgl. Satz 96a.
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Umfang des Kreises. Bogenlinge der Abstandslinie.

99. Um den Umfang eines h. Kreises einfach berechnen
zu konnen, legen wir ihn wieder mit seinem Mittelpunkt auf
M und machen ihn dadurch zu einem e. Kreis (Satz 61 D).
In der e. Geometrie berechnet man den Kreisumfang bekannt-
lich in der Weise, daB man ihn als gemeinsamen Grenzwert
der Umfinge der dem Kreis einbeschriebenen und der ihm
umschriebenen reguliren n-Ecke fiir n— oo definiert. Wir
gehen hier genau so vor und setzen dabei die einfachsten Re-
geln iiber das Rechnen mit Grenzwerten voraus, dag nimlich
der Grenzwert einer Summe, eines Produktes, eines Quoti-
enten mit nicht verschwindendem Nenner gleich ist der
Summe, dem Produkt, dem Quotienten der Grenzwerte;
weiterhin setzen wir die Kenntnis der folgenden bekannten
Grenzwerte voraus:

99,1) limsinx:x=1 und limtge:x =1%. (99,2)

a—0 a—>0

Aus der Definition der Hyperbelfunktionen durch Expo-
nentialfunktionen, Nr. 72, findet man mittels der bekannten
Exponentialreihe die ebenfalls im folgenden vorausgesetzten
Grenzwerte

(99,3) lim@inx:x=1 und limTga:a=1. (99,4)

a0 &—>0

100. Fiir die halbe Seite e eines einbeschriebenen
reguldren n-Ecks, Fig. 64 (Nr. 96), gilt nach Gl. (93, 3)
©ine = sin 7/, @in r; der h. Umfang dieses Polygons ist
also**)2ne = 2nsin */, Ginr - e : Sin e, der Grenzitbergang
n ~ oo fithrt wegen (99, 1 u. 3) auf den Wert 2z Sin r.

Der h. Umfang eines umschriebenen reguliren n-Ecks ist,
da nach (93,2) Tgu = tg"/, Gint ist, 2nu = 2ntg "/n
Sin r-u:Tau; dies konvergiert fiir n— oo wegen (99,2 u. 4)
ebenfalls gegen 27 Sin 1.

Die Folgen der h. Umfange der ein- bzw. der umbeschrie-
benen regularen Vielecke sind, wie auch geometrisch un-
mittclbar zu erkennen monoton zu- bzw. abnehmend und

‘) Fiir n— o gllt also z. B. nsin ”/n = 7 +sin n/” n/”-—nz
**) Nach dem Schema 3 = &inj - (3 : Ginj) usw.
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haben denselben Grenzwert. Daher kann man auch in der
h. Geometrie den Kreisumfang aus den reguliren um- und
einbeschriebenen n-Ecken definieren, und es gilt der Satz

a) In der h. Geometrie hat ein Kreis vom Halb-
messer t den Umfang*) 27 Ginr.

Da in Fig. 64 die Zentriwinkel von (C) e. und h. dasselbe
Ma8 haben (Satz 61 a), folgt nun ohne weiteres

b) In der h. Geometrie hat der zum Zentriwinkel
« gehorende Bogen des Kreises vom Halbmesser ¢
die Linge o Sint.

Aus Gl (94, 2) und dem Satze 100 a folgert man unmittel-
bar einen schonen Satz, der, wie schon J. Bolyai betonte, der
e. und der h. Geometrie gemeinsam ist und iibrigens auch in
der spharischen Geometrie gilt:

¢) Die Umféinge der Kreise, deren Halbmesser
den Seiten eines Dreiecks gleich sind, verhalten
sich wie die Sinus der den Seiten gegeniiberliegen-
den Winkel.

d) Durch einen #hnlichen Gedankengang findet man die
Lénge 8 des Bogens einer Abstandslinie (Nr. 65) mit
dem Halbmesser q, der zur Grundlinie von der Linge g
gehort. Man teilt g in » gleiche Teile, errichtet in den Teil-
punkten die Lote zur Achse und verbindet je zwei benach-
barte ihrer auf der Abstandslinie liegenden Punkte mit-
einander durch Sehnen, deren Linge mit 3, bezeichnet sei.
Die entstandenen Trapeze werden durch ihre Symmetrie-
achsen halbiert; fiir die so gebildeten Spitzecke**} gilt nach
(95, 8) (mit £ 8,, /20, g statt a, b, ¢ und mit & = £ )

©in } 3, = Gin g/s, Cof q.
Wie beim Kreis findet man aus der Gesamtlénge n 8, des
einbeschriebenen Sehnenzuges durch einen Grenziibergang

fiir n > oo 3 = gGof q.

*) Nach Nr. 72 ist & Gina = e® — ¢—%, Da ¢ mit zunehmendem r sehr
rasch gegen O konvergiert, sicht man, da der Kreisumfang mit dem Radius
wesentlich exponentiell, also sehr stark wichst: Wihrend z. B. ein Kreis vom
Radius 1 den Umfang 7,38 hat, besitzen Kreise mit den Radien 10 und 20
Umfinge der GréBcnordnungen 7 + 104 und 1,5 - 10%,

**) Siehe Nr. 84, erste Fulinote.
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Das gleiche Ergebnis kann man mit Hilfe eines umschriebenen
Polygonzuges erhalten. Die Annsherung erfolgt das eine Mal
von kleineren, das andere Mal von gréieren Zahlen her.

Die Gesamtlinge einer Abstandslinie ist, wie man sieht,
wie die ihrer Achse unendlich groB.

¢) SchlieBlich kann man das Verhéltnis von Grenzkreis-
bogen (Nr. 67), die zwischen zwei gemeinsamen Radien
liegen, in seiner Abhingigkeit von ihrem Abstand b durch
einen Grenziibergang berechnen, der von zwei Bigen kon-
zentrischer Kreise ausgeht; wegen lim €otg p = 1 (Nr. 72)

p—0
gilt fiir p— co x&in{p + 0) : 6« Sin p =Cof d 4 Cotgp &ind
- Cojb + Ginb = ed,

Analytische Geometrie.

101. In Nr. 35 haben wir rechtwinklige Koordinaten fiir
die absolute Geometrie kennengelernt. Wir wollen diese erst
spater verwenden, uns nur vorweg daran erinnern, dal mit
ihrer Einfilhrung der Ebene eine Orientierung aufgeprigt
wurde, die es erlaubt, einen
bestimmten Drehsinn als Y
positiv festzulegen, nim-
lich denjenigen, der die
positive X-Achse zu Be-
ginn der Drehung um O in
ihre positive Halbebene
eindringen 148¢.

Zunichst wollen wir h.
Polarkoordinaten be-
niitzen. Fig. 65. Um solche
fiir einen Punkt P zu ge-
winnen, drehen wir die
X-Achse um O, bis sie, Fig. 65.
irgendwann, durch P geht;
der auf der orientierten Geraden gemessene Abstand OP,
der ,,Radiusvektor* r, und der von der Achse durchlaufene,
unter Beriicksichtigung des Drehsinns gemessene Winkel,
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die ,,Amplitude ¢, bestimmen, wenn sie gegeben sind, dic
Lage von P eindeutig; das Umgekehrte gilt hier jedoch nicht:
zu einem und demselben Punkt P gehéren — wie in der
e. Ebene —, wenn er nicht auf O fillt, die unendlich vielen
Paare von Polarkoordinaten (v, ¢ + 2#na) und (—r,
@ + (@ n + 1)7), wo n alle ganzen Zahlen durchliuft, wenn
er aber mit O zusammenfallt, der Wert t = 0 und jeder
beliebige Wert von ¢.

Eine Gerade glegen wir auf folgende Weise durch Zahlen-
angaben fest, und zwar als orientiertes Gebilde, kurz
nach Study ,,Speer** genannt : Das Lot durch O auf g schneide

Fig. 66 a. Fig. 66b. Fig. 66¢c.

g in N; die Gerade ON werde so orientiert, dab aus dem
Speer g durch eine positive Drehung um N durch sz die
orientierte ,,Normale* durch O hervorgeht. Radiusvektor n
und Amplitude » von N bestimmen die Lage des Speeres g
eindeutig; jedoch gilt das auch hier nicht umgekehrt:
zu g gehoéren die unendlich vielen Polarkoordinatenpaare
(n,v + 2nm), wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet.

Als erstes mogen die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen aufgestellt werden

a) dafiir, daB der Punkt (r, ¢) von dem Punkt (m, u)
den Abstand p hat, Fig. 66a: nach (94, 1) gilt

(101, 1) @of m Cof r — Sin m Sin v cos (p — u) = Cof p;

b) dafiir, daB der Punkt (r, ¢) von der orientierten
Geraden (n, ») die Entfernung q hat, Fig. 66b: nach
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(95, 8) ist — mit anderen Vorzeichen, weil hier n und q
gegenseitig anders orientiert sind als a und b dort —
(101, 2) — Ginnofr + Cof n Sinrcos (p —») = Sing;
dabei ist ¢ = O, je nachdem der Punkt auf der positiven
oder auf der negativen Seite des Speeres (1, v) liegt.

Speziell ist die Inzidenzbedingung fiir den Punkt
(r, ¢) und die Gerade (n, »)
(101, 3) Ginn€ofr —Cojn Sinxcos (p —») = 0.

¢) Die charakteristische Bedingung dafiir, daf der Speer
(n, ») mit dem Speer (1, #,) den Winkel § bildet oder von
ihm den kiirzesten Abstand b hat, Fig. 66¢, ist nach

(95, 9) — wieder wegen verschiedener Orientierung der
Geraden hier und dort mit anderem Vorzeichen —
(101, 4) cosd bzw. Gofb =

— Ginn Ginng + Cof n Coj 1, cos (v — ),

je nachdem der Ausdruck rechts einen Betrag << 1 oder > 1
hat; hat er den Wert &+ 1, so ist § = 0 oder 7, die Speere
sind gleich- oder gegensinnig asymptotisch.

Als Orthogonalitidtsbedingung fiir die beiden
Geraden (n, ») und (ny, »,) ergibt sich demnach

(101, 5) Ginn &inny — Cof n €of 1y cos (¥ —vy) = 0.

In (101, 1) haben wir, wenn wir ¢ und ¢ als Verdnderliche
ansehen, die Gleichung des eigentlichen Kreises mit dem
Mittelpunkt (m, 4) und dem Radius p, in (101, 2) die der
Abstandslinie mit der Mittelachse (1, ») und dem Halb-
messer g, in (101, 3) die der Geraden (u, ¥) vor uns; damit
(101, 2) die Abstandslinien auf beiden Seiten der Achse, mit
andern Worten den ganzen Hyperkreis darstellt, ist rechts
&in q durch + &in q zu ersetzen.

Die Gleichung des Grenzkreises gewinnen wir dadureh,
daB wir den Mittelpunkt eines Kreises auf der als fest an-
genommenen Geraden, die ihn mit O verbindet, ins Unend-
liche riicken und zugleich den Radius unendlich gro werden
lassen, und zwar so, dal m —p = ¢ konstant bleibt. Da
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alsdann Ginm : Cof m = Tgm - 1 und Cof p : Cojm =
Cof(m—g):Cofm =Cofg—BGingITgm—Cofg— Sin g
= ¢—¢ gilt, wird die gesuchte Gleichung

(101, 6) Cofr — Sinteos (p — p) = e—86;

g ist der Abstand des Grenzkreises von O, u die Amplitude
seines unendlich fernen Mittelpunktes. Das gleiche Ergebnis
wiirden wir finden, wenn wir die Achse einer Abstandslinie
in geeigneter Weise ins Unendliche riicken und den Halb-
messer unendlich grof werden lieBen (Vgl. Nr. 67.).

Hilt man in der Inzidenzbedingung (101, 3) t und ¢ fest
und sieht 1 und » als verinderlich an, so stellt sie ein Bii-
schel von Geraden dar, sie ist aber auch als ,,Glei-
chung des Punktes (v, ¢) in polaren Linienkoordinaten
(n, )" zu deuten; in gleichem Sinn ist (101, 4) bei fest-
gehaltener Geraden (n,, v,) als Gleichung einer Schar
von Geraden (n, ») konstanten MaBes gegen eine
feste Gerade (1, 7,) aufzufassen, speziell, wenn cos § = 0,
als die des Biischels ihrer Lote.

102. Unseren weiteren Betrachtungen mégen nun die in
Nr. 35 eingefithrten Achsenkoordinaten zugrunde gelegt
werden, die mit ¢ und 1 bezeichnet seien, so dafl in Fig. 20
dort wie in Fig. 65, h. gemessen, 0P, =g, P,P =) wird.

Der Ubergang von den Koordinaten t, @ zu den Koordi-
naten g, Y geschieht nach (93, 1) und (93, 2) mit Hilfe der
Transformationsformeln
(102,1) Cojr=CojrCofy und tgp =gy : Sin r.
Wir stellen sogleich ihre Umkehrungen auf; nach (93, 4)
und (93, 3) ist
(102,2) Zgr =ZIgrcos ¢ und Siny = Sinrsin @.

Es ist oft angenehm, neben ihnen noch die sich aus ihnen
ergebenden Beziehungen
(102,8) ZFgrsing =FTgh:Cofr, Ginrcosp =Sing Cofy
zur Verfiigung zu haben.

Wendet man auf cos (p— u) in (101, 1) bzw. auf cos (¢ —»)
in (101, 2) das Additionstheorem an, so findet man als
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Gleichung des Kreises*) mit dem Mittelpunkt (a, b) und

dem Radius p, weil nach (102, 1) €of m = Cof a €of b, nach

(102,8) Ginmeospuy = Sina@ofb und nach (102, 2)

Sinm sin y = Sin b ist, nach (101, 1)

(102, 4) Coj a Cof b Cof r Cofy — Sin a Eof b Sin £ Cof 9
— BinbGiny =Cof p

und als Gleichung der Abstandslinien mit der Achse

(n, ) und dem Halbmesser q nach (101, 2)

(102,5) GinnCojrCojy—Cofncosy SingCoiy
—@ofnsiny Giny = 4 Sing,

die fiir den Fall ¢ = 0 die Gleichung der Geraden (i1, »)

umfaft.

Die Gleichung des Grenzkreises, dessen unendlich
ferner Mittelpunkt die Amplitude x hat und der im Abstand g
an O voriiberzieht, wird nach (101, 6)

(102, 6) CofrCofy) —cos u@ing Cofy —sin uSiny =eo.

Wir sehen, daf man — wie mit Hilfe der Hesseschen
Normalform der Geradengleichung in der e. Geo-
metrie — den Abstand [ eines Punktes (z, §) von der
orientierten Geraden (n, ), genauer die Funktion Gin I,
dadurch erhilt, daB man die Koordinaten dieses Punktes in
die linke Seite der Gleichung (102, 5) einsetzt. In &hnlicher
Weise lassen sich hier aber auch die Gleichungen des Kreises
und der Abstandslinie verwenden, wobei nur zu beachten ist,
da8 man zungchst die Entfernungen vom Mittelpunkt bzw.
von der Mittelachse bekommt. — Das gleiche gilt iibrigens
auch fir die entsprechenden Gleichungen in Polarkoordi-
naten.

Als Beispiel moge noch die Gleichung einer Nicht-
euklidischen Parallelen ¢ zur positiven X-Achse auf-
gestellt werden; man braucht zu dem Zweck nur in (102, )

*) Diese kann man mit Lobatschefskij an Hand einer passenden Figur
auch unmittelbar aus (95, 7) in der Form

Qofp =—GCinh Giny + Cof b Cof p Cof (x — a)
gewinnen; das Additionstheorem fiir die @€n{-Funktion (72, 6) vermittelt den

ZusammenhangTmit (102, 4). (Hierbei beachte man nur das am Schlu von
Nr. 104 Gesagte.)
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v == IT (n), alsonach (74, 2)siny = 1 : €of nundcos » = Fgn
zu setzen: man erhalt, da g =0,

(102, 7) GinnCofrCofyy —GinnSingColy) —Siny =0
oder gy =Ginn-et.

Dies bestitigt das frither schon festgestellte asympto-
tische Verhalten paralleler Halbgeraden, wenn man sich auf
ihnen ins Unendliche entfernt, d. h. hier ¢ iiber alle MaBen
wachsen lafit (s. Nr. 73); wir sehen jetzt aber noch etwas
mehr: die gegenseitige Entfernung ihrer Punkte strebt mit g
wegen 99,4 exponentiell, also auBerordentlich stark gegen 0.

Hier wird auch ersichtlich, da es bei einer Geraden,
anders als in der e. Geometrie, nicht zu jedem Wert von g
ein reelles 1) gibt; wegen | Tgy | << 1 (Nr. 72) tritt das nur
fir t>InGin|n| ein.  =In&in|n| ist die Gleichung
des Lotes zur X-Achse, das zur Geraden ¢ in der anderen
Richtung asymptotisch ist als die X-Achse selbst.

103. Auch zu den bis jetzt eingefithrten Koordinaten
wollen wir uns das Analogon auf der Kugelfliche vor
Augen fithren: Wenn wir den Aquator als Achse und seinen
Schnittpunkt mit dem Nullmeridian als Anfangspunkt
wihlen, so entsprechen den g die geographischen Langen 4,
den vy die geographischen Breiten §. Polarkoordinaten auf
der Kugel aber sind z. B. Poldistanz und Lénge. Auf der
Kugel besteht kein wesentlicher Unterschied zwischen diesen
beiden Arten von Koordinaten, weil Breite und Poldistanz
zueinander komplementdr sind. In der Nichteuklidischen
Ebene verhilt es sich anders; wesentlich ist vor allem der
Unterschied, da8 die Zuordnung der Punkte P zu den
Zahlenpaaren (r, y) umkehrbar eindeutig ist (Nr. 35),
wiahrend das fiir die Polarkoordinaten (r, @) nicht gilt
(Nr.101). Und doch ist eine formale Verwandtschaft zwischen
beiden Koordinatenarten unverkennbar, wenn man etwa die
Beziehung (101, 4) mit der in der FuBnote zu Nr. 102 an-
gegebenen vergleicht. In der Tat ist die Kluft mit Hilfe der
uneigentlichen Elemente iiberbriickbar, was wir aber nicht
weiter verfolgen wollen.
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Es fillt uns jedoch noch etwas anderes auf: Die Gleichun-
gen (102, 4 bis 7) enthalten die Koordinaten p und Y durch-
weg nur in den Verbindungen

(103,1) X =CofrCofy, ¥ =GingCofy, Z=Giny

und sind in diesen GroBen linear, die Geradengleichung ist
zudem homogen:

(103, 2) AX+BY +CZ=D.

Das wird man ganz natiirlich finden, sobald man bemerkt,
daf dies die gleichen Kombinationen sind wie diejenigen der
goniometrischen Funktionen von 4 und §, durch die in einem
geeigneten raumlichen Koordinatensystem &-#-{ die
Fliche der Einheitskugel im e. Raum dargestellt wird:

(103, 8) & = cos A cos f, 7 = sin A cos f3, { =sinp.

Wie diese Koordinaten die Kugelgleichung &% + #2 + {2 =1
erfiillen, so geniigen X, Y, Z einer Nebenbedingung
(103, 4) X2—¥Y2 -7t =1;

das ist nétig, weil eine der drei Koordinaten, die ja die
Punkte einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit festlegen
sollen, iiberzihlig ist. Nun werden aus der Kugelfléiche die
Kreise, die dort zugleich Abstandslinien sind, durch Ebenen
AE + B x4+ CL = D ausgeschnitten, speziell die den nicht-
euklidischen Geraden entsprechenden Grofkreise von Durch-
messerebenen D = 0; durch diese Analogie wird der lineare
Charakter der in Nr, 102 aufgestellten Gleichungenin X, Y, Z
verstandlich.

Die wegen der genannten Eigenschaften besonders wich-
tigen Koordinaten X, Y, Z heiBen Weierstrafsche
Koordinaten der Nichteuklidischen Ebene*). Mit ihrer
Hilfe lassen sich z. B. die Bewegungen der Nichteuklidischen
Ebene in ahnlicher Weise darstellen wie die Drehungen des
e. Raumes.

104. Wie sehen nun die Gleichungen der Grundge-
bilde (102, 4 bis 6) in der Deutung {®} (Nr. 58) aus?

*} Wir bemerken, daB nach (102, 1), (102, 3) und (102, 2) auch gilt
X =@Qojr, Y = Ginrcosg, Z = Sinrsin ¢,
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Es soll wieder das Prinzip der speziellen Lage angewandt
werden, in der Weise, dall wir uns das Koordinatensystem
(Nr. 3b) samt den darauf bezogenen h. Gebilden mit
dem Anfangspunkt O auf den Mittelpunkt M des Kreises
(K) gelegt denken; die X-Achse wird dann ein Durch-
messer. Das so gelegte System ist nach Satz 60a auch e. ein
rechtwinkliges, und zwar ein kartesisches Koordinaten-
system; irgendein h. Lot PP, auf der X-Achse steht auch e.
auf ihr senkrecht.

Die Beziehungen zwischen den h. Koordinaten g, ) eines
Punktes P und dessen e. Koordinaten z, y erhilt man im
AnschluB an die Satze 92a und 92b sofort in der Form:
(104, 1) z=2gs y==2Tgy:Cofg
‘Wihrend die Koordinaten g und 1) nicht gleichartig sind*),
gilt dies von z und y.

Die weitere Untersuchung gestaltet sich besonders einfach,
wenn wir z und y durch die WeierstraBschen Koordinaten
ausdriicken: Aus (103, 1) und (104, 1) folgt unmittelbar
(104, 2) z2=Y:X, y=2:X.

Mit Hilfe von (103, 4) finden wir daraus die Umkehrungen:

X=1:]/1——:v2—y2,
(104,3) Y =a:)/1—a>—4p
Z=y:Y1—a2—p,

wo die Wurzel im Innern von (K) positiv zu nehmen ist,
weil dort nach (103, 1) in Verbindung mit dem in Nr. 72
iiber die Werte der Hyperbelfunktionen Gesagten X =1>>0
ist.

Die Gleichungen der verschiedenen Kreisarten
mit EinschluB der Geraden bekommen nun in der

*) Dies koénnte man dadurch vermeiden, da8 man statt der Abszisse
t = OP, neben der Ordinate ) = P,P die h. Linge von PyP als erste
Koordinate ¢’ einfiihrt; r” und t) sind wie ¢ und y unbeschrinkt verénderlich,
was von OP, und OP, als Koordinaten nicht gelten wiirde. Es zeigt sich,
daB Ging’ = Y neben Giny = Z gilt. Hierzu siehe Fig. 65, Nr. 101.
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Deutung {SD}, wenn man die Irrationalitit durch Quadrieren
beseitigt, nach (103, 2) alle die gemeinsame Gestalt:

(104, 4) (A4 Bx +Cyp—D*(1 —2a%2—y?) =0.

Sie stellen Kegelschnitte dar, und zwar offensichtlich die-
jenigen, die den Kreis (K), der die Gleichung2? + > — 1= 0
hat, in den Schnittpunkten mit der Geraden 4 + Bz + Cy=10
beriihren. Je nachdem diese Punkte reell (42— B2 — C% < 0)
oder imaginir (4% — B2 — (%> 0) sind, im besonderen
zusammenfallen (42 = B? 4 (%), handelt es sich um das
Bild eines Hyperkreises bzw. einer Geraden (D = 0), eines
eigentlichen Kreises oder speziell eines Grenzkreises; jeder
Grenzkreis berithrt hiernach (K) vierpunktig (vgl. Nr. 67).
Bei der Realitdtsdiskussion ist zu beriicksichtigen, daf im
Fall des Kreises (etwa nach [102, 4)) D? > A2 — B2 — (C?
sein mul3, ferner in den Fillen von Kreisen und Grenzkreisen
(nach [102, 4 und 6]) A und D gleiches Vorzeichen haben
miissen (4 - D > 0). 4, B, C, D sind reelle Zahlen.

Nach (102, 5) konnte man die GroSen
(104,5) A = Ginn, B =—CEofncos», C = —&of nsiny,
die, wenn Singq =D = 0 ist, eine Gerade festlegen, als
Koordinaten fiir diese verwenden; sie erfiillen die Neben-
bedingung
(104, 6) A2— B2 - (2 4+1=0,
deren Ahnlichkeit mit (103, 4) auffallt und darauf hinweist,
daB man auch Weierstralsche Linienkoordinaten
einfithren kann. Sie erweisen sich im wesentlichen als Weier-
strasche Punktkoordinaten des Poles der Geraden beziig-
lich (K). Hier erdffnen sich interessante Ausblicke, doch
miissen wir es bei diesem Hinweis bewenden lassen.

Dem Leser bleibe es iiberlassen, nach den in den Nrn. 101
und 102 bewiesenen Formeln Ausdriicke fiir Abstands- und
WinkelgroBen sowie Inzidenz- und Orthogonalititsbe-
dingungen in WeierstraBschen Punkt- und Linienkoordi-
naten aufzustellen.

Die h. analytische Geometrie mit den hier beniitzten Koordi-

naten r und Y ist von Lobatschefskij ausgebildet worden, doch
beniitzte er nicht die Funktionen &in, €of, Tg, sondern die tri-

Baldus, Nichteuklidische Geometrie. 9



130 V. Die hyperbolische Geometrie als selbstindige Disziplin

gonometrischen Funktionen des Parallelwinkels. Der Zusammen-
hang zwischen den von ihm hergeleiteten Formeln der h, Trigono-
metrie und analytischen Geometrie und den oben aufgestellten
wird durch die Gln. (74, 2) hergestellt.

Der Dreiecksinhalt.

105. Bei der Streckenmessung in der absoluten Geometrie
waren wir in Nr. 29 von zwei Forderungen ausgegangen, die
in naheliegender Analogie zu folgenden Festsetzungen fiir
die — positiven — MaBzahlen der Dreiecksinhalte in der h.
Geometrie fithren:

a) Kongruente Dreiecke haben gleichen Inhalt;

b) ist BD eine Transversale des AABC, dann ist
der Inhalt des AABC gleich der Summe der Inhalte
der Dreiecke ABD und BDC.

Ist W die h. Winkelsumme eines Dreiecks, dann ist nach
Satz 69 a immer » — W = J > 0, und diese positive GriBe
¢ bezeichnet man als den ,,Defekt® des betreffenden Drei-
ecks. Kongruente Dreiecke haben paarweise kongruente Win-
kel und daher auch denselben Defekt, Weiterhin erkennt man
sofort, daB der Defekt des Dreiecks A BC gleich ist der Summe
der Defekte der Dreiecke ABD und BDC, wenn D ein Punkt
der Strecke AC ist. Demnach erfiillt der Defekt eines Dreiecks
die an die MaBzahl des Dreiecksinhaltes gestellten Forderun-
gen a) und b) und man kann daher den wichtigen Satz aus-
sprechen:

¢) In der h, Geometrie kann der Inhalt eines Drei-
ecks dem Defekt des Dreiecks gleich gesetzt werden,

Man hitte den Flicheninhalt auch mit Lambert (Nr.8) dem
Defekt proportional annehmen kénnen*); durch die Gleichsetzung
wurde iiber die h. Flicheneinheit verfiigt. Die Winkel und damit
der Dreiecksinhalt bleiben bei h. Bewegungen unverindert.

Wie grofl man in der h. Geometrie auch die Seiten eines Drei-
ecks annimmt, sein Inhalt ist nach Satz c¢) immer kleiner als z.

*) DaB dies die einzige Miglichkeit fiir die Festsetzung elnes InhaltsmaBes
ist, folgt aus der Ldsung von (71, 2).
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GauB hatte erkannt, da8 die Annahme, es gibe Dreiecke be-
liebig groBen Inhaltes, dem Euklidischen Parallelenaxiom &qui-
valent ist.

106. Wahrend beider Streckenmessung gleich lange Streeken
kongruent sind, brauchen flichengleiche Dreiecke nicht kon-
gruent zu sein. Trotzdem besteht auch hier eine Kongruenz-

y

beziehung zwischen flichengleichen Dreiecken: bezeichnet
man niamlich zwei Figuren als ,,zerlegungsgleich®, wenn
man jede von ihnen derart in endlich viele Dreiecke zerlegen
kann, daB die beiderseitigen Teildreiecke paarweise kongruent
sind, dann gilt der Satz

a) In der h. Geometrie sind inhaltsgleiche Drei-
ecke zerlegungsgleich.

Zum Beweise greifen wir zundchst mit Fig. 67 anf Nr. 77 zu-
riick. Die Mittelpunkte P und @ der Dreiecksseiten lieferten dort
das rechtwinklig-gleichschenklige Trapez BCFE. Hieraus er-
gibt sich nun ohne weiteres die Kongruenz der in den Fign. 67
mit gleichen Ziffern bezeichneten Dreiecke*) und die Zerlegungs-
gleichheit von Trapez und Dreieck.

Nicht ganz so einfach ist die Zerlegungsgleichheit des Trapezes
und des Dreiecks nachzuweisen, wenn, wie in Fig, 68, die beiden
Punkte P und @ auBerhalb der Strecke EF liegen. Hier erhilt
man die Zerlegung immer in folgender Weise: Es ist wegen der
Kongruenz der Dreiecke BPE und APG (2. Kongruenzsatz)
PG = PE, d. h. spiegelt man E an P, dann erhilt man G. Ebenso
leicht erkennt man, daB die Spiegelung von G an @ den Punkt F

o
L

*) Die weiter unten bendtigten punktierten Linien der Fig. 67 kommen hier
nicht in Betracbt.

ge
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liefert, und nun spiegelt man weiter, ¥ an P und erhilt D, D, an
und erhilt D,, D, an P und erhilt D, usf. Diese abwechselnden
Spiegelungen an P und @ setzt man so lange fort, bis eines der

Fig. 68.

Spiegelbilder in die Strecke P@ oder auf einen ihrer Endpunkte
fillt. Das tritt, wie man ohne weiteres aus dem Archimedischen
Axiom erkennt, nach endlich vielen Spiegelungen ein*). Nun
zieht man von den Punkten D, mit ungeradem » Teilungslinien
nach oben, von den iibrigen Punkten D, nach unten. Damit hat
man den nicht zu BCFE gehorenden Teil des A ABC in Teile
zerlegt, die man in der Reihenfolge, in der sie durch die Teilungs-
linien D,T, abgeschnitten werden, mit 1, 2, 3, ... bezeichnet,
Nun ist, wie man sofort erkennt, das Viereck GD,T\4 = EFS,B,
so daB man von dem letzteren das Dreieck 1 abteilen kann, das
dem entsprechenden Dreieck im erstgenannten Viereck kon-

*) Hat ndmlich FP die Liange f und PQ die Linge ¢, dann gibt die Division
von f durch ¢ (neben einem Rest 0 < r < ¢) einen Quotienten, der entweder
ungerade oder gerade ist, f=2ag + r oder /= (2b— 1) ¢ + 7. Im ersten
Fall ist der Punkt Do, 1 der letzte, im zweiten Falle der Punkt Dgjy. Das hier
angegebene Verfahren zum Nachweige der Zerlegungsgleichheit des Trapezes
und des Dreiecks stammt inhaltlich von A. Finzel, ,,Die Lehre vom Fliichen-
{nhalt in der allgemeinen Geometrie', Math. Aun. 72, 1912, 8, 262— 284, insbe-
sondere 8.279—280. Es pilt fiir die absolute Geometrie.



Der Dreiecksinhalt 133

gruent ist. Jetzt ist FD,T,C = GD,R,A = EFS,B, daher kann
man das Gebiet 2 davon abtrennen usw. So erkennt man in jedem
Falle die Zerlegungsgleichheit des Trapezes BCFE und des
A ABC. Daher gilt der Hilfssatz

o) Ein Dreieck ABC mit den Seitenmitten P und @
auf AB und AC ist zerlegungsgleich dem gleichschenk-
lig-rechtwinkligen Trapez BCFE, das bei E und F
rechtwinklig ist und dessen Seite EF auf der Geraden
PQ liegt.

Aus den Fign. 67 und 68 ergibt sich ohne weiteres, daB im
Trapez BCFE wegen <X B = < C (Satz 76 a) die GroBe jedes
dieser Winkel 1 W ist, wenn W die Winkelsumme des A ABC he-
zeichnet. Daraus folgt der Hilfssatz

f) Haben zwei Dreiecke gleiche Defekte und stimmen
sie in einer Seite iiberein, dann haben sie kongruente
zu dieser Seite gehorende Trapeze.

Nach o) ist jedes dieser Dreiecke seinem Trapez zerlegungs-
gleich, Sind die Trapeze mit ihren Zerlegungslinien gezeichnet und
fiigt man nun noch in jedem Trapez die Zerlegungslinien des
anderen Trapezes hinzu, dann enthalten die beiden Trapeze
die gleichen Liniensysteme und sind dadurch in paarweise kon-
gruente Teile zerlegt. Indem man nun alle hinzugekommenen
Linien jedes Trapezes in die entsprechenden Gebiete der Dreiecks-
zerlegung eintrigt, ist damit eine Zerlegung der beiden Dreiecke
gewonnen, die aus paarweise kongruenten Gebieten besteht*).
Daher gilt der weitere Hilfssatz

y) Haben zwei Dreiecke gleiche Defekte und stim-
men sie in einer Seite iiberein, dann sind sie zerle-
gungsgleich.

Der SchluB, den wir unmittelbar vor ) verwendeten, liefert
den Hilfssatz

d) Sind zwei Figuren einer dritten zerlegungsgleich,
dann sind sie untereinander zerlegungsgleich.

Wenn man in Fig. 67 BE iiber E hinaus um sich selbst his B
verlingert, dann liegt die Mitte der Seite RC des A RBC auf EF,
wie man durch Anwendung des Satzes 77 a auf die Dreiecke ABC
und RBC erkennt. Folglich gehort das Trapez BCFE zu beiden
Dreiecken; nach a) sind sie beide dem Trapeze zerlegungsgleich und
daher nach J) untereinander zerlegungsgleich. Da auBerdem, wie

*) Es ist lehrreich, sich dies an einem Beispiel klarzumachen, etwa an der
Fig. 67.
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vor f) erwihnt wurde, <t EBC = W ist, so folgt daraus der
Hilfssatz

¢) Hat ein A ABC die Winkelsumme W, dann kann
man es in ein ihm zerlegungsgleiches Dreieck ver-
wandeln, dessen einer Winkel die Gréfe 1 W hat.
Haben nun zwei Dreiecke denselben Inhalt, d. h. denselben De-
fekt und folglich dieselbe Winkelsumme W, dann verwandelt man
beide nach ¢) und erhilt somit zwei thnen zerlegungsgleiche Drei-
ecke mit dem gemeinsamen Winkel { W. Legt man diese letzten
beiden Dreiecke mit ihren Winkeln { W aufeinander, dann folgt
daraus der Fall der Fig. 69. Fillt dabei € auf C,, dann muf} auch
A auf A, fallen, da sonst eines der Drei-
ecke Teil des anderen und daher nach
105 b kleiner als dieses wire. Tritt dies
nicht ein, dann kann aus dem gleichen
Grunde nicht eines der beiden Dreiecke,
etwa ABC, innerhalb des anderen,
Fig. 69, A,BC,, liegen. Daher zerlegt die Linie
AC; jedes der beiden Dreiecke, und
da, wie man leicht erkennt, die Dreiecke AC,4, und AC,C
defektgleich und folglich nach p) zerlegungsgleich sind, ist damit
der Satz 106a bewiesen.

Fliicheninhalt des Kreises. Sektor der Abstandslinie.

107. Um den Flicheninhalt des Kreises in der h. Geometrie
zu berechnen, legen wir den Kreis, wie in den Nrn.99 und 100,
an die wir uns auch sonst anschlieBen, mit dem Mittelpunkt
auf M, Fig. 64, Nr. 96. Das Teildreieck ' BCM des (C) ein-
beschriebenen reguliren n-Ecks hat®den Flicheninhalt
3% — ¥4 —"/n, und es gilt nach” GL¥ (93, 5) tg~/, Coft
= cotg y, = tg (3w — ;). Nun ist"nach dem Additions-
theorem der Tangensfunktion tg 3 @ — v, — 7/,) =
(tg (%n —yn) — g ")t (1 4 tg G — yu) tg8 70)
Fiirrdie Inhalte dereinbeschriebenen reguliren n-Ecke
20—y —71,) = 2 ntgl, Cof1—1) (w—ya—7/,)
2tg G —yn —71a) (1 + cotg yy tg #/,) erhdlt man also,
wenn man n - oo werden liBit, was y, -4 nach sich
zieht, den Grenzwert 27 (€of v —1).

Ebenso findet man fiir die Inhalte der umschriebenen
reguléren n-Ecke, da nach (93, 6) sin #/, €of r = cos §; ist,
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wegen sin (3w — B, — /) = cos (B + */,) = cos f; cos 7/,
— sin By sin #/,, die Werte 2 n (3 w — B — */,,) = 2nsin 7/,
(Cof r cos #/,, —sin B,) (3 — B — */n) 1 sin G — B —"/n),
also fiir » > oo, was f; ~ 4 x zur Folge hat, den Grenzwert
27z (Cofr—1).

Dieser Wert wird auch hier von den monotonen Folgen der
Inhalte der ein- bzw. der umbeschriebenen reguliren Vielecke
von unten bzw. von oben eingeschlossen. Bezeichnet man ihn
als den Flacheninhalt des Kreises, so erhilt man den Satz:

a) In der h. Geometrie hat ein Kreis vom Halb-
messer t den Inhalt*) 27z(€of t —1) = 4 Sin? (3).

Sucht man in der h. Geometrie eine Konstruktion, welche aus
dem Halbmesser eines Kreises die Seite eines dem Kreis inhalts-
gleichen Quadrates liefert, dann erkennt man sofort, da man
dieses Ziel nicht bei jedem Kreis erreichen kann, da, wie erwahnt,
der Inhalt eines Kreises mit seinem Radius iber alle Grenzen
wichst, wihrend aus der Zerlegung eines Quadrates durch eine
Diagonale in zwei Dreiecke folgt, daf dessen Inhalt immer unter
2 n liegt. J. Bolyai hat aber fiir einen speziellen Fall die Méglich-
keit der Quadratur eines Kreises in der h. Geometrie
nachgewiesen, indem er gezeigt hat, daB es hier, im Gegensatze
zur e. Geometrie, einen Kreis gibt, ndmlich den mit dem Inhalte =,
den man mit Zirkel und Lineal mit einer endlichen Anzahl von
Konstruktionsschritten in ein inhaltsgleiches Quadrat verwandeln
kann; vgl. hierzu Bonola-Liebmann [1], S. 102.

Der Flicheninhalt eines Kreissektors mit dem Zentri-
winkel & ergibt sich zu & (€of r — 1),

b) Um den Inhalt der Fliche G zu finden, die von einem
Bogen einer Abstandslinie vom Halbmesser g, der zu-
gehorigen Basis von der Lange g und den Loten in deren
Endpunkten begrenzt wird, teilt man g in » gleiche Teile,
errichtet in den Teilpunkten die Lote auf der Achse und
zieht in ihren Schnittpunkten mit der Linie die Tangenten
an diese; je zwei benachbarte von ihnen schneiden sich,
wenn n grof genug ist. Die entstandenen Trapeze werden

*) Auch hier haben wir wesentlich exponentielles Wachstum des Inhalts
mit wachsendem Radius.
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durch ihre Symmetrieachsen in Spitzecke*) zerlegt, deren
spitze Winkel die GroBe 6 haben mogen. Der Inhalt eines
solchen ist 2 — 3w — & = 47 — §. Nun folgt aus (95, 9)
(mit v = 4x) sin (}n— J) = Gin g/, Ging. Von der
(resamtfliche zwischen Grundlinie und umschriebenem
Polygonzug, die den Inhalt 2# (37 — 6) hat, fithrt der
Grenziibergang fiir n - co zu
G = g Ginqg.

Man konnte ebensogut von einem einbeschriebenen Sehnen-
zug ausgehen. Um- und einbeschriebener Polygonzug schlie-
Ben zusammen mit den iibrigen begrenzenden Strecken die
GroBe G ein, nahern sie also von oben und unten her an.

Nach dem gefundenen Ergebnis ist die Gesamtfliche
zwischen einer Abstandslinie und ihrer Achse unendlich grof.

¢) Die Flache, die von zwei im gegenseitigen Abstand b
zwischen denselben Radien liegenden Grenzkreisbogen,
deren kleinerer die Lange a habe, und Stiicken der Radien
umrandet wird, kann man ausgehend von der Differenz
zweier Kreissektorenflichen (Nr. 107 a) berechnen; ihr Inhalt
wird wegenllim o« Gint = a (Nr. 100b) fiir ¢ - oo (Nr. 72)

r—>w
a@f(x+d—1 —a@fr—1) =
o Gint (Cotg t €0 b + Gin b — Eotg 1)
>a @] b+ Cinb—1) =a(ed —1).
108.Wichst der Halbmesser eines h. Kreises iiber alle Gren-
zen, dann wichst, wie man aus Satz 107 a sofort erkennt,
auch der h. Kreisinhalt iiber alle Grenzen. Wendet man dies
auf die konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkt M an,
dann ergibt sich, daB der h. Inhalt von (X) unendlich ist.
Daraus folgt, analog dem e. Fall,

a) In der h. Geometrie hat die ganze Ebene un-
endlichen Inhalt.

UV sei nun irgendeine Sehne von (K), vgl. Fig. 64, Nr. 96.
Nach Satz 48 a kann man durch eine h. Bewegung P auf
M legen und damit das schraffierte Kreissegment auf die
halbe Fliche von (K). D.h.

*) Siehe Nr. 84, erste FuBnote.
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b) In der Deutung {D} der h. Geometrie hat jedes
Kreissegment von (K) unendlichen h. Inhalt.

Flichen zwischen parallelen Geraden,

109. Hat man zwei h. iberparallele Gerade, dann
schneiden sie in der Deutung {‘Dj auf jeder Seite ein Stiick
des Kreises (K) aus. Man kann demnach in dem von ihnen
begrenzten Bereiche Segmente von

(K) angeben, daher folgt aus dem 4 4,
Satze 108 b der Satz
a) Sind in der h. Geometrie
AA,, BB, zwei iuberparal
lele Halbgerade, Fig. 70, dann B B,

hat die von diesen Halb-
geraden und der Strecke AB
begrenzte Fldche unendlichen Inhalt.

Fig. 70.

110. Liegenzwei rand parallele Halbgerade vor, dann kann
man durch eine h. Bewegung den Endpunkt der einen auf
M legen. Sie mogen dann in Fig. 71 die Lagen p und ¢ an-
nehmen, Wir betrachten nun das e. AMUQ und bezeichnen
als seinen h. Inhalt den
Grenzwert der h. Inhalte
(d. h. der Defekte) der e.
ahnlichen Dreiecke MU,Q;,
MUL,, ..., MUQ,,...
Nach Satz 68b konver-
gieren die h. GroBen der
<X MQ,U, gegen einen von
0 verschiedenen Grenz-
wert y», wihrend nach
Satz 68 d die Folge der <
MUQ, den Grenzwert
0 hat. D. h. tig. 71.

a) Sind in der h. Geometrie PR und @S zwei
randparallele Halbgerade, Fig. 72, dann hat die
von 1hnen und der Strecke PQ begrenzte Fliche
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den Inhalt w —@ —y, wobei ¢ und y die Winkel RPQ
und P@S sind.

Hier weicht wieder die h. Geometrie wesentlich von der e. ab,
da die e. aufgefaBte Fig, 72 fiir das betreffende Flichenstiick un-
endlichen Inhalt liefern wiirde. Zu beachten ist die in den Sdtzen
109a und 110 a zutage tretende Verschiedenheit zwischen den

iiberparallelen und den randparallelen
P R (S}eraden. T}'Ili F}z% A’;{Vhat éiz(tls vo]g den
(2 o trecken , RS, und dem Bogen
q) VW begrenzte Ebenenstiick unend-
lichen h. Inhalt. Dabei wird der Inhalt
¢ / des Flachenstiickes dadurch unend-
lich, daB zu dem endlichen h. Inhalt
des Vierecks V RSW der unendliche h.
Fig. 72. Inhalt des von der Sehne VW ab-
geschnittenen Segments hinzukommt.
Aus den Sitzen 108b und 110a leitet man sofort den
Satz ab, daB der h. Inhalt eines Teilgebietes von (K),
dessen Rand,soweiterauseigentlichen Punktenbesteht,
auBerhalb eines gewissen, wenn auch noch so groBen
Kreises aus einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke
besteht, endlich oder unendlich ist, je nachdem die
Berandung nur endlich viele Punkte von (K) oder min-
destens einen Bogen von (K) enthilt. Die Sitze 109a und
110a sind Beispiele dafiir,

Aus 107¢ ergibt sich fiir d— — oco:

b) Der Inhalt der Fliche, die von einem Grenzkreisbogen
der Lénge a und den in seine beiden Endpunkte miinden-
den Radien eingeschlossen wird, hat den Betrag a.

Asymptotische Dreiecke.

111. In der Geschichte der Nichteuklidischen Geometrie
ist auBer den Grenzkreisen noch eine Art von Grenzgebilden
zu Bedeutung gelangt, die wir bisher noch nicht behandelt
haben; es sind das die ,,asymptotischen Dreiecke®,
die wir jetzt betrachten wollen. Indem man einen, zwei oder
alle drei Eckpunkte eines Dreiecks je auf einer Geraden ins
Unendliche riicken 148t, erhdlt man drei Typen von Figuren:

a) Zwei Punkte, ihre Verbindungsstrecke und zwei von
ihnen ausgehende randparallele Halbgerade (Fig. 72 oder
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AMQU in Fig. 71). Ein solches ,,Dreieck* heift ,,einfach
asymptotisches Dreieck".

b) Zwei nicht auf einer Geraden liegende Halbgerade mit
gemeinsamem Endpunkt und die zu beiden randparallele
Gerade, AMAB in Fig. 71, ,zweifach asymptotisches
Dreieck®.

¢) Drei Gerade von folgender Eigenschaft: zerlegt man
irgendeine von ihnen durch einen Punkt in zwei Halbgerade,
dann ist jede dieser Halbgeraden zu genau einer der beiden
anderen Geraden randparallel, AABU in Fig. 71, ,drei-
fach asymptotisches Dreieck®.

Da die Randpunkte nach dem Vollstindigkeitssatze, Nr. 36,
nicht alle Axiome der h. Geometrie erfiillen konnen, gehéren die
asymptotischen Dreiecke nicht zu den eigentlichen Dreiecken.
Thr Name erinnert an eine Erweiterung der h. Ebene durch un-
endlich ferne Randpunkte, die der in Nr. 47 erwihnten Erweite-
rung der e. Ebene durch die Punkte der unendlich fernen Geraden
entspricht. (Vgl. auch Nr. 63.)

112, Indem man einen Punkt der jeweils zu untersuchenden
Seite eines asymptotischen Dreiecks durch eine h. Bewegung
auf M legt und Satz 71 b beriicksichtigt, erkennt man sofort
die Tatsache

a) Im einfach (zweifach, dreifach) asymptotischen
Dreieck sind zwei (drei) Seiten h. unendlich groB.

Das einfach asymptotische Dreieck MQU haben wir schon
in Nr.110 behandelt, im zweifach asymptotischen Dreieck
MAB der Fig. 71 kann man ganz entsprechend die Folge der
Dreiecke MA.B, betrachten, das dreifach asymptotische
Dreieck kann man offenbar von irgendeinem Punkt in seinem
Innern aus in drei zweifach asymptotische Dreiecke zerlegen.
Das fithrt unmittelbar zu dem Satze

b) In der h. Geometrie hat ein einfach asympto-
tisches Dreieck mit den Winkeln &, § den Inhalt
7 — (x4 f), der Inhalt eines zweifach asympto-
tischen Dreiecks mit dem Winkel o ist w —cx, jedes
dreifach asymptotische Dreieck hat den Inhalt z¥).

*) Man beweist leicht die Kongruenz aller dreifach asymptotischen

Dreiecke, ebenso die aller inhaltsgleichen zweifach asymptotischen Drei-
ecke.
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Gan8 leitete aus dem von ihm als konstant erkannten Inhalt
der dreifach asymptotischen Dreiecke die Inhaltsformel fiir das
zweifach asymptotische Dreieck ab und fand daraus dann die
Inhaltsformel fiir das h. eigentliche Dreieck, indem er von dem
dreifach asymptotischen Dreieck drei zweifach asymptotische
Dreiecke abzog. Vgl. GauB, Werke VIII, S. 221—223.

Uneigentliche Elemente.

113. Geht man in der Einfithrung uneigentlicher Punkte in
der h. Geometrie noch iiber die in Nr.111 herangezogenen
Randpunkte hinaus, indem man die schon in einer FuBnote
zu Nr. 63 erwihnten ,,Uberpunkte‘ einfiihrt, das sind
in der Deutung {®} die eigentlichen und uneigentlichen
e. Punkte der Ebene auBerhalb (K)*), dann kann man
Dinge unter einheitlichen Gesichtspunkten zusammenfassen,
die nach unserer bisherigen Darstellung scheinbar weit ausein-
anderliegen. Als Beispiel fiir diese Auffassung, die fiir die wei-
tere Entwicklung der Nichteuklidischen Geometrie bedeu-
tungsvoll geworden ist, seien die h. Kreise, Grenzkreise und
Abstandslinien betrachtet. Aus Nr. 27¢, 66a und 67b folgt

a) In der h. Geometrie durchsetzt ein (eigent-
licher) Kreis, ein Grenzkreis, eine Abstandslinie
die Geraden eines ,,Biischels* senkrecht, und der
Biischelmittelpunkt ist im ersten Fall ein eigent-
licher Punkt, im zweiten ein Randpunkt, im drit-
ten ein Uberpunkt**).

In Fig. 34 (INr. 65) ist der zugehorige Biischelmittelpunkt, e.
gesprochen, der uneigentliche Punkt der zu d senkrechten
Richtung. Dieser Punkt hat von den Punkten von (C), wie
man sofort berechnet, h. konstanten (imaginiren) Abstand.
Da weiterhin die Punkte eines Grenzkreises nach Nr. 71b von
seinem Randpunkte h. unendliche Entfernungen haben, folgt

*) Ist A ein eigentlicher Punkt, B ein Uberpunkt, dann hat die Entfernung
der beiden Punkte voneinander einen imaginiren Wert, wie sich aus Satz 71a
ergibt, da dann (4 BUV) negativ wird (vgl. das nach 95, 9 Gesagte).

Auch die Uberpunkte konnen nach dem Vollstindigkeitssatze nicht mehr
alle Axiome der h. Geometrie erfiillen.

*%) Im letzten Fall ist der Biischelmittelpunkt in der Deutung {D} der zu
(K) gehorende e. Pol der Achse der Abstandslinie (NT. 63).
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b) In der h, Geometrie kann man die Grenzkreise
als Kreise mit unendlich groBem Halbmesser auf-
fassen, die Abstandslinien als Kreise mit imagini-
rem Halbmesser. Der Mittelpunkt eines Grenz-
kreises ist sein Randpunkt, der einer Abstands-
linie ein Uberpunkt.

Nennt man jede Gerade durch den Mittelpunkt ,,Durch-
messer® der betreffenden Kurve und beriicksichtigt man die
Sitze 61b, 66b und 67¢, dann ergibt sich sofort folgender
weiterer Satz:

¢)In der h. Geometrie geht ein (eigentlicher) Kreis,
ein Grenzkreis, eine Abstandslinie durch Spiege-
lung an irgendeinem Durchmesser in sich iiber.

Den letzten Satz kann man auch noch in einer etwas anderen,
fiir manche Betrachtungen nutzbringenden Weise fassen: Spie-
gelt man in der h. Geometrie einen (eigentlichen)
Punkt an allen Geraden eines ,,Biischels*, dann bildet
die Gesamtheit der so gewonnenen Punkte einen
(eigentlichen) Kreis, einen Grenzkreis oder eine Ab-
standslinie, je nachdem der Biischelmittelpunkt ein
eigentlicher Punkt, ein Randpunkt oder ein Uber-
punkt ist.

Im folgenden wollen wir mit einer axiomatischen Bemerkung
zu der ausschlieBlichen Betrachtung der eigentlichen Punkte
zuriickkehren.

Absoluter Charakter der Strecken- und Inhaltsmessung,

114. In den Nrn. 29, 31 und 32 wurde die Strecken- und
Winkelmessung in der absoluten Geometrie behandelt. Diese
beiden Messungen zerfallen in zwei Schritte: zunéichst die Fest-
legung einer Einheit und anschliefend die Bestimmung der
MaBzahl, die dann ausschlieBlich mit Hilfe der Axiome, vor
allem der Stetigkeitsaxiome gewonnen wird.

Dabei besteht zwischen der Festlegung der Winkeleinheit
und der Streckeneinheit ein grundsétzlicher Unterschied. Man
kann ndmlich die Winkeleinheit nach Nr. 32 festlegen, indem
man dem rechten Winkel einen bestimmten Wert beilegt, etwa
wie dort den Wert } oder, wie wir es in Nr. 61 in der iiblichen
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Weise getan haben, den Wert 1 . Da die rechten Winkel aus
den Axiomen heraus als die Winkel definiert werden, die einem
ihrer Nebenwinkel gleich sind, kann die Winkeleinheit durch
eine Vorschrift erfaBt werden, welche nur durch die Axiome
bereitgestellte Begriffe verwendet, d. h. rein axiomatisch,
Anders bei der Wahl der Streckeneinheit nach Nr. 29: Man
kann sie nicht rein axiomatisch definieren, sondern nur da-
durch angeben, daB man sie zeigt, eine sinnliche Wahr-
nehmung zu Hilfe nimmt,.

Daraus daf bei der Winkelmessung auch der obenerwihnte
erste Schritt rein axiomatisch ist, folgt, daB ein Geometer
einem anderen die Winkelmessung mit Worten so beschreiben
kann, daB der zweite Geometer, wenn er die gleiche Deutung
des Axiomensystems wie der erste denkt, jedem Winkel dieselbe
GroBe beilegt wie der erste, und daB der zweite auch dann ein-
deutig die GriBe jedes Winkels erhilt, wenn die beiden nach
Nr. 15 mit verschiedenen Deutungen des Axiomensystems ar-
beiten. Bei der Festlegung der Einheitsstrecke aber miissen
beide zunichst dieselbe Deutung denken und der erste mufl
iiberdies dem zweiten eine bestimmte, durch die Axiome allein
in keiner Weise logisch faBbare Strecke als Einheitsstrecke
zeigen,

Dieser Sachverhalt wird durch den mit der Einfiihrung des
e. Parallelenaxioms E gewonnenen Ubergang zur e. Geometrie
nicht verdndert und gilt auch fiir die auf der Streckenmessung
aufgebaute e. Inhaltsmessung, d. h.

a) Im axiomatischen Aufbau der e. Geometrie
kann die Winkelmessung rein logisch definiert, aus
den Axiomen mit Worten beschrieben werden, sie
ist dann in jeder beliebigen Deutung des Axiomen-
systems bestimmt; die Strecken- und die Inhalts-
messung dagegen ist nicht rein logisch definierbar,
gie kann nur in jeder einzelnen Deutung des Axi-
omensystems, und zwar durch Aufzeigen einer Ein-
heit festgelegt werden.

Man charakterisiert den durch diesen Satz klargestellten
Unterschied zwischen den beiden Messungen in der e, Geo-
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metrie dadurch, daB man sagt, es gibt in der e. Geometrie
zwar eine ,,absolute Winkelmessung, aber keine ab-
solute, sondern nur eine ,relative* Strecken- und In-
haltsmessung*).

115. Setzt man die absolute Geometrie nicht in der e., son-
dern durch Einfiihrung des Nichteuklidischen Parallelenaxioms
E’ in der h. Geometrie fort,dann éndert sich an dem absoluten
Charakter der Winkelmessung dadurch nichts, aber hier wird
auch die Streckenmessung absolut: Ist z. B. eine h. Strecke
gegeben, dann trigt man vom einen Endpunkte der Strecke
aus eine zu ihr senkrechte kongruente Strecke an und erhilt
damit ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck. Ist & die
GroBe von dessen spitzen Winkeln, dann ist wegen Gl. (93. 6)
die Linge a der gegebenen Strecke durch €ofa = cotg o« aus
den h. Axiomen heraus bestimmt, ohne daB eine Einheits-
strecke in sinnlich wahrnehmbarer Weise aufgezeigt werden
miiBte. Der absolute Charakter der h. Inhaltsmessung endlich
folgt unmittelbar daraus, daB sie nach Satz 105¢ allein auf der
Winkelmessung beruht. D. h.

a) In der h, Geometrie gibt es eine absolute Win-
kelmessung und eine absolute Strecken- und In-
haltsmessung.

Der Vergleich der Sitze 114a und 115a liefert die Erkenntnis

b) Die h. Geometrie ist der e. Geometrie axio-
matisch darin iiberlegen, da man in ihr die GréBen
der Winkel, Strecken, Flichen rein logisch-axio-
matisch definieren kann, wihrend dies in der e.
Geometrie nur bei den Winkeln sowie bei den Strek-
kenverhédltnissen und Flichenverhdltnissen mog-
lich ist.

Mehr als dieser Satz ausspricht, kann man im axiomatischen
Aufbau der e. Geometrie und damit auch in dem der absoluten
Geometrie nicht erreichen. Letzten Endes handelt es sich bei
diesem Unterschied zwischen der h. und der e. Geometrie

*) Eine Verwechslung mit der in Nr. 60 in ganz anderem Sinn eingefiihrten
Bezeichnung ,,absolut’’ 1st wohl ausgeschlossen; dort wurde sprachliche An-

lehnung an den Ausdruck ,,absolute Geometrie* erstrebt, der ebenfalls mit der
hier eingefiihrten Bedeutung von ,,absolut‘’ nichts zu tun hat.
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um eine Folge des Satzes 70a, nach dem es in der h. Geometrie,
im Gegensatz zur e., keine #hnlichen, nicht kongruenten
Figuren gibt.

Schon Lambert hatte erkannt, daB die Hypothese des spitzen
Winkels wegen des Wegfallens dhnlicher Figuren zu einer abso-
luten Lingeneinheit fiihrt, und auch GauB hat sich spitestens 1808
mit dieser Tatsache eingehend beschiftigt.

VI. Abschnitt.
SchluBbetrachtungen.

Beweiskraft der Deutung {®}.

116. Im vorstehenden haben wir die h. Sitze mittels der
Deutung {D} gefunden. Dieser Weg ist fiir den mit der e. Geo-
metrie Vertrauten bequem, und die Ergebnisse, zu denen er
fithrt, prigen sich dem Gedichtnis leicht ein, vor allem wegen
der anschaulichen Einfachheit der Deutung {®}. Zudem wird
dabei der unmittelbare Zusammenhang zwischen der Wider-
spruchslosigkeit der h. und der e. Geometrie klar beleuchtet.

Und doch kann man einen selir ernst zu nehmenden Ein-
wand gegen dieses Verfahren machen, der sich allerdings
entkriften lift. Der, besondeérs von C. Carathéodory
gemachte Einwand ist der folgende: Wenn man h. Sitze
in der Weise ableitet, daB man e. Aussagen vermittels der
Deutung ﬁb} in h. verwandelt, dann ist es denkbar, daf dabei
Sitze als h. gefunden werden, die gar nicht zur h. Geometrie
gehoren, da sie nicht in jeder Deutung des h. Axiomensystems
gelten.

Es wiirde uns hier zu weit fithren, im einzelnen auf dieses
Bedenken einzugehen, wir wollen nur den Weg der Wider-
legung andeuten: Allein auf den Axiomen der h. Geometrie
aufbauend kann man, wie es z. B. Lobatschefskij getan hat*),
in eindeutiger Weise die h. Trigonometrie und analytische
Geometrie entwickeln, iiberhaupt alle in den Axiomen vor-

*) Worauf wir schon gegen Ende von Nr. 95 hingewiesen hatten. Ebenso
gehen vor I. Schur [12], H. Liebmann [8] und O. Perron [11].
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kommenden geometrischen Begriffe analytisch fixieren. Das
kann man nun in jeder Deutung des h. Axiomensystems durch-
fithren, daher sind die verschiedenen Deutungen analytisch
identisch, und alle Sitze, die man auf dem Weg iiber
die Deutung {9} findet, gehoren in dem Sinne zum
Bestande der h. Geometrie, daB sie in jeder Deu-
tung des h. Axiomensystems gelten¥). Man driickt
dies atich so aus: Alle Darstellungen der klassischen Nicht-
euklidischen Geometrie sind isomorph; das Axiomensystem
dieser Geometrie ist ,,monomorph*‘**).

Die elliptische Geometrie.

117. Die in Nr. 7 zuerst genannte Hypothese des stumpfen
Winkels hatte G. Saccheri als mit anderen e. Axiomen unver-
triglich ablehnen konnen. Auf dem Wege analytischer
Betrachtungen, die durch GauB’ differentialgeometrische
Arbeiten beeinfluflt waren, gelangte B. Riemann (1826—66)
in seiner berithmt gewordenen Probevorlesung ,,Uber die
Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen‘‘ im
Jahre 1854 zu allgemeineren metrischen Geometrien, die
auBer der hier behandelten Nichteuklidischen Geometrie
unter anderem noch zwei von der h. Geometrie verschiedene,
dem Parallelenaxiom widersprechende Geometrien umfassen,
in welchen es zu einer beliebigen Geraden durch einen beliebi-
gen Punkt keine Parallele gibt. Es ist das die aus der sphé-
rischen Trigonometrie bekannte sphirische Geometrie, die

*) Die neben dem hier behandelten ,,Kleinschen Bild* bekannteste
fibrigens mit ihm eng zusammenhingende Deutung der Nichteuklidischen
Geometrie hietet das ,,Poincarésche Modell*. Mit ihm arbeitet H. Mesch-
kowski [10] vorzugsweise. Eine Reihe weiterer Deutungen oder ,,Abbil-
dungen* findet sich bei F. Lébell ,,Landkarten'* der nichteuklidischen Ebene,
Jahresbericht d. D. M. V. 54 (1950), 8. 4—23.

**) Wenn man eine Nichteuklidische Geometrie auf geringeren Voraus-
setzungen aufbaut, die dann zwar umfassender, aber natiirlich auch weniger
inhaltsreich ist, kann es vorkommen, daB mehrere nicht-isomorphe Darstel-
lungen existieren. Hierzu ziehe man vor allem das in der Fufinote auf S. 74
zitierte, grundlegende Buch von F. Bachmann zun Ratc; vgl. ferner W. Pejas,
Die Modellec des Hilbertschen Axiomcnsystems der absoluten Geometric,
Math., Ann. 143 (1961), S.212—235, und W.Schwabhiuser, Entscheid-
barkeit und Vollstindigkeit der elemcntaren hyperbolischen Geometrie,
Zeitschr. f. math. Logik u. Grundlagen d. Math. 56 (1959), S. 132—205, spez.
8. 176f.

Baldus, Nichteuklidische Geometrie. 10
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schon der Forderung Euklids widerspricht*), nach der es
durch zwei Punkte nur eine Gerade geben kann, weiterhin
eine Geometrie, in der die Hypothese des stumpfen Winkels
erfilllt ist. In der Folge wurden diese vielfach als ,,Rie-
mannsche Geometrien* bezeichnet.

Auf Ergebnissen von A, Cayley (1821—95) fulend, hat der
weitbekannte Gottinger Mathematiker F. Klein (1849—1925)
die unseren Betrachtungen zugrunde liegende Deutung {D}
fiir das Axiomensystem der h. Geometrie gefunden und dariiber
hinaus durch projektive Betrachtungen einen iiberraschend
einfachen Zusammenhang zwischen der h. Geometrie von
Lobatschefskij-Bolyai und der Riemannschen nicht-sphéri-
schen Geometrie aufgedeckt®*). Fiir die letztgenannte prigte
er den Namen ,elliptische Geometrie®.

118. Das fiir uns Wesentlichste der Kleinschen Uberlegungen
ist folgendes:

‘Wie man in der Deutung gb} der h. Geometrie nach Satz 71a
die h. Streckenlinge durch den projektiven Begriff des Doppel-
verhiltnisses fassen kann, so ist es auf dem Weg iiber das
Imaginire auch miglich, die h. WinkelgriBe durch ein
Doppelverhiltnis auszudriicken, indem man den Wert
des (komplexen) Doppelverhiltnisses § bestimmt, das die Schen-
kel des Winkels mit den (konjugiert komplexen) vom Scheitel
ausgehenden Tangenten an den Randkreis bilden; einer der
Werte von 1 ¢ In § ist dann die h. GréBe des betreffenden
Winkels***), Damit sind, wenn man von der unwesentlichen
Verschiedenheit der Konstanten in beiden Messungen ab-
sieht, die h. Strecken- und WinkelgréBen projektiv erfat, und
zwar in zueinander dualer Weise unter Verwendung der Punkte
und Tangenten des Randkreises. Daher lassen sich nun, wenn
man noch die Randpunkte und die Uberpunkte der Nr. 113

*) Die ,,Geraden* sind in dieser Deutung groBte Kreise, und es gibt
Paare von Punkten, z. B. Nord- und Stidpol, die nicht nur eine einzige Gerade,
sondern eine unendliche Menge von Geraden bestimmen.

*#) Vgl. hierzu F. Klein [7]. Hier muf auch noch hingewiesen werden auf
das Werk von L. Heffter, Grundlagen und analytischer Aufbau der Pro-
jektiven, Euklidischen, Nichteuklidischen Geometrie. Leipzig 18582,

**%) Die Ableitung dieses Satzes ist nicht schwer, wiirde uns aber hier zu weit
fithren. Vgl, Nr. 71.
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einfithrt, die Sitze der h. Geometrie als Sitze der projektiven
Geometrie mit Auszeichnung des Randkreises aussprechen.

Es liegt nun nahe die h. Geometrie projektiv zu verallgemei-
nern, zunichst, indem man an Stelle des Randkreises einen be-
liebigen reellen, nicht zerfallenden Kegelschnitt wihlt. Das
liefert nichts Neues. Setzt man dagegen an die Stelle des reellen
Randkegelschnittes einen imagindren Kegelschnitt mit reeller
Gleichung, etwa den imagindren Kreis (I) 22 4+ y® + 1=0,
und macht man projektiv dieselben Aussagen wie vorher in
bezug auf (K) jetzt in bezug auf (), dann erhilt man eine neue
Geometrie, eben die elliptische. Die h. und die elliptische Geo-
metrie unterscheiden sich in dieser projektiven Auffassung
nur dadurch, daB im einen Fall ein reeller Kegelschnitt zu-
grunde gelegt wird, im anderen Fall ein nicht reeller Kegel-
schnitt*). In beiden Féllen kann man statt des Kegelschnitts
die durch ihn bestimmte Polaritat zugrunde legen, die immer
eine Beziehung zwischen reellen Elementen ist.

In der elliptischen Geometrie deutet man alle Punkte der e.
Ebene, in der (I) liegt, als elliptische Punkte, dazn noch die
Punkte der uneigentlichen Geraden der e. Ebene. Als Abstand
zweier Punkte A, B definiert man den mit einer rein imaginéren
Konstanten multiplizierten Logarithmus des Doppelverhalt-

nisses (ABUU), wobei U und U die konjugiert komplexen
Punkte sind, in denen die Gerade AB den Kreis (I) trifft. Die
elliptische Grofe des Winkels zweier Halbgeraden wird pro-
jektiv dual dazu gefalit, genau wie oben die h. WinkelgriBe.
Da der Kreis (I) keinen reellen Punkt hat, gibt es hier auch
keine parallelen Geraden. Die Gerade hat hier keinen
unendlich fernen Punkt, und diese Analogie zur Ellipse ver-
anlaBte Klein zur Bezeichnung ,.elliptische Geometrie*. Nun
kann man in vollstindiger projektiver Analogie zur h. Geo-
metrie die elliptische autbauen. Als Grenzfall zwischen beiden
ergibt sich die Euklidische Geometrie, von Klein in diesem
Zusammenhange ,,parabolische Geometrie“ genannt.
* F. Schur hat in [8] einen Aufbau der absoluten Geometrie
durchgefiihrt, bei dem sich nach der Einfiihrung idealer

*) Deasen Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten lauter reelle Konstante
als Koeffizlenten enthélt.

10*
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Elemente zwangsldufig als eine der ersten Erkenntnisse die
riiltigkeit der projektiven Geometrie in der absoluten ergibt;
cin solches Vorgehen fiilhrt notwendig zur projektiven Auf-
fassung aller MaBbeziehungen anf der Grundlage einer
absoluten Polaritit und l48t sie als die natiirliche er-
scheinen.

Man zihlt vielfach die elliptische Geometrie neben der h.
zu den Nichteuklidischen Geometrien, und zwar deshalb, weil
auch in ihr das Euklidische Parallelenaxiom nicht erfiillt ist.
Sie unterscheidet sich aber von der h. dadurch, daB sie nicht
alle iibrigen Axiome der e. Geometrie erfiillt, was
aus unserer Nr. 57 folgt. DaB schon ein Widerspruch der ellipti-
sehen Geometrie zu mindestens einem der Axiome A—C vor-
liegen muB, zeigt Satz 24c. Hier wird daher die Bezeich-
nung , Nichteuklidische Geometrie* in erweitertem
Sinne gebraucht, in einem Sinne, der axiomatisch sogar
noch andere Nichteuklidische Geometrien zulaft als die h.
und die elliptische.

‘Worauf aber schon Klein den groBiten Wert legte, ist
Folgendes: Die projektive Geometrie 146t sich, wie v. Staudt
1847 gezeigt hatte, chne Voraussetzung eines e. oder Nicht-
euklidischen Parallelenaxioms aufbauen ; insbesondere konnte
er das Doppelverhiltnis, das er als ,,Wurf* bezeichnete,
ganz ohne Heranziehung von MaBbegriffen erkliren. Die e.
und die Nichteuklidische Geometrie werden daher durch die
Griindung auf die projektive Geometrie unabhingig von-
einander als mathematische Disziplinen entwickelt, die in dem-
selben Grade in sich widerspruchsfrei sind, wie es die pro-
jektive Geometrie ist.

Das Verfahren, die Strecken- und Winkelmessung — kurz
die ,,Metrik** — auf projektive Beziehungen zu einem sog.
»absoluten Gebilde* (wie dem Kegelschnitt (K) oder (I))
oder auf eine ,,absolute Polaritat® zuriickzufithren, bezeich-
net man als ,,projektive MaBbestimmung*“.

Geometrie und Wirklichkeit.

119. Die Frage, welche der beiden Geometrien die ,,wirk-
liche* ist, die Euklidische oder die hyperbolische, ist so alt
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wie die Nichteuklidische Geometrie. Gaull, Lobatschefskij,
J. Bolyai stellten fest, dal weder Beobachtungen an ter-
restrischen noch solche an astronomischen Dreiecken eine
meBbare Abweichung der Winkelsumme von sz ergeben
hitten.

Man kann auch ein ,,geometrisches Experiment* anstellen,
indem man etwa drei Punkte P, @, R einer Geraden mit einem
Punkt § auBerhalb der Geraden verbindet und dann die Strek-
ken SP,SQ, SE uber die von § verschiedenen Endpunkte hin-
aus mit dem Zirkel um sich selbst verlingert. Dann erhélt man
drei Punkte 4, B, C, und je nachdem diese in einer Geraden
liegen oder nicht, ist die e. oder nach Satz 77b die h. Geometrie
die ,,wirkliche*. Bisher wurden diese drei Punkte immer in
einer Geraden liegend gefunden.

120, Was kann man auf diesen Wegen entscheiden ? Da man
noch keine meBbare Abweichung von der e. Geometrie gefun-
den hat, kann zundchst daran liegen, daB sich die Messungen
in einem zu kleinen Bereich abspielten, da in einem gegen einen
Punkt hin konvergierenden Bereich, wie man auch an der Deu-
tung {D} erkennt (indem man diesen Punkt auf M legt), die h.
Geometrie gegen die e. konvergiert.

Angenommen aber, man finde im Beispiel des geometri-
schen Experiments drei Punkte, die nicht anf einer Geraden
liegen. Dann kénnte man nur schlieBen, daB die beiden gleich-
zeitigen Annahmen der Geradlinigkeit des beniitzten Lineals
und der Konstanz der Zirkel6ffnung bei der Verdoppelung der
Strecken sich mit den Axiomen der e. Geometrie nicht ver-
tragen, daB man mit anderen Worten die e. Geometrie nicht
in dieser Weise physisch deuten kann. Ebenso wiirde man im
zuerst genannten Beispiel der Winkelsumme im Dreieck aus
einer meBbaren Abweichung von 7z nur schliefen kénnen, dafl
von den dabei gemachten Annahmen mindestens eine fur die
physische Deutung der e. Axiome unbrauchbar ist, z. B. die
Annahme, da8 sich die Lichtstrahlen geradlinig fortpflanzen.

Man kann so grundsitzlich nicht dariiber entscheiden, ob
eine Geometrie oder die andere ,,wirklich* ist, nur dariiber.
ob sie sich mit gewissen physikalischen Annahmen iiber die
Deutung der geometrischen Begriffe vertrigt. Sind diese An-
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nahmen besonders einfach und naheliegend, dann folgt aus der
Zulassigkeit dieser Annahmen fiir die physische Deutung der
Geometrie nur, daB diese Geometrie gut anwendbar, dal sie
bequem ist.

121. Beide Geometrien, die e. und die h., sind nach Nr. 54
gleich wahr im Sinne von gleich widerspruchslos, Ob man dar-
iiber hinaus der Frage nach Wahrheit einer Geometrie iiber-
haupt einen Sinn zuerkennt und wie man sie, wenn das der
Fall sein sollte, beantwortet, das ist keine mathematische
Angelegenheit mehr, sondern eine erkenntnistheoretische,
deren Erledigung wesentlich von dem philosophischen System
abhéingt, von dem man dabei ausgeht. Daher fiihrt die Frage
nach der iiber die Widerspruchslosigkeit hinaus wahren
Geometrie zu der Frage, welches philosophische System das
wahre ist. Die Philosophie hat diese letzte Frage noch nicht
in objektiv zwingendem Sinne beantwortet.

Ausblick auf die Clifford-Kleinschen Flichen.

122, So nahe der Gedanke zu liegen scheint, daB nach der
Beschiftigung mit der Nichteuklidischen Geometrie der
Ebene, die freilich noch vieles hier nicht Behandelte ein-
beziehen miiBte, das weitere Studium sich natiirlicherweise
dem Raum zuzuwenden hitte, so unzutreffend wire diese
Meinung. Sie wiirde némlich nicht der Erkenntnis gerecht,
daB es noch unendlich viele zweidimensionale metrische
Mannigfaltigkeiten gibt, deren innere Geometrie im
kleinen sich mit der einer Euklidischen oder einer
Nichteuklidischen Ebene deckt, die aber im groBen
anderen Zusammenhang haben als die Ebene: das sind die
,»Clifford-Kleinschen Flichen‘. Thre Theorie samt
ihren historischen Urspriingen*) und ihre Beziehungen zu

*) Die Entdeckung einer geschlossenen Fliche mit e. Metrik im elliptischen
Raum durch Clifford regte Klein zu der Frage nach allen moglichen Flichen
dieser Art an; siehe W. K. Clifford, Preliminary sketch of biquaternions,
Proceed. L. Math. Soc. IV (1873), p. 387 (Math. Papers, London 1883, p. 193).
F. Klein, Zur Nicht-Euklidischen Geometrie, Math. Ann. 37 (1890),
8. 544ff. (Ges. Math. Abhandl. I, Berlin 1921, 8. 353ff.).

Weiter beschiftigten sich mit dem Problem der ,,Clifford-Kleinschen

Raumformen* zunichst hauptsichlich W. Killing (1891), R. Fricke (1897),
H. Gieseking (1912), H. Hopf (1925), J. Nielsen (1925), P. Koebe (1927).
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anderen Bereichen der Mathematik, z. B. zu den Riemann-
schen Flichen der Funktionentheorie, darzulegen, wire ein
reizvolles Unternehmen, aber es wiirde den Rahmen dieses
Buches sprengen. Nur so viel mige hier mitgeteilt werden,
als notig ist, um eine anschauliche Vorstellung von diesen
Gebilden zu vermitteln, deren Kennzeichen, auler den oben
schon genannten, ihre Unbegrenztheit und ihr Freisein
von Singularitédten sind. Dabei ist der Begriff der Fliche
im abstrakten Sinn zu verstehen.

123, Das einfachste Beispiel einer derartigen Fliche mit
e. Metrik im kleinen ist eine Kreiszylinderflache, auf
der als ,,Gerade‘ die kiirzesten Linien, die riumlich gesehen
Schraubenlinien sind, zu gelten haben; im groBen gilt in der
Fléche die Geometrie der e. Ebene nicht, denn durch je zwei
ihrer Punkte gehen in ihr im allgemeinen unendlich viele
»Gerade“. Bel der einzigen auBerdem noch existierenden
Art von Clifford-Kleinschen Flichen mit e. Metrik, den
»ringformigen, wollen wir uns nicht aufhalten, sondern
nur bemerken, dal es von jeder Form auch nichtorientierbare
gibt. Zu bedenken ist dabei, dafl die in der Fliche vor-
gegeben zu denkende MaBbestimmung durchaus nicht mit
derjenigen iibereinstimmen muf, die ihr durch den Raum,
in dem sie liegt, aufgeprigt wird, wie das beim Zylinder der
Fall war.

124. Die Mannigfaltigkeit der Clifford-Kleinschen
Flichen mit h. Metrik ist viel umfangreicher; trotzdem
konnen wir uns leicht einen Uberblick iiber sie verschaffen,
weil sie aus zwei Arten einfacher Bauelemente zu-
sammensetzbar sind, die zundchst beschrieben seien*):

a) Errichten wir in der h. Ebene auf einer Strecke in deren
Endpunkten nach einer Seite die Lote (Fig. 73a), denken uns
den umschlossenen Teil der Ebene ausgeschnitten und
identifizieren dann je zwei solche Punkte der Lote mit-
einander, die durch eine Verschiebung léngs der Ausgangs-

*) Die einzige Clifford-Kleinsche Fliche mit sphiirischer Metrik ist die
elliptische Ebene neben der einfachzusammenhingenden Kugelfliche.
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strecke zur Deckung gebracht werden konnen, so haben wir
ein Flichenstiick h. Metrik im kleinen mit einer
Randlinie, die eine in sich zuriicklaufende ,,Gerade‘ ist,
hergestellt (Fig. 73b): ein ,,AuBenelement®. Die Linge

N

Fig. 78 a. Fig. 73b.

Fig. 74 a. Fig. 74Db.

des Randes ist beliebig vorschreibbar; sie kann, worauf
jedoch nicht néher eingegangen sei, anch als verschwindend
angesetzt werden, was bedeutet, dal die Randlinie ins
Unendliche geriickt und ein ,,Randende* geworden ist.

b) Nehmen wir drei Gerade in der h. Ebene an, von denen
keine Punkte der anderen voneinander trennt, und kon-
struieren wir ihre drei paarweise gemeinsamen Lote, so be-
kommen wir ein konvexes rechtwinkliges Sechseck
(Fig. 74a). Denken wir uns dieses wiederum ausgeschnitten,
mit einem ihm kongruenten zur Deckung gebracht und
beide langs dreier nicht benachbarter Seiten, in dem oben
beschriebenen Sinn einer Identifikation gewisser Punkte-
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paare, zusammengeheftet, so haben wir ein Fldchenstiick
h. Metrikim kleinen mit drei geradlinigen Randern
vor uns (Fig. 74b): ein ,,Binnenelement®. Die Léngen
der drei Rénder sind unabhéngig voneinander beliebig vor-
gebbar, wovon wir uns auf Grund der Lehre von den un-
eigentlichen Dreiecken iiberzeugen kénnen; auch hier ist das
Verschwinden der Linge einer oder mehrerer Randlinien
sinnvoll.

Die Binnenelemente werden auch als Doppelsechsecke
bezeichnet.

Jedes Binnenelement besitzt, im Gegensatz zu den
AuBenelementen, einen endlichen Fldcheninhalt von
der GroBe 2 7.

¢) Setzen wir derartige Elemente lings je zweier gleich-
langer Rénder, immer in der oben beschricbenen Weise,
zusammen, so kann dadurch wegen ihrer Geradlinigkeit
keinerlei Singularitat entstehen; wir konnen auch Rander
eines und desselben Binnenelementes zusammenheften oder
sogar je zwei diametral gelegene Punkte einer Randlinie
miteinander identifizieren, wodurch die Orientierbarkeit der
Flache verlorengeht. Fahren wir damit so lange fort, bis
kein Rand mehr vorhanden ist, so haben wir eine Clifford-
Kleinsche Fliche mit Nichteuklidischer Metrik
aufgebaut; in der Tat besitzt jeder Punkt der Fliche Um-
gebungen, die Gebieten der h. Ebene kongruent sind, und die
Fliche besitzt, wie die h. Ebene selbst, keinen im Endlichen
erreichbaren Randpunkt. (Fig. 75 zeigt ein Beispiel einer
Clifford-Kleinschen Fliche mit h. Metrik von unendlich
hohem topologischem Zusammenhang.)

Die zusammengesetzten Binnenelemente bilden in ihrer
Gesamtheit den ,,Binnenteil®.

Soll eine Fliche konstruiert werden, die aus einem aus
einer endlichen Anzahl ¢ von Binnenelementen aufgebauten
Binnenteil und aus n AuBenelementen oder ,,AuBenteilen‘
besteht, so konnen wir zwar nicht alle 3¢ Randlingen der
Binnenelemente beliebig vorschreiben, weil je zwei der an-
einanderzuheftenden Rander gleiche Langen haben miissen;
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da wir aber diese vor dem Verheften noch um ein beliebiges
Stiick in sich gegeneinander verschieben diirfen, stehen uns
doch 3¢ GrioBen, die fiir die MaBverhiltnisse der
Fliache kennzeichnend sind, ihre ,,Moduln*, zur Ver-
fligung.

F.g. 75.

So leicht nun aber dies alles einzusehen ist, der Beweis
dafiir, daB auf die beschriebene Art samtliche Clifford-
Kleinschen Flichen h. Metrik zustande kommen, wire
viel zu umfangreich, um hier Platz zu finden; es sei nur an-
gedeutet, daB dabei die Begriffe der universellen Uberlage-
rungsfliche und der Gruppe ihrer Decktransformationen
neben topologischen Uberlegungen mafgebend sind*).

125. Die Geometrie in den Clifford-Kleinschen
Flachen wird beherrscht durch die Eigenschaften der nach
ihrem globalen Verhalten zu unterscheidenden Arten von

*) Diese Aufbaumoglichkeit wurde fiir Flichen ohne ,,Randenden‘ (s.
oben a)u.b)) entwickelt in der Dissertation (1926) von F. Lobell, Die tiberall
reguliren unbegrenzten Flichen fester Kriimmung, Tiibingen 1927.

Auch die Flicher mit Xnden als Randelementen und diejenigen unendlich
hohen Zusammenhangs — bei denen auch ,,Grenzhalbebenen‘* als AuBen-
teile vorkommen kénnen — wurden systematisch untersucht von P. Koebe,
Riemannsche Mannigfaltigkeiten und nichteuklidische Raumformen, 2. u.
3. Mitteilung, Sitzungsber. PreuB, Akad. d. Wiss., Phys.-math. Kl., 1928,
8. 8451f. u. 8. 38611,
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,Geraden®, unter denen die geschlossenen eine ord-
nende Rolle spielen; zn diesen gehoren im besonderen die
aus den Randlinien der Aufbauelemente hervorgegangenen
Geraden (in Fig. 75 gestrichelt eingezeichnet). Hieriiber ist
manches Interessante bekannt, vieles aber ist noch unge-
klart*).

Eine Bewegung oder Umlegung ist fiir eine Clifford-
Kleinsche Fliche als Ganzes im allgemeinen eine unendlich
vieldeutige Transformation; die Ausnahmefalle kennzeichnen
bestimmte Symmetrieeigenschaften der Fliche.

Was jedoch die Moduln anbelangt, so stehen wir vor
einem allgemein noch nicht gelosten Problem: Zunichst
fragt es sich, inwieweit eine Fliche durch die Angabe ihrer
Moduln uberhaupt bestimmt ist. Eine weitere Frage ent-
springt aus der folgenden Uberlegung: Eine aus ¢ + n
Elementen aufgebaute Fliche kann wieder in solche, und
zwar in eben soviele, zerlegt werden; bei ihrem Binnenteil ist
das im allgemeinen auf unendlich viele Weisen mdglich,
wobei ganz andere als die urspriinglichen Ausgangselemente
entstehen kdnnen. Dabei tritt jedesmal ein neues System
von 3¢ Moduln auf. Wie hiingen diese verschiedenen, zu einer
und derselben Clifford-Kleinschen Fliche gehérenden Gro-
Bensysteme untereinander zusammen? Die Antwort miiBte
sich aus einer Theorie der Gruppen allgemeiner Modul-
transformationen ergeben, wobei zu bedenken ist, dafl sowohl
¢ als auch n unendlich gro8 sein diirfen.

*) Hier ist vor allem hinzuwelsen auf eine Arbeit von J. Nielsen in Mat.
Tidsskrift B 1925 (Juel-Festschrift, Xopenhagen), 8. 37—44.

Weiterfiihrende theraturangaben enthalten die Arbeiten von ¥. Ldbell,
Uber die geoditischen Linien der Clifford-Kleinschen Flichen, Math. 7e1t-
schr. 30 (1929), S. 572-—607, und Ein Beispiel zur ¥Frage des Verlaufs der ge-
schlossenen Geoditischen in einer Clifford-Kleinschen Fliche, Jahresber. d.
Deutschen Mathematikervereinigung 40 (1931), S. 69—74.

Zu penren sind, z. T. in einem weiteren Zusammenhang, hauptsichlich

noch dle Namen Artin, Birkhoff, Busemann, Hadamard, Hedlund, Koebe,
Morse, Myrberg, Poincaré, Weyl,
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