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ABSTRACT 
The method of Bjerrum for calculating the stability constants of complexes 
formed by metal ions is moditied to permit more rapid convergence during the 
calculation of a series of successive approximations. The incomplete curves 
for the formation of polycomplexes can be extrapolated by using the Bjerrum 
nume::-ical method. 

A computer least·squares method is described for the stability constants 
of metal-ion complexes. The method takes into consideration the experimental 
uncertainties in free Iigand concentration and average number of ligands 
bound to each meta] ion. Results are compared with those obtained with other 

programmes. 

La connaissance des constantes d'equilibre de complexation est impor­
tante du point de vue analytique dans la mesure ou elles peuvent permeHre 
de calculer les concentrations d'une seule espece dans des conditions 
experimentales donnees, de connaitre Ia composition d'une solution pour en 
interpreter plus correctement les proprietes analytiques, et peut ainsi etre 
d'une grande utilite dans les procedes de separation par precipitation, 
extraction, echange d'ions, etc. 

La mise en presence d'un ion metallique B et d'un coordinat A conduit a 
Ja formation de complexes succesifs suivant les reactions: 

B + A ~BA 
BA+ A ~ BA 2 

(1) 

Les meilleures conditions pour l'etude quantitative des ces equilibres se 
trouvent generalement reunies Iorsqu'on opere dans un milieu de reference 
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contenant un electrolyte support. chimiquement inditTerent, a une concen­
tration uniforme sutlisamment grande par rapport a celles des especes en 
presence, pour que I' on puisse, pour ces dernieres, confondre activites et 
concentrations 1 . 

Dans de telles conditions, Ia concentration d'une espece BA" peut etre 
rapportee, par l'intermediaire de la loi d 'action de masse, a celle de l 'espece 
d'ordre inferieur BA"_ 1 suivant 

(2) 

ou a celle de ces constituants initiaux BetA d'apres 

(3) 

La grandeur K" peut etre denommee 2 constante stoechiometrique 
'etagee' de stabilite du complexe BA" tandis que {J" represente Ia constante 
stoechiometrique 'globale' de stabilite de ce meme compose, que 1'on peut 
exprimer en fonction de K" par Ia relation 

(4) 

Le calcule de ces constantes (soit 'etagees' soit 'globales') est lie a Ia con­
naissance d'un certain nombre de grandeurs physiques determinees experi­
mentalement et qui expriment les premieres en fonction de [A]. Ces calcules 
necessitent alors Ia determination de certaines variables de concentrations 
et de grandeurs physiques qui leurs sont liees. 

Sans entrer ici dans Je detail des possibilites experimentales conduisant 
a leur determination, nous definirons successivement d'apres Bjerrum 3 

deux grandeursessentielles accessibles par voie electrochimique: 
Le degre de formation du systeme 

N N 

ii = {CA - [A] }/C8 = ~nfJJA]"!~[JJA]" 

Le degre de formation du complexe BA" 

N 

ct" = [BA"]/C" = [JJA]"!Lfin[A]" 
0 

et sa fonction derivee: 

N 

~~ = LfiJA]" = 1ja0 
0 

a laquelle il est possible d'acceder, d'apres Fronaeus, par: 

[Al 

·~ = ex p I [1] d [ A] 
0 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Les concentrations totales du groupe central et du coordinat sont respec­
tivement exprimees par: 

N N 

Cn = L[BA"] = IJB]{J"[A]" (9) 
0 0 
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et 
N N 

CA= [A] + Ln[BAn] [A] + InßJA]n (10) 
1 1 

Bien qu'elles puissent, dans le cas de systemes a deux phases, etre deter­
minees experimentalement par un certain nombre de methodes4

, les gran­
deurs CA et C8 seront toujours connues en tant que compositions analytiques 
des solutions initiales au cours de ce travail, puisque seule y sera envisagee 
l'etude de systemes homogenes. 

Les valeursdes concentrations d'equilibre de A et de B sont couramment 
obtenues par l'intermediaire de mesures potentiometriques ou polarogra­
phiques, soit par voie directe, soit par des methodes faisant intervenir des 
reactions competitives 5 • 

6
. 

Lorsque les valeurs de [A] et [B] sont ainsi determinees, il est possible 
de calculer les constantes de stabilite des polycomplexes formes en utilisant 
les relations 9 et 10 a Ja condition de connaitre au prealable une des con­
centrations totales CA ou C 8 , mais il est plus frequent que l'on connaisse 
seulement l'une des variables [A] et [B] en fonction de CA et C 8 et que 
l'on doive alors faire appel aux variables secondaires de concentration ii, 
ljJ et an pour acceder quantitativement aux constantes cherchees. 

11 est claire que dans le cas de complexes mononucleaires tels que ceux 
consideres ici, ii, ljJ et an sont seulement fonction de [A] et que, dans ces 
conditions, Ia connaissance simultanee de N couples de valeurs ii, [A]; 
ljl, [A] ou an, [A] suffit, a priori, pour calculer les N constantes ßn d'un 
systeme donne. 

I. METHODES ELECTROCHIMIQUES D'ACCES AUX 
VARIABLFS DE CONCENTRATION 

I -1. La methode potentiometrique 
La potentiometrie est, en fait, l'une des methodes electrochimiques les 

plus utilisees, puisque tout en etant de beaucoup Ia plus precise, eile est 
]argement app)icab]e a J'etude des equi]ibres ioniques en Solution. 

Pour une reaction du type 

xX + yY + .... + ze P pP + qQ + .... (11) 

Je potentiel pris par une electrode mise en contact avec un melange d'especes 
P, Q, ..... X, Y a l'equilibre, est donne par l'equation de Nernst. 

~ T RTI {XY{Y}Y .... 
a- a0 + ~F n {P}P{~ (12) 

Oll Je potentieJ Standard d'e}ectrode T 8o corresponde a J'etat d'aCtivite 
unite pour toutes les substances envisagees. Dans notre cas considere 
precedement, Ia relation 12 s'ecrit: 

- e ~_!.'In [X]x[YJY.... (13) 
8 

- 0 + zF [P]P[Q]q .... 

Je potentieJ dit formal Eo etant detini par: 
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T RT Y~Yv .... 
C:o = t:o + --- In----- (14) 

zF )'~}'Ö .... 

L 'electrode peut etre inerte. comme dans Je cas de systeme redox, ou eile 
meme cons~ituee par l'une des especes participant a Ia reaction 11. Dans ce 
dernier cas. eile est consideree comme etant de premiere. de deuxieme ou de 
troisieme espece. Les electrodes habituellement employees pour l'etude 
des equilibres ioniques sont reversibles par rapport aux ions metalliques. 
aux protons ou aux anions: dans Je cas d'une technique de titrage. Je potentiel 
de celles-ci doit atteindre dans un temps raisonnable celui qui leur est 
assigne par Ia relation 13. 

Generalement. si une teile electrode fait partie d'une cellule electro­
chimique. Ia f.e.m. se conforme a une expression teile que: 

(15) 

ou t: 0 est une constante propre a Ia cellule particuliere consideree, ti Je 
potentiel de.ionction s'il y cn a ct C une fonction des concentrations. 

En fait.la quantite 

(16) 

peut toujours etre calculee a partir du potential(; mesure dansdes conditions 
appropriees. 

Si l'electrode est reversible par rapport a Ia concentration [B] d'ions 
metalliques libres et represente Je pöle gauehe de Ia cellule. on peut ecrire: 

t' = - (R T;zF) In (B] (17) 

ou encore 

~:' + (RT ·zf) In Cn = - (RT;:F) In :x 0 (18) 

De Ia sorte. si r;' est determine pour des solutions contenant des concentra­
tions CA et C8 connues. il est possible de calculer Ia fonction :x0 ( [A]) et, 
partant, de valeurs de concentration [A] du coordinat a l'equilibre corres­
pondantes 7 . 

Si. au cours d'une serie de mesures. Je potentiel de jonction t:; et Ia concen­
tration totale d'ion metallique C8 demeurent identiques, Je calcul de tx 0 
se trouve ainsi considerablement simplifie, les potenticls dc cellule en 
presence et en l'absence de coordinat etant alors donnes respectivement 
par: 

et 

(t:)cA = 0 = t:~ + 1:i - (RT!zF) In Cn 

De Ia sorte.Ia relation 

(~t:)c11 = (t:cA - tcA =o)cn = - (RT/zF) In tx 0 

( 19) 

(20) 

(2 I) 

permet dc deduire aisement tx 0 ou ~~ = 1jtx0 de Ia diiTerencc entre les deux 
lectures. 
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Considerons maintenant Ia cellule de concentration: 

M+z (concentration 
totale Cu) M M 

(ouM-Hg) A ( concen tra tion 
totale CA) 

M+z (concentration 
totale C8) (ou M-Hg) 

dans laquelle les deux demi-cellules contiennent Ia meme concentration 
totale d'ions metalliques mais une seule du coordinat. En suppo:;ant 
ei = 0, Ia f.e.m. de la cellule est donnee par: 

(t)c
8 

= - (RTjzF) ln a0 (23) 

La fonction a0 ([A]) ou tjJ ([A]) et par consequent les valeurs de [A] peuvent 
etre obtenues a partir des paires de valeurs (e)cR' c A· 

La methode des solutions correspondantes permet egalement de deter­
miner ii en tracant un ensemble de graphes des fonctions X(CA)c

8 
et CA(C8 )x 

car les deux equations 21 et 23 montrent que Ia propriete 

(24) 

est seulement fonction de Ia concentration [A] du coordinat a I'equilibre. 
En plus des electrodes metalliques de premiere espece, il est encore 

possible d'utiliser, entre autres procedes, des electrodes metalliques de 
deuxieme ou de troisieme espece, des electrodes a hydrogene ou des electrodes 
redox 4

. Etant donnee l'importance des difficultes rencontrees dans Ia 
determination de constantes de stabilite a partir de mesures de pH ou de 
tensions redox, nous avons trouve particulierement utile de developper, au 
cours de quelques travaux 9

--
11

, la generalisation d'un nouveau type d'elec­
trode metallique, dites metal-complexe, propose recemment 12

-
15

, qui 
presente l'avantage de ne pas solliciter de mesure de pH dans ses applica­
tions. L'originalite de l'emploi d'une electrode inetal-complexe a J'etude 
de compJexes en so)ution reside dans de llOUVelles methodes de calcuJe de 
Ia concentration du coordinat a l'equilibre dans un systeme donne et donc 
de Ja fonction n = {CA - [AJ}fCB. 

1·2. La methode polarographique 

Systemes reversibles 
Dans Je cas d'equilibres rapides et reversibles, ou Je courant est contröle 

par Ia ditrusion, Ja methode polarographique peut etre app1iquee avantage­
usement a l'etude des complexes d'ions metalliques puisque )es potentiels de 
demi-vague de ces derniers se deplacent au cours de Ia complexation. La 
mesure de ce deplacement en fonction de Ia concentration en agent com­
plexant permet de determiner Ia formule et Ia constante de stabilite du 
complexe 16

. 

Si cette technique ne peut s'appJiquer directement, du fait des conditions 
de reversibilite, qu'a un nombre restreint d'ions metalliques, l'usagc des 
methodes de concurrence permet d'en elargir considerablement Je domaine 
par l'etude de reactions competitives de complexation. 

Le courant moyen de diffusion id durant Ja vie de Ia goutte (exprime en 
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microamperes) est relie a la Concentration de la substance reductible Oll 
oxydable par Ia relation d'IIkovic 

(25) 

ou n est Je nombre d'electrons mis en jeu dans Ia reaction considere: m est le 
debit du mercure en mg s- 1

: t est le temps de vie de Ia goutte en s: D est Je 
coefticient de diffusion de Ia substance entrant en reaction en cm 2

. s -- 1
: 

C est le concentration de Ia substance en millimole. 1- 1
• 

Lorsque plusieurs ions complexes metalliques BA" contribuent simul­
tanement au courant de diffusion global, I'equation 25 peut etre transcrite 
sans Ia forme: 

N 

id = IdJBAnJ = dcCß (26) 
0 

Oll 
N N 

l( = Id"[BA"]!'L:[BA"] (27) 
0 () 

et d" sont les coerticients d'IIkovic des complexes BA"" 
La relation quantitative entre le potentiel t de l'elcctrode a gouttes et Je 

courant (corrige de courant residue)) pour un processus 

B +:: + ze ~ B - Hg 

est obtenue par Ia combinaison des equations deNernst et d 'llkovic 

(28) 

Oll i cst le courant en un point quelconque de Ia vague. et idc et ida sont les 
courants de ditTusion cathodique et anodique, qui s'annulent respectivement 
pour des vagues purement anodique ou cathodique. 

Si Ja vague consideree est reversible, Ia pente de Ia courbe : - t:, log (i - ida)/ 
(idc- i)} doit etre egale a RT/zF d'apres Ia relation precedente: Ringborn et 
Eriksson I: ont cependant ctabli que Ia valabilitc de ce critere devenait 
hasardeuse pour des :-:.ystemes dans lesquelles les complexes sont tres stables 
aux faibles concentrations en coordinat libre. ceci du fait que les diffcrences 
entre ces dernieresau sein de Ia solution et a Ia surface de J'electrode ne sont 
pas negligeables. 

Si Je coordinat A est present dans Ia solution en assez grand exces pour 
que l'on puisse considerer comme pratiquement egales a ses concentrations 
au sein de Ia solution et a Ia surface de l'electrode et s'il y a en presence un 
eJectroJyte Support eJiminant tout courant de migration, Je courant a 
chaque point de Ia vague est donne par: 

(29) 

oll Ia constante d'llkovic du complexe BA" est reprcsentee par d". 
Oe Ia meme maniere. le courant de ditTusion moyen est donnc par 

id = d"[BA"] (30) 

508 



METHODES NOUVELLES D'ACCES ELECTROCHIMIQUE 

tandis que Ia concentration de J'amalgame a Ia surface de 1\~lectrode est 
rapportee au courant par Ia relation 

(31) 

Compte tenu de cesdifferentes expressions, l'equation du deplacement du 
potentiel de demi-vague d'un ion, du a sa complexation, s'ecrirait: 

RT dnTßJA]"yA"'Yn 
(~ e-!) = (et)s - (et)c = -F~ In d 

z s 'YBAn 
(32) 

Si le meme capillaire est utilise dans les deux cas (absence et presence du 
coordinat), si l'on suppose Ies coefficients de difTusion approximativerneut 
identiques pour les deux especes, les concentrations en coordinat a l'equilibre 
[A] est globale CA pratiquement confondues, et l'intluence de coefficients 
d'activites negligeables dans un milieu de reference donne, l'equation 32 
peut etre simplifiee SOUS Ia forme suivante: 

Ac:!= (2,303 RT/zF) log ßnC;_ (33) 

L'equation 33 montre que le potentiel de demi-vague est independant d~s 
concentrations des especes complexees et il est evident que les variations 
de celui-ci en fonction des concentrations en coordinat permet d'acceder 
au calcul de ßn mais cette voie n'est applicable que s'il y a un seul complexe 
(BA") qui se forme en solution. 

U n traitement polarographique rigoureux de Ia formation de com­
plexes successifs est donne par De F ord et H ume 18

. Les equations de base 
sont fondamentalement les memes que le precedentes relatives a Ia methode 
de Lingane, mais certains de leurs termes doivent maintenant etre sommes, 
n prenant successivement les valeurs 1, 2, 3, ... , N. 

Dans des conditions similaires, le deplacement du potentiel de demi-vague 
s'exprime alors suivant 

en fonction des concentrations de coordinat a l'equilibre [A] et des con­
stantes globales thermodynamiques de stabilite T ßn· 

Cette derniere relation peut encore etre transformee de fa9on a exprimer 
Ia variable secondaire de concentration 1/J([A]) qui s'ecrira, pour un milieu 
de reference donne Oll )'influence des coefficients d'activite est negligeab)e: 

r/J([A]) = !_ = exp ~~!- q_ 
ilo RT/zF 

N 

L ßn [A]" 
0 

avec 

(36) 

La validite de cette methode necessite evidemment que Ie coordinat ne 
soit pas reductible polarographiquement dans les conditions de l'experience 
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Oll, Si te) n'est pas Je cas, que sa reduction ait Jieu a Un potentie) beaucoup 
plus negatif que rion metallique simple. 

Casassas et Eek 19 ont etudie Je cas Oll Je coordinat est reduit a l'electrode 
a gouttes a un potentiel plus positif que l'ion du meta) B envisage, Ia Variation 
du potentiel de demi-vague du coordinat A en presence d'un exces de cet ion 
permettant theoriquement de determiner des constantes de stabilite des 
complexes successifs BPIA. Cette methode aboutit a l'expression d'une 
fonction 1/J( [B}) semblable a celle de I'equation 35, mais qui ne s'applique 
que lorsque Ia concentration de l'ion metallique est en exces par rapport 
au coordinat ce qui favorise Ia formation du seul premier complexe BA. 

Systt?tnes irrerersibles 
Lorsqu'il est impossible d'etudier directement Ia complexation des ions 

d'un meta) 8 du fait que ces derniers ne se reduisent pas de maniere rever­
sible a J'e)ectrode a gouttes. Oll meme qu'i)s ne sont pas reductibJes, iJ est 
alors necessaire d'eiTectuer cette etude par rapport a Ia complexation d'un 
metal indicateur B' dont les equilibres sont deja connus. 

Le degre de formation. du systeme 8, A qui est accessible cette fais-ci, 
e~t calcule d'apres Ia relation generale 

n 8 ={CA- [A] 0 - n~.(id- i)lid}/C8 (37) 

qui, au potentiel de demi-vague. prend Ia forme plus simple 

ii8 = {cA- [A] 0 - ii~·Cw!2}ic8 

II. METHODES NOUVELLES DE CALCUL DES 
CONSTANTES DE STABILITE 

(3R) 

Les differentes methodes electrochimiques exposees precedement per­
mettent soit l'acces direct aux equilibres de complexation que I'on exprime 
alors quantitativement au moyen de Ia fonction 

(39) 

soit l'acces indirect a ces memes equilibres, qui conduit cette fois a l'expression 
du nombre moyen de coordination du systeme 

N N 

n = ~ nfi" [A]"I~ /1" [A]" (40) 

Les deux variables secondaires de concentration 1/J et n rcliant d'une 
maniere semblable par des cquations differentes les concentrations en 
coordinat a I'equilibre [A] aux constantes globales fi" du systeme, il nous a 
semblc judicieux de traiter globalement )es methodes de calcule de ses 
dernieres. 

La methode Ia plus utilise consiste a affiner, par une suite d'approximations 
successives, des constantes dites 'temporaires' determinces a priori d'apres 
Bjerrum, de deux fa~ons possibles: 

(a) Ia premiere part du principe qu'une solution prise dans I'etat corre-
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spondant a ii = n - ! doit contenir des quantites approximativement 
egales de composes BAn _ 1 et BAn, et conduit a l'expression 

Kn = (lj[A]);;=n-t (41) 

(b) Je deuxieme fait intervenir le 'facteur de distribution' x, detini par: 

avec 

f = _(N_-_n_+_1_)(_n_+_l) 
(N- n) n 

(42) 

(43) 

dont Ia valeur moyenne est calculee par l'intermediaire de la 'pente au point 
milieu' de Ia courbe ii = t([A]), d'apres Ia relation 

N N! 
~ n(n - _!) X(N-n)n 
f 2 (N- n)!n! 

(44) 
N N' l + L . xn(N-n) 
1 (N- n)!n! 

et Ia constante moyenne du systeme 

K = (lj[A])" = Nj2 (45) 

Dans ces conditions, Ia relation exprimant les constantes temporaires 
s'ecrit 

Kn = {(N- n + l)jn}KxN+l- 2n (46) 

Une fois ces constantes determinees, elles peuvent ensuite etre aftinees 
au moyen d'approximations successives en les introduisant dans l'expression 

t=n-1 
1 + ~ _1_+_2_t __ _ 

( ) 

~ [A] 1 Kn-t · Kn-2 · · · Kn-t 

K, ~ [ l] "~" i --~-~-:-:;,-~-n-------------
1 + ~ (1 + 2t) [A]' K,+ I. K.+2 ... K.+t 

(47) 

Po ur Je calcule des approximations successives par Ja relation 4 7, on 
signale que lorsque x est inferieur a l'unite, Ia somme des termes correctifs 
devient te11ement grande que Ia formule conduit de toutes fa~ons trop 
lentement vers un resu]tat. 

Dans )es conditions ou x ~ 1, on se contentait d'etablir )'ordre de grandeur 
des constantes etagees des composes intermediaires aux etats B et BAN 
par )es constantes temporaires issues de Ia relation 46. 

En effet, si l'expression 47 converge effectivement pour des valeurs de 
(1/[A])ii=n--i suftisamment eloignees les unes des autres, il n'en est pas de 
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meme lorsque celles-ci sont voisines 20
, comme le prouvent les deux exemples 

suivants: 

( a) Complexes de Cu( n ) avec fimidazole 5 

Le Tableau 1 rassemble. avec les valeurs (1/[A])ii=n--!• assez ditlerentes 
les unes des autres, les valeurs prises par les constantes K" au cours des 
iterations successives jusqu'a leur valeur Iimite atteinte a Ia trentieme 
iteration. II est claire que l'on obtient dans Je cas present, un resultat precis. 

Tableau 1. Systeme Cu lmida?olc. Constantes tcmporaires et affinage par Ia rclation 47 jusqu'a 
lcurs \"aleurs limites ooe iteration) 

Iteration no. kl k 2 k3 k4 
--~-------------·-

~ --- ··---------+---------~---

0 11220 2851 749.9 177.83 

3 5323.651 4289.()29 509.742 377.410 

5 4795.765 4902.957 462.950 395.791 

10 4501.714 5236.772 444.111 404.212 

15 4482.359 5259.520 442.938 404.759 

20 4481.091 5261.014 442.861 404.795 

28 4481.004 5261.117 442.856 404.798 

30 4481.003 5261.119 442.856 404.798 

(b) Systeme theorique avec K 1 = 104
, K 2 = K 3 = K 4 = 103 

Le Tableau 2 contient les valeurs de (1/[A])ii=n-t· assez voisines, puis les 
valeurs prises par les constantes K" au cours des iterations successives 
_iusqu'au vingtieme rang. II est evident que Ia relation 47 ne peut etre utilises 
comme formule de convergence. 

Ii1bleau 2. Systeme thcoriquc. Constantes tcmporaircs ct aiTinage par Ia rclation 47 _1usqu'a Ja 
2CY iteration 

Iteration no. k I k2 k -' k4 

0 1285.5 213.45 95.63 36.12 
1 807.619 117.948 112.658 89.098 
5 1007.309 105.392 107.084 103.918 
9 1020.323 110.886 114.168 109.7()6 

14 940.506 74.790 72.637 81.249 
19 1121.950 177.532 232.560 209.052 
20 804.039 34.908 36.003 58.912 

II-1. Aceeieration de convergence 
Nous avons etabli 21 au cours d'essais que l'on obtenait, quel que soit 

x. une convergence effective pourvu que, pour une constante K" corre­
spondant a une iteration d'ordre (m), on affecte Ia serie K

11
_ 1 . K

11
_ 2 . Kn-3 

... Kn-r tigurant au numerateur de l'expression 47, du meme ordre (m), 

tout en conservant, bien sur, )'ordre (m - 1) pour Ia serie Kn+ I . Kn+ 2. 

Kn+ 3 ... Kn+r tigurant en denominateur. La relation 47 s'exprime, des lors, 
par: 
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1 

[A]ii=n-t 
t-N-n 

1 + ~ (1 + 2t) [A] 1 K<m- tl • K<m-t> · · · K<m-o n+l n+2 n+t 

t= 

(48) 

Elle permet d'obtenir, applique au systeme theorique deja pris comme 
exemple ci-dessus, les resultats consignes dans Je Tableau 3. 

1ableau 3. Systeme theorique. Constantes temporaires et alllnage par Ia relation 48 jusqu'a 
leurs valeurs limites (7Cf iteration) 

Iteration no. kl k2 k3 k4 

0 1268 213 95 36 
10 1010 94 107 96 
20 999 99 100 99 
30 998 99 100 99 
40 998 100 99 100 
50 998 100 99 100 
60 997 100 99 100 
70 997 100 99 100 

Valeur reelle 1000 100 100 100 

11 apparait ici que le relation 48 permet Ia convergence vers une Iimite 
tres proehe de Ia valeur imposes theoriquement dans Ia detinition du 
systeme. 

Une fois mise au point cette methode, nous l'avons applique a plusieurs 
systemes reels. Prenons comme exemple Ia complexation du Zn(II) par NH 3 

(mesures effectuees par I. Bjerrum). Nous avons consigne dans le Tableau 
4 les valeurs de Kn pour ce systeme donnees par Bjerrum et ]es valeurs issues 

Tableau 4. Systeme Zn-NH 3 . Constantes temporaires et atl'inees 

n = 1 
n = 2 
n = 3 
n=4 

-log[NH 3];;~n-! 

2.87 
2,51 
2,27 
1,84 

Bjerrum Notre valeur 

2.37 2,44 
2.44 2,28 
2,50 2,64 
2,15 2,11 

Tableau 5. Systeme Zn-NH 3. Valeurs de ii theoriques et finales recalculees, avec les constantes 
obtenues par Bjerrum et avec les constantes atlinees par Ia relation 48 

ii theorique ii(Bjerrum) ii (relation 48) 

0,500 0,489 0,500 
1,500 1,495 1,500 
2.500 2,486 2,500 
3,500 3,500 3,500 
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de notre methode. Les valeurs de K" correspondantes sont assez differentes, 
et il etait important de savoir lesquelles etaient les plus satisfaisantes. C'est 
pourquoi nous avons recalcule n aux valeurs n = n - 1 a partir de ces 
differentes constantes (Tableau 5). 

II est clair que les valeurs des constantes K" calculees par Ia relation 48 
conduisent a une meilleure verification de n et apparaissent donc comme 
les plus precises. 

11-2. Methode de determinants 
II est evident que si Ia suite K<;t>. K~m>. . . K<;l converge vers une Iimite 

K 1 • K 2 •...• KN. l'equation: 

N 

L (n - n):f3n [A]" = 0 (49) 
0 

conduit. par l'intermediaire de Ia relation 48. a Ia formation. pour Je cas 
ou N = 4. du systeme suivant: 

avec 

ß1[A]2 + {J2[Ag + 3ß3[A)i + 5ß4[AJi = 3 (50) 

ß 1 [AL + 3ß2[A]i + 5{J3[A]i + 7{J4[A]{ = } 

- 3 fJ I [ A 1 3 - r> 2 [An + fJ 3 [An + 3 f$ 4 [ A 1 j = 5 

- 5ßt [A]4- 3{J2[AJl - {J 3 [A)l + /34[AJ! = 7 

[A] I = [A]r1=0.5 } 
[A] 2 = [Ah-= 1,5 

[A] 3 = [A]""" 2.s 

[A] 4 = [A)n= 3..,5 

(51) 

dont les constantes {J 1 • {J 2 • {3 3 • {3 4 representent les solutions. D'apres l'unicite 
de Ia Iimite d'une suite convergente, si Ia suite K\m>, K\m>, K~m>, K~>, convcrge 
vers une Iimite K 1 • K 2 • K 3 , K 4 • celle-ci ne peut etre que Ia solution du 
systeme d'equation 50. 

En effet, pour tous les systemes pris en exemple, les solutions d'equations 
50 ont ete rigoureusement identiques aux limites de convergence corre­
spondantes. 

L'emploi d'approximations successives n'est plus neccssaire, ce qui permet 
un gain de temps appreciable, meme lorsque les calcules sont effectues au 
moyen d'un ordinateur. Oe meme, l'introduction de constantes temporaires 
determinees par l'intermediaire du facteur x, faisant intervenir Ia pente de 
Ia courbe de formation au point n = N j2, n 'est plus necessaire, puisque 
Ia solution peut maintenant etre obtenue quelque soit X. 

11-3. Exploitation des courbes de formation incompletes 
Les deux methodes nouvelles que nous venons de presenter sont tres 

rapides et ils peuvent etre applique a tous les systemes a etudier. Bien que 
ces deux methodes ne sont basees que sur un ensemble de N donnees, ces 
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N donnees representaient statistiquement Ia synthese des determinations 
experimentales ä condition que Ia courbe de formation ait une allure suffisam­
ment reguliers, ce qui est rarement dementi. 

Cependant, si l'application de ces deux methodes a ete rendue possible 
que11eque soit Ia valeur du facteur de distribution, elles necessitent a priori 
que Ia courbe de formation soit entierement determinee. 

Du point de vue pratique, ceci est assez improbable dans une meme 
manipulation quand les complexes etudies ont des stabilites assez differentes 
et meme exclu s'il s'agit de complexes peu solubles. 

Nous avons cependant etabli 22 qu'il est possible, dans un grand nombre 
de cas, d'extrapoler rationne11ement une courbe incomplete afin d'utiliser 
les deux methodes pour le calcule des constantes Kn. 11 est considere, pour 
fixer ]es idees. le cas N = 4. 

Supposons que [A] 4 ne soit pas accessible experimentalement. 11 existe 
un interva11e de valeurs possibles de [A] 4 pour lequell'ensemble des quatre 
grandeurs delinies dans l'equation 51 conferera ä Ia relation 48 une con­
vergence effective, ou au determinant 50 une solution unique exprimee 
par une serie de constantes: 

soit 
X y z T 

ßt D' ß2 = v; ß3 = v; ß4 =- (52) 
D 

soit 
X y z T 

Kt K - . K --· K4 =- (53) 
D' 2- x· 3- y' z 

ceci quand les polynömes D, X, Y, Z, T sont positifs. 
Connaissant [A] 1 , [A] 2 , [A] 3 , il est facile de determiner les zeros de ces 

polynömes en [ A ]4 et degre inferieur Oll egal a quatre, et par consequent 
Jes Jimites inferieure cx 1 et superieure cx 2 de l'intervalle envisage. 

Cependant, si la Iimite inferieure cx 1 de l'intervalle est toujours voisine de 
[A] 4 , Ia Jimite superieure cx 2 s'en ecarte tres rapidement au fur et ä mesure 
que Ia pente mesuree b de Ia courbe de formation ä point n = 2 (detinie 
anterieurement) diminue, comme Je montre Je Tableau 6 ou figurent les 

Tableau 6. Valeurs de [ A ] 4 et de ses limites superieure et inferieure en regard de Ia pente mesuree 
ä de Ia courbc de formation au point n = 2 

6 o:2 O:t [A]4 

7.835 0.1813 0,1790 0,1806 
5.854 o.5t74 x 10- 1 0,4682 X 10- I o,4933 x 10- 1 

5.232 o.4122 x 10- 1 0.3446 X 10- 1 0,3743 x 10_, 
5.046 0.3906 x 10- 1 0,3156 x to-' 0,3467 x 10-' 
4.605 0.3551 X 10- I 0,2562 x 10- 1 0,2908 X 10- 1 

2,962 0,1437 Ü, 1 085 X 10- 1 o,1542 x 10- 1 

2.815 0.6142 X 10+ I o,9870 x 10- 2 0,1450 x 10- 1 

2.774 +:z:; 0,9608 x 10- 2 o,t425 x 10- 1 

valeurs b, cx 1 , cx 2 et [A] 4 de quelques systemes entierement detinis. De ce 
fait, [A] 4 ne represente pas Ia valeur moyenne de cx 1 et cx 2 , et ne peut pas 
donc etre determinee directement. 

11 est alors necessaire, pour ce faire, de relier cx 1 et [A] 4 a un parametre 
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representatif du systeme considere, comme c) par exemple. Nous avons 
ainsi, gräce a une serie de determinants du type 50 determine, pour un 
grand nombre de systemes entierement detinis [A] 1 , [A] 2, [A] 3 , [A] 4 

etant connus et composes theoriquement, les valeurs du rapport 
([A].~- rtd/[A] 4 (en pourcentage) en regard des valeurs de c) correspon­
dantes22. Ces valeurs permettent Ia construction d'une courbe que nous 
appellerons, 'courbe d'etalonnage' (Figure 1). et qui rend compte de Ia 

100 

.I -I " t 3 50-

IJ 

FilJure I Gcneralisation de Ia mcthodc dc Bierrurn. Courhe d'etalonnagc. 

Variation de l'ecart de C(l a Ia valeurreelle [A] 4• donnee par ( [A] 4 - rtd/[A] 4 
pour cent. en fonction de Ia pente c) de Ia courbe de formation ii = tlp[A]) 
mesuree en son point milieu ii = 2. 

Dans Je cas d'un systeme experimental ou seules les valeurs de [A] 1 , 

[A] 2 et [A] 3 sont connues. [A] 4 pourra donc etre determine directement 
d 'apres Ia courbe d 'etalonnage. Les constantes K·" pourront ensuite etre 
calculees rapiderneut par l'intermediaire d'un determinant du type 50. 

Exemples. Pour un systeme theorique, construit avec les constantes 
K 1 = 103

·
5

: K 2 = 102· 5
: K 3 = 101

•
5

: K 4 = 10°· 5
• Ia valeur de [A] 4 lue 

sur Ia courbe de formation est egale a 0,3920M alors que Ia valcur trouvee 
par Ia methode definie precedemment est egale a OJ918M. 

Dans Je cas d'un systeme experimental quelconquc comme celui de Ia 
complexation du zinc par l'imidazole (cn milieu NH4NO,, 0,5 M a 25''C) 
ou Ia valeur maximum determinee pour ii est 3, 186, Ia valeur de [ A ] 4 

obtcnuc par ce procede a permis de calculer par Je determinant 50, les 
constantes exprimees par leurs logarithmes: 

log{J 1 = 2,29. log{J2 = 4,72, log{J 3 = 6.87, log{J4 = 9.08 

tandis que Ia methodc de Fronaeus conduisait a 
log {1 1 = 2,33, log fJ 2 = 4,66, log {J 3 = 6,91, log {J 4 = 9,11 

Les valeurs ainsi obtenues veritient de maniere satisfaisante cclles prove­
nant dc l'autre methode de calcule, par consequent, Ia valeur de [A] 4 

extrapolee rationnellement est determinee avec une bonne precision. 
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Sans doute, Ia determination experimentale de l'ensemble de Ia courbe 
de formation est toujours preterable, mais notre methode d'extrapolation 
rationnelle peut Se reve]er uti]e dans Je cas Oll ]es comp]exes atteignent 
leurs saturations dans Je milieu considere. 

11--4. La methodedes moindres carres 
II apparait evident que Ia connaissance de N paires de donnees (n, [A]) 

conduit a Ia determination directe des N constantes cherchees. Cependant, 
Je calcule implique ayant ete juge trop fastidieux par J. Bjerrum3 a l'aide 
des seules methodes manuelles existant a cette epoque, ce dernier efTectuait 
cette resolution au moyen d'approximations successives en portant des 
N valeursden les plus significatives de I'ensemble donne experimentalement, 
c'est-a-dire generalement n=n-t(avec n = 1,2, ... , N). 

Cette methode a donne lieu· par Ia suite a de nombreuses modifications 
que nous avons presente dans les paragraphes precedentes. 

Plus tard. Sullivan et Hindman 23 resolvaient, a l'aide d'un ordinateur, Je 
systeme d'equations de Ia forme 49 a partir des N valeurs de ii = n - ! 
preconisees par Bjerrum. Puis, cette methode apparaissant insuflisante 
puisque ne faisant intervenir que N donnees d'un ensemble generalement 
plus ]arge, Sullivan et ses collaborateurs24 introduisaient l'usage de Ia 
methodedes moindres carres, laquelle permettait de reduire l'ensemble des 
donnees a un systemenormal d'equations de Ia forme 49. 

Ces derniers auteurs ayant alors suppose que seule Ia concentration [A] 
en coordinat a l'equilibre etait susceptible d'etre atTectee d'erreurs, Varga25 

trouvait recemment plus realiste de considerer que les deux grandeurs n et 
[A] etaient afTectees respectivement des erreurs standard (J" = Pn et 
(J[AJ = P[A], ou P representait l'erreur relative moyenne commise sur un 
groupe de donnees. 

Cependant, s'il apparait effectivement exact de penser que lorsque [A] 
est affecte d'une erreur, n l'est egalement, nous avons juge prHerable de 
considerer 15 Ia veritable erreur atTectant n, en fait imposee par l'erreur 
admise sur [A]. Nous avons etudie l'intluence de cette correction sur les 
valeurs des constantes calculees par cette methode pour des systemes 
etudies soit par les auteurs precedement cites, soit dans nos laboratoires. 

Traitement du problb-ne 
L'equation 40 exprime une fonction de Ia forme 

y = tln, [A]) (54) 

peut etre ecrite 
N 

y = ~ (ii - n) ß" [A]" (55) 

Lorsque Ia fonction y est satisfaite theoriquement, elle s'annulle pour 
donner Ia relation 40. 

II s'agit ici de determiner Je groupe de constantes ß" qui puisse rendre Ia 
valeur y Ia plus proehe possible de cette nullite, en minimisant Ia somme 
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I 

s = I [(iii- n) ßn [A]n - y]l wy 
I"" 1 

(56) 

wY represente le poids de chaque valeurexperimentale Yi· et s'exprime suivant 

wY = 1/a.~ (57) 

La variance de chaque valeur de y est donnee, d'apn!s la theorie de 
propagation des erreurs, par la relation 

(58) 

dans laquelle an et a[AJ representent les erreurs standard atl'ectant respec­
tivement les grandeurs n et (A), et sont delinies par: 

O"n = Q n 
a[AJ = p [A] 

(59) 

P et Q detinissent ici les erreurs relatives commises respectivement sur les 
valeurs de (A) et n. 

En etTectuant les calcules detinis dans Ia relation 58, cette derniere prend 
Ia forme: 

cri ~ Q1 ii1 (t ß. [A]} + P1 (~ ii(ii- n) ß. [A]} (60) 

De plus en derivant Ia relation 40, il est possible d'exprimer Q en fonction 
de P selon: 

(
f n2 

ßn [A]n 1 
Q= ~ -ii p 

Ln ßn [A]n 
0 

(61) 

Ainsi, en rempla<;ant Q par sa valeur dans I'equation 60, il vient: 

[ 

N (In2

ßn[A]n )]

2 

cri ~ pz ii P• [ A ]" t ~li.-~]• - ii 

+ P2 [~ n(ii - n) ß. [A]J (62) 

La grandeur wY etant une fonction des constantes fin cherchees, il est 
possible, par une serie d'iterations successives, d'aftiner son estimation en 
meme temps que celle des valeurs correspondantes des ßn jusqu'a ce qu'une 
convergence satisfaisante soit obtenue. 

Sans entrer ici dans le detail du programme de calcule, nous presentons 
dans le Tableaux 7 uniquement ]es valeurs des constantes de stabilite des 
complexes du systeme Ni-NH 3 deja etudie par Bjerrum3

. 

Systeme Ni(n )-NH~ 
Nous avons apris l'exploitation des mesures effectuees par J. ßJcrrum 3 

concernant Ia complexation de l'ion Ni 2 + par NH 3 dans Je milieu NH4 N0 3 , 
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2M a 30°C~ ainsi que l'avait deja fait Rydberg25 au moyen d~un programme 
ne tenant compte que des erreurs affectant [A]. Notre programme prenant 
en consideration les erreurs affectant les deux variables [A] et n, nous a 
conduit a des Valeurs differentes des constantes ßn· Cette serie de constantes 
rassemblees dans Je Tableau 7, sont comparees a celles calculees par J. 

log f3n 

log/3 1 

logßz 
log/) 3 

log/14 

logß 5 

logß6 

Tableau 7. Systeme Ni-NH 3 • Comparaison des resultats 

J. Bjerrum 

2,795 
5,035 
6.765 
7,955 
8.705 
8,735 

Rydberg 

2, 785 + 0,003 
5,046 + 0,009 
6,730 + 0,014 
7,966 + 0,020 
8,716 + 0,022 
8, 741 + 0,032 

Notre resultat 

2,785 + 0,001 
5,051 + 0,004 
6,718 + 0,014 
8,003 + 0,022 
8,676 + 0,037 
8,765 + 0,046 

Bjerrum 3 et Rydberg2 5
• Les valeursdes constantes issues de notre programme 

sont comparables a celles des auteurs precedentes. Cependant, nos deriva­
tions standard sont moins importants que celles issues du programme de 
Rydberg en ce qui concerne les constantes d'ordre faible, et plus importants 
en ce qui concerne celles d'ordre eleve~ ce qui est Ia signe d'une meilleure 
signitication physique de nos resultats. 

0 2 

P (A] 

3 

Figure 2. Systeme Ni-NH 3 . Methode des moindres carres. 

La Figure 2 montre Ia courbe de formation du systeme recalculee par 
l'ordinateur, en parfait accord avec les points experimentaux materialises. 
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